. . INSTITUTO FEDERAL DE Secretaria de Educagio Ministério
EDUCACAO, CIENCIA ETECNOLOGIA Profissional e Tecnolégica da Educacao

. . FLUMINENSE
Campus Campos-Centro

ANA PAULA FLOR PEIXOTO FERREIRA
FILOMENA DE FATIMA DE SOUZA CALDAS

INTERPRETACAO GEOMETRICA DE SISTEMAS LINEARES
COM O AUXILIO DO SOFTWARE WINPLOT

Monografia apresentada ao
IFFluminense = Campus Campos-
Centro, como requisito parcial para a
conclusao do Curso de Licenciatura

em Matematica.

Orientadora: Prof.2 MSc. Marcia
Valéria Azevedo de Almeida Ribeiro

CAMPOS DOS GOYTACAZES / RJ

2009



Este trabalho, nos termos da legislacdo que resguarda os direitos
autorais, é considerado propriedade institucional.

E permitida a transcricdo parcial de trechos do trabalho ou mencdo ao
mesmo para comentarios e citacdes desde que nao tenha finalidade comercial e
que seja feita a referéncia bibliografica completa.

Os conceitos expressos neste trabalho sdo de responsabilidade das
autoras Ana Paula Flor Peixoto Ferreira e Filomena de Fatima de Souza Caldas.




ANA PAULA FLOR PEIXOTO FERREIRA
FILOMENA DE FATIMA DE SOUZA CALDAS

INTERPRETAGCAO GEOMETRICA DE SISTEMAS LINEARES
COM O AUXILIO DO SOFTWARE WINPLOT

Monografia apresentada ao
IFFluminense @ Campus Campos-
Centro, como requisito parcial para a
conclusao do Curso de Licenciatura

em Matematica.

Aprovada em 26 de maio de 2009.

Banca Avaliadora:

Prof.2 Marcia Valéria Azevedo de Almeida Ribeiro (orientadora)
Mestre em Educacao Matematica
IFFluminense Campus Campos-Centro

Prof. Salvador Tavares
Mestre em Educacao Matematica
IFFluminense Campus Campos-Centro

Prof.2 Carmem Lucia Vieira Rodrigues Azevedo
Mestre em Economia Empresarial
IFFluminense Campus Campos-Centro



AGRADECIMENTOS

Agradecemos a Deus, por iluminar nossa caminhada tornando possivel a

realizacao deste trabalho.

Aos nossos pais, por muito se esforcarem para nos educar,
proporcionando-nos liberdade de escolha e apoio em todos os momentos.

A nossa professora e orientadora Marcia Valéria Azevedo de Almeida
Ribeiro, pelo seu empenho, profissionalismo e amparo durante a elaboracao

deste trabalho.

A David Faria Caldas, pelo incentivo, apoio e compreensao em todos os

momentos.

Aos nossos colegas e amigos, pelo companheirismo e apoio durante
nossa caminhada na elaboracao deste trabalho, que sempre com palavras de

forga nos ajudaram a superar os momentos de dificuldades.

Aos professores do IFFluminense Campus Campos-Centro, que foram

excelentes mestres e contribuiram para nossa formacao.

A coordenacgéo do curso de Licenciatura em Matematica do IFFluminense

Campus Campos-Centro.
Aos alunos que participaram da aplicacdo das atividades.

Enfim, a todos que de alguma forma contribuiram para a conclusao deste

trabalho.



RESUMO

O presente estudo tem o objetivo de desenvolver um trabalho sobre a
interpretacdo geométrica de sistemas lineares de duas e trés incégnitas com o
auxilio do software Winplot. O Winplot foi utilizado com a finalidade de viabilizar
o estudo integrado entre os métodos algébrico e geométrico, permitindo a
visualizacdo e a compreensdo das solucbes dos sistemas lineares. As
atividades dessa pesquisa foram aplicadas para alunos do terceiro ano do
Ensino Médio de uma Escola Estadual do Municipio de Campos dos
Goytacazes, Estado do Rio de Janeiro. As atividades foram elaboradas e
divididas em duas partes: Atividade | e Atividade Il. As atividades | e I
abordavam, respectivamente, sistemas lineares de duas e trés incognitas,
explorando a relagdo entre a algebra e a representagdo geométrica tendo o
Winplot como apoio. A aplicagdo das atividades foi realizada em um laboratério
de informatica de uma instituicdo federal de ensino, tendo um computador
disponivel para cada dupla, o que propiciou a ajuda mutua e o desenvolvimento
integrado do trabalho. A analise de todo o trabalho permite concluir que o
objetivo deste estudo foi alcancado.

Palavras-chave: Interpretacdo geométrica. Método algébrico. Sistemas lineares.



ABSTRACT

The present study has the objective of developing a work about the
geometric interpretation of lineal systems of two three incognito with the aid of the
software Winplot. Winplot was used with the purpose of making possible the study
integrated among the algebraic and geometric methods, allowing the visualization
and the understanding of the solutions of the lineal systems. The activities of that
research were applied for students of the third year of the Medium Teaching of a
State School of the Municipal district of "Campos dos Goytacazes", State of "Rio
de Janeiro". The activities were elaborated and divided in two parts: Activity | and
Activity Il. The activities | and Il approached, respectively, lineal systems of two
three incognito, exploring the relationship between the algebra and the geometric
representation tends Winplot as support. The application of the activities, it was
accomplished at a laboratory of computer science of a federal institution of
teaching, it tends an available computer for each couple, what propitiated the
mutual help and the integrated development of the work. The analysis of whole the

work allows to conclude that the objective of this study was reached.

Word-key: Geometric interpretation. Algebraic method. Lineal Systems.



LISTA DE GRAFICOS

Grafico 2.1: |Interpretagdo geométrica de sistemas lineares de duas

FqTeToTo o) =T T 18

Grafico 2.2: |Interpretacdo geométrica de sistemas lineares de trés

[gTeToTo o) =T T TP 19
Gréfico 3.1: Retas da primeira QUESTA0........ccoovuviiiiiie i 23
Grafico 3.2: Retas da nona qUeSta0.........coeviiiiiiiiiiie e 27
Grafico 3.3: Retas da décima qQUESIA0........cooiuuiiiiiiiiiee e 28
Gréfico 3.4: Representacao grafica do plano de equagdo x + 2y + z = 1............ 31

Gréfico 3.5: Representacao grafica dos trés planos.........ccccveeeeeeeeiiiiieeeee e 31



LISTA DE QUADROS
Quadro 3.1: Montagem dos Planos. ... e 33
Quadro 3.2: Representacao dos planos com folhas de papelao.........cccccveeeeeeenn.... 35
Quadro 3.3: Montagem dos trés planos concorrentes segundo uma reta.............. 37
Quadro 3.4: Montagem dos planos referentes as questées 6 € 7.......ccvvveveeveeennnn. 39

Quadro 3.5: Simulagdes



Fotografia 3.1:
Fotografia 3.2:
Fotografia 3.3:
Fotografia 3.4:
Fotografia 3.5:
Fotografia 3.6:

Fotografia 3.7:

LISTA DE FOTOGRAFIAS

Representacao grafica dos trés planos e do ponto.......ccccceeeeenenn. 32
Representacao grafica dos trés planos paralelos ......................... 33
Representacao grafica dos trés planos.........cceeeeveveeeeeeeeiiiiiniiiinn, 34
Representacao grafica dos trés planos........cceeeeeveeeeieeeieiiiiiiiiiies 34
Trés planos se intersectando segundo uma reta...........ccooecueeeennn. 36
Trés planos e a reta de intersecg@o deles........ccccceevviiiiiieree e, 37

Dois planos e a reta de intersecgao deles.........cccvvveiiiieeeiiiiinnnnnnnn. 38



10

SUMARIO
LISTA DE GRAFICOS......oeeeeeeeeeeeee et 7
LISTA DE QUADROS. ... ..ttt et e e e e e e e e e e e e e nnees 8
LISTAS DE FOTOGRAFIAS ...ttt 9
N ST U037V TR 11
CAPITULO Lttt 15
1.1- A TECNOLOGIA NA EDUCACAQ: algumas consideracgdes...................... 15
CAPTTULO ettt sttt 18
2.1- Relatdrio dos livros peSqUISAOS. ......cocuuviieieee e e e e et e e e 18
2.2- Relatério dos questionarios aplicados aos professores do Ensino Médio......19
CAPITULO Nl 22
3.1- Comentarios das atividades aplicadas para os alunos do Ensino Médio....... 22
3.1.1- PriMEIr0 €NCONTIO......uiiiiiiiiiiiieeii ittt e e e e e e e e e e e e e s 23
K P2 RS T=To [U] g o (o =T o [oTo] o |1 (o N USSP 26
3.1.3- TErCEIr0 ENCONIIO....cciiiieeeeee et e e e e e e e e e e e e e e e e e nnre e eeeeees 30
K I S @ U F- T (o T =Y oo | 1 (o YR 38
CONSIDERAGCOES FINAIS......cvitieeeeeeeee et seeeee e ee s eaes et eene e 43
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS........oooiiirieiieiieieeeieie e 46
ANEXOS . ...t e e e e e e e et e e e eanaraneaeeeaann 50
ANEXO |: QUESHIONANTO. ...ceeiie et e e e e e e e e enes 51
FAN A | =) (@ N N 11/ o F=To o R 54
ANEXO IlI: Algumas atividades resolvidas pelos alunos...........cccccoiiiieiiinnnnnnen. 66

ANEXO IV: Graficos visualizados pelos alunos no Winplot: Atividades | e Il........ 84



11

INTRODUCAO

Estamos vivendo num mundo em que é possivel perceber mudancas
rapidas, e estas acabam influenciando no processo de ensino e aprendizagem,
exigindo dos educadores uma postura reflexiva perante as novas situacées que

surgem.

Diante deste cenario, o professor desempenha um papel relevante no
processo de construgdo do conhecimento, buscando formar cidadaos criticos,

conscientes de seus direitos e deveres, atendendo as exigéncias da sociedade.

Segundo Perez (2004), o professor precisa refletir sobre a escola como
instituicdo que transmite o conhecimento e que ajuda o aluno a desenvolver seu
potencial, que o ensina a pensar e o ajuda a descobrir caminhos para transformar
a sociedade em que vive.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998a) recomendam
alternativas para que se desenvolva um ensino de Matematica que possibilite ao
aluno compreender a realidade em que esta inserido e desenvolver capacidades

cognitivas que o ajudem no exercicio da cidadania.

Dentre as muitas alternativas sugeridas, podemos destacar a importancia
que deve ser dada ao desenvolvimento de habilidades de carater grafico,

geomeétrico e algébrico.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998b), um dos
objetivos do ensino da Matematica nas instituicoes escolares é levar o educando

a expressar-se oral, escrita e graficamente em diversas situagdes.

Refletindo sobre a importancia da conexdo entre a Algebra e a
Geometria, pensamos num trabalho que pudesse minimizar as dificuldades

enfrentadas pelos alunos ao estudarem sistemas lineares.

Durante o curso de Licenciatura em Matematica do IFFluminense
Campus Campos-Centro, tivemos a oportunidade de vivenciar a interpretacao
geométrica de sistemas lineares no IR? e no IR3, com o uso do software Winplot,
nas disciplinas de Educacdo Matematica e Novas Tecnologias e Geometria
Analitica. Percebemos que o uso do Winplot facilitou a visualizagdo da

interpretacdo geométrica desses sistemas.
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Embora tivéssemos visto a interpretacdo geométrica de sistemas lineares
somente no Ensino Superior, bem como a maioria dos nossos colegas,

consideramos viavel e importante a sua abordagem no Ensino Médio.

Dessa forma, o trabalho desenvolvido na Licenciatura em Matematica nos
inspirou a desenvolver o estudo da interpretacdo geométrica de sistemas
lineares com alunos do Ensino Médio, utilizando o software Winplot como

ferramenta facilitadora.

Sendo assim, o presente estudo tem o objetivo de desenvolver um
trabalho sobre a interpretacdo geométrica de sistemas lineares de duas e trés
incégnitas com o auxilio do soffware Winplot.

O software Winplot foi utilizado com o objetivo de possibilitar o estudo
integrado dos métodos algébrico e geométrico, permitindo a visualizacao e

compreensao das solu¢des dos sistemas lineares.

Segundo Lima (1992), a variedade de interpretacbes no estudo de
sistemas lineares enriquece a sua gama de aplicacdes, permitindo a utilizacao

de diferentes instrumentos para resolvé-los.

No Ensino Médio, os sistemas lineares constituem um tépico do conteudo
programatico de Matematica, no entanto, a interpretacdo geométrica é pouco

explorada, conforme afirma Lima

Devido a sua importancia, utilidade e simplicidade
conceitual, os sistemas lineares fazem parte dos curriculos
das escolas, a partir do segundo grau. Entretanto, nas
exposicoes elementares desse assunto, raramente se
mostra que, embora se trate de um problema algébrico, a
resolucdo dos sistemas lineares contém uma forte
componente geométrica, indispensavel para a sua boa
compreensao.(LIMA, 1992, prefacio).

Buscando-se um embasamento tedrico, para trabalhar o tema em
questao, foram realizadas pesquisas em livros do Ensino Médio, a fim de
encontrar autores que fizessem mengdo ao tema seja no IR2 ou no IRS.
Constatou-se, entdo, que poucos sdo aqueles que abordam sistemas lineares

com interpretacdao geométrica.

Fizemos também uma pesquisa por meio de um questionario (ANEXO 1),
que foi aplicado a 30 professores do Ensino Médio, com o objetivo de obter
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informacgdes sobre o livro adotado e quanto a postura do professor em relacéao a
abordagem do tema desta pesquisa, em suas aulas.

Os relatérios dos livros pesquisados e dos questionarios aplicados
encontram-se no Capitulo Il desta monografia

Com a finalidade de facilitar o processo de ensino e aprendizagem, foram
desenvolvidas atividades (ANEXO Il) que aliavam as resolugdes algébrica e
gréfica de sistemas lineares de duas e trés incognitas, tendo como instrumento

auxiliar, o software Winplot.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998a),
as tecnologias tém como perspectiva desenvolver habilidades que sejam

mecanismos de constru¢cao do conhecimento.

Com o objetivo de detectar possiveis falhas e aperfeicoar as atividades
da monografia, que seriam trabalhadas no Ensino Médio, estas foram aplicadas,
inicialmente, para doze alunos de uma turma de Licenciatura em Matematica de
uma instituicao federal de ensino. Dos doze alunos que participaram desse
trabalho inicial, todos declaram que estudaram sistemas lineares de duas
incégnitas no Ensino Médio, porém sem a interpretacdo geométrica. Sete alunos
disseram que nao estudaram, no Ensino Médio, sistemas lineares de trés
incognitas e os outros cinco declararam que aprenderam a resolver esses

sistemas por escalonamento, porém sem a interpretacdo geométrica.

Durante a aplicacdo das atividades para os alunos da Licenciatura,
percebemos que, a partir das linguagens oral, escrita e gréafica, eles

demonstravam aquisicdo do conhecimento de forma satisfatoria.

Apés as devidas correcoes, as atividades foram aplicadas em uma turma
do 3.2 ano do Ensino Médio de uma escola publica estadual do municipio de

Campos dos Goytacazes.

Antes de aplicar as atividades para a referida turma do Ensino Médio,
fizemos uma sondagem para saber se esses alunos haviam estudado sistemas
lineares. O professor de Matematica que havia dado aula para eles também no
2.2 ano nos informou que tinha trabalhado, ao final do 2.% ano, a resolugéo de
sistemas lineares de duas incognitas e a interpretacdo geométrica destes foi
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feita com lapis e papel. Ja os sistemas de trés incognitas foi trabalhado por meio

do escalonamento, sem interpretacao geométrica.

Esse relato nos mostrou que a aplicacdo das atividades para esta turma
seria significativa e viabilizaria nosso trabalho, pois os alunos ja tendo nocao de
como resolver um sistema, esta etapa seria menos trabalhosa, podendo ser
dada maior énfase a interpretacdo geométrica com o uso do software Winplot,
proporcionando aos alunos a aquisicdo de novos conhecimentos e a

incorporacao destes aos ja adquiridos em séries anteriores.

As atividades desta monografia foram desenvolvidas em um laboratério
de informatica de uma instituicao federal de ensino, durante quatro encontros,
totalizando 12 aulas de 50 minutos cada.

Os dezesseis alunos do Ensino Médio que participaram da aplicacao das
atividades estavam sempre dispostos em dupla, tendo um computador
disponivel para cada dupla. A organizagcédo dos alunos, dessa forma, propiciou o

desenvolvimento integrado e participativo dos mesmos.

Esta monografia € composta de trés capitulos, além da introducédo e das
consideracgdes finais.

O Capitulo | apresenta algumas consideracdes sobre a Tecnologia na
Educacéo.

No Capitulo I, hd um relatério dos livros pesquisados e dos questionarios

aplicados aos professores do Ensino Médio, como dito anteriormente.

No Capitulo Ill, encontram-se os comentarios das atividades aplicadas
para os alunos do Ensino Médio durante os encontros.

Finalizando, apresentamos consideracées que julgamos interessantes,

referéncias bibliograficas e anexos.
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CAPITULO |
1.1- A TECNOLOGIA NA EDUCAGCAO: algumas consideracoes

Diante do grande desenvolvimento tecnolégico das ultimas décadas e das
mudancas ocorridas na sociedade, houve a necessidade do ensino acompanhar o
ritmo das transformacdes tecnoldgicas e utilizar os novos recursos em sala de
aula.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998b), as
tecnologias constituem um dos principais agentes de transformacéo da sociedade
e 0 uso de recursos tecnolégicos contribui significativamente no processo de
ensino e aprendizagem, sendo assim ha a necessidade de que professores e
alunos compreendam a importancia do uso da tecnologia, bem como
acompanhem suas mudancas.

D’Ambrosio (1996) destaca que a utilizacdo de tecnologias na educacao
nao substituira o professor, porém aquele incapaz de uséa-las nao tera espacgo na
educacao. Ele ainda ressalta que o novo papel do professor sera o de gerenciar e
facilitar o processo de aprendizagem, interagindo com o aluno criticamente na
producao de novos conhecimentos.

Nogueira e Andrade (2004) afirmam que apesar do grande potencial que a
tecnologia oferece, sua utilizagdo pedagdgica ainda é pequena.

Ha alguns anos, a informatica vem se disseminando no Brasil e hoje ja faz
parte da realidade de muitos brasileiros. Diante da insercao da informatica na
sociedade, muitos educadores levantaram e levantam questées sobre a utilizagao
de recursos tecnoldgicos no ambiente educacional.

Sendo assim, varias iniciativas surgiram com o objetivo de discutir e
implementar agdes tecnoldgicas visando disseminar o uso de computadores na
escola.

No Brasil, o | Seminario Nacional de Informéatica Educativa ocorreu em
1981, teve o apoio do Governo Federal, e contou com a presenca de educadores
de diversas partes do pais. Desta iniciativa surgiram alguns projetos, dentre os
quais destacamos EDUCOM, FORMAR, PRONINFE e PROINFO. (PENTEADO,
BORBA, GRACIAS, 1998, p.78).
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Penteado, Borba e Gracias (1998) ressaltam que a necessidade de
mudancas imposta pela Informatica vem promovendo ag¢des de desenvolvimento
curricular, formacéo de professores e metodologias de ensino, dentre outras.

...acreditamos que a introducdo da Informdtica na escola é
irreversivel, e que grande parte dessas iniciativas em
relacio a Informatica  Educativa conduzem a
questionamentos e evidenciam a necessidade de mudancas
quevé@o alémda  criaggo de um laboratério ou
disciplinas especificas. E preciso que estudiosos oriundos
das diversas areas se debrucem sobre este problema, pois,
embora o uso da Informética esteja apontando para
uma tendéncia interdisciplinar,a  formagcdo tanto de
docentes quanto dos alunos é, ainda, fundamentalmente
baseada na divisdo do conhecimento em &reas como
Matematica, Biologia, Histéria, etc. (PENTEADO, BORBA,
GRACIAS, 1998, p.80).

Nogueira e Andrade (2004) destacam que o problema nao se restringe
apenas a inclusdao da Informatica nos curriculos escolares, mas sim da
reorganizacdo dos pressupostos educacionais com o propdésito de viabilizar a
construcdo e elaboracdo de conhecimentos a partir das novas tecnologias
computacionais. Além disso, ressaltam o uso de recursos computacionais como
ferramentas didaticas auxiliares para a superacado de dificuldades no ensino de
Matematica em todos os niveis.

Segundo Ponte, Boavida, Graca e Abrantes (1997), a forte relacao entre a
Matematica e a Informatica reforga a utilizacdo de recursos computacionais no
processo de ensino e aprendizagem, provocando mudangas significativas nas
praticas tradicionais e dando a Matematica uma nova dimensao. Eles destacam
ainda que o uso do computador possibilita o desenvolvimento de um trabalho
participativo, estimulando a atitude critica e investigativa e enriquecendo a
capacidade do aluno de raciocinar.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998b) destacam que o
uso do computador pode contribuir para que o ensino e a aprendizagem de
Matematica se torne uma atividade mais rica e desenvolva no aluno o
pensamento critico, a curiosidade, a observacao e a analise, tendo o professor o
papel fundamental na preparacéo, conducao e aperfeicoamento das situacdes de
aprendizagem.

O uso das tecnologias na educacao requer um olhar mais abrangente e

cuidadoso, pois envolve novas formas de ensinar e aprender, exigindo
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reestruturacdes e redefinicoes de metodologias de ensino. Nao ha como ignorar a
importancia da tecnologia como instrumento auxiliar de ensino e aprendizagem
para alunos e professores.

Segundo Roque (1999), o conceito de escola estd mudando com as novas
tecnologias, a escola do futuro sera composta de alunos, professores e suporte
tecnolégico e certamente integrara as novas tecnologias dentro dos conceitos
classicos de ensino e aprendizado, porém essa escola do futuro deve ser
pensada com cuidado, as tecnologias nao podem ser usadas
indiscriminadamente, alguns cuidados devem ser tomados, principalmente em
relacéo a massificacao uniforme de um padréo de ensino. Ele ainda comenta que
uma coisa € definitiva: as novas tecnologias sdo uma realidade e devem
permanecer, sendo assim devemos procurar 0S n0ssos proprios caminhos para
proporcionarmos aos nossos estudantes uma melhor e mais moderna formagéao e

informagao.
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CAPITULO Il
2.1- Relatoério dos livros pesquisados

Foram pesquisados 25 livros de Matematica do Ensino Médio, sendo 14
referentes a segunda série e 11 volumes Unicos, com o objetivo de verificar se
estes abordavam a resolucao de sistemas lineares de duas e trés incégnitas e a

interpretagdo geomeétrica destes sistemas.

As datas de edicao dos livros variavam de 1993 a 2005, sendo 17 livros
(68%) de 2000 a 2005.

Todos os livros consultados traziam a abordagem de sistemas lineares de

duas e trés incégnitas.

Dos 25 livros pesquisados, 10 apresentavam a interpretacdo geométrica
de sistemas lineares de duas incégnitas. O Gréfico 2.1 ilustra esta situagdo em

percentuais.

Interpretagcado geo
d

Gréfico 2.1: Interpretacao geométrica de sistemas lineares de duas incognitas

Quanto a interpretacdo geométrica de sistemas lineares de trés
incognitas, apenas 4 livros fazem este estudo, um editado em 2003 e trés
editados no ano de 2005. A seguir, temos Grafico 2.2 com o0s percentuais

referentes a esta analise.



19

Interpretacao geo
1

Gréfico 2.2: Interpretacao geométrica de sistemas lineares de trés incognitas

Tendo como base os livros do Ensino Médio, consultados nesta pesquisa,
observamos que a interpretacdo geométrica de sistemas lineares de duas e trés
incégnitas ainda € um assunto pouco discutido pelos autores ao abordarem a
resolucao desses sistemas.

2.2- Relatério dos questionarios aplicados aos professores do Ensino
Médio

Elaboramos um questionario (ANEXO ), que foi aplicado para
professores do Ensino Médio, com o objetivo de obter informacdes sobre o livro
adotado e quanto a postura do professor, em suas aulas, em relacdo a

abordagem do tema desta pesquisa.

Foram entrevistados 30 professores, sendo 12 da rede particular e 18 da
rede publica. Vale ressaltar que 100% dos professores fazem uso de livro
didatico.

Na pesquisa feita com os professores, eles declararam que abordam

sistemas lineares de duas incégnitas, bem como o livro didatico adotado por
eles.

Quanto a interpretacdo geométrica de sistemas lineares de duas

incognitas, 11 dos livros adotados pelos professores fazem a interpretacao
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geomeétrica, enquanto 20 professores afirmaram que trabalham com seus alunos
a interpretacdo geométrica.

Ao perguntarmos sobre a utilizacdo de algum recurso tecnoldégico para
auxiliar este trabalho, 9 professores (dos 20 que fazem a interpretacao
geomeétrica) responderam que utilizam o computador, tendo a maioria citado o
software Winplot.

Em relacdo a abordagem de sistemas lineares de trés incégnitas, todos
os professores relataram que o livro adotado por eles aborda esse tema e 22
professores declararam fazer este estudo com seus alunos. Dentre aqueles que
declaram nao estudar este tema, alguns deram como justificativa a falta de
tempo.

No que se refere a interpretacdo geométrica de sistemas lineares de trés
incégnitas, 9 dos livros adotados pelos professores fazem essa interpretacéao e 8
professores (dos 22 citados no paragrafo anterior) afirmaram que trabalham com
seus alunos a interpretacdo geométrica. Ao perguntarmos sobre a utilizacao de
algum recurso tecnoldgico para auxiliar na interpretacdo geométrica, 5
professores (dos 8 que fazem a interpretacdo geométrica) responderam que
usam o computador e o software Winplot e um professor declarou utilizar

montagens com cartolina para facilitar a visualizacao.

A seguir, temos alguns relatos de professores justificando o estudo de

sistemas lineares.

“Esse assunto se faz necessario com instrumento para resolugcdo de

problemas.”

“Sistemas lineares é um assunto do programa de ensino. Também por
ser um conteudo que é muito utilizado para resolver problemas de outras areas
do conhecimento e do cotidiano.”

“Abordado na resolugdo de matriz inversa.”
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A seguir, citamos algumas justificativas apresentadas por professores
para fazer a interpretagcdo geométrica.

“A visualizag&o através da construcéo facilita a aprendizagem.”
“Pois dessa forma o aluno tem uma melhor visualizacdo.”
“Para fazer relacdo entre algebra e geometria.”

“A interpretacdo geométrica ajuda a visualizar o que foi feito
algebricamente..”

“Esse momento permite uma analogia com a geometria analitica.”

A seguir, temos algumas justificativas apresentadas por professores pela

auséncia da interpretacdo geométrica em suas aulas.

“ Pelo fato do livro ndo trazer ndo focalizo a interpretagcdo geomeétrica.”

“Pois ndo ha tempo suficiente para fazer a interpretacdo geométrica

desses sistemas.”
“Nao ha necessidade momentanea.”
“Pela falta de tempo e pela pequena carga horaria.”

“Falta de recurso tecnoldgico.”

“Nao esta no planejamento.”
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CAPITULO Il
3.1- Comentarios das atividades aplicadas para os alunos do Ensino Médio

As atividades que fazem parte deste trabalho monografico (Anexo II) foram
aplicadas para alunos do 3.2 ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica
estadual de Campos dos Goytacazes.

As atividades foram elaboradas e divididas em duas partes: Atividade | e
Atividade Il. As Atividades | e Il abordavam, respectivamente, sistemas lineares
de duas e trés incognitas, explorando a relacdo entre a Algebra e a representacido
geométrica com o auxilio do software Winplot.

Ocorrida em quatro encontros, a aplicagdo das atividades foi realizada em
um laboratério de informatica de uma instituicdo federal de ensino, pois para
desenvolvé-las, fez-se necessario o uso de computadores.

Os dezesseis alunos que participaram da aplicacao das atividades estavam
sempre dispostos em dupla, tendo um computador disponivel para cada dupla. A
organizacdo dos alunos, dessa forma, propiciou a ajuda mutua e o
desenvolvimento do trabalho de forma integrada. Apesar dos alunos estarem em
dupla, seus registros eram feitos individualmente a partir das discussdes entre
eles.

Tanto para a aplicacdo da atividade |, quanto da atividade II, foram
necessarios dois encontros, cada um com 2h30min de duracao, perfazendo um
total de 10 horas.

Observamos que os alunos, apesar de interessados, apresentaram
dificuldades na resolucao dos sistemas, sendo assim, solicitavam nossa ajuda ou
a dos colegas sempre que necessario.

Porém, no que diz respeito a utilizacdo do software Winplot, percebemos
que eles apresentaram um bom desempenho, apesar de nunca terem trabalhado
com este programa. A medida que as atividades eram realizadas, eles aprendiam
os comandos e até descobriam outros que poderiam ser utilizados para facilitar e
agilizar o trabalho.

A sequir, faremos um relato das atividades aplicadas em cada encontro.
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3.1.1- Primeiro encontro

No primeiro encontro, foram aplicadas as sete primeiras questbes da
atividade | (Anexo ll), referentes a sistemas lineares de duas equagbes e duas
incognitas.

Demos inicio a este primeiro encontro fazendo comentarios sobre o
programa Winplot, que seria utilizado para desenvolver as atividades.
Comentamos que este software € gratuito e de facil manuseio e foi produzido por
Richard Parris, da Phillips Exeter Academy (http://math.exeter.edu/rparris).

Apresentamos para os alunos as ferramentas basicas que seriam utilizadas
para o bom desenvolvimento do trabalho.

Ao trabalhar a primeira questao, os alunos utilizaram o Winplot, a partir dos
comandos: Janela/2-dim/Equacao/Implicita, para representar graficamente, num
mesmo sistema de eixos, as equagdes 2x + y = 5 e x —y = 1. Enfocamos que
trabalhariamos em 2dim, pois desenhariamos graficos no plano, ou seja,
estdvamos trabalhando em IR?={(x, y)| x€ IRey € IR}.

A partir da representacao grafica, os alunos identificaram que cada
equacao era representada geometricamente por uma reta e estas apresentavam
ponto comum ou seja, eram concorrentes no ponto (2,1).

Pedimos aos alunos que marcassem o ponto de interseccao das retas por
meio dos comandos: dois/intersec¢des (marcar ponto).

No Grafico 3.1, temos o que foi observado por eles.

N

) \

Grafico 3.1: Retas da primeira questao
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A seguir, pedimos que os alunos resolvessem algebricamente o sistema
formado pelas equacdes das retas representadas anteriormente.

A maioria dos alunos resolveu o sistema por adicdo e encontrou como
solucado o par ordenado (2, 1). Ao pedirmos para que eles comparassem o ponto
comum das retas com a solugdo do sistema, os alunos perceberam que eram
iguais. Um aluno comentou em voz alta: "o ponto de interseccdo das retas é a
solugdo do sistema”. Os outros colegas ouviram o comentario € concordaram com
ele.

Na questdo dois, as ferramentas utilizadas para representar graficamente
as equacgdes das retas foram: Janela/2-dim/Equacao/Explicita. Neste momento
explicamos para os alunos quando uma equagao encontra-se na forma implicita
(questdo 1) ou explicita (questdao 2). A partir desta compreensdo, os alunos
tiveram a oportunidade de optar por uma forma ou outra nas questdes seguintes.

Assim como a primeira questao, as questdes 2 e 3 traziam exemplos de
duas equacdes lineares de duas incognitas, cujas representacdes graficas eram
retas concorrentes. Nestas duas questdes, os alunos também puderam perceber
que o ponto de interseccdo das retas era a solucdo do sistema formado pelas
equagdes das mesmas.

Mostramos para os alunos que os sistemas das questdes 1, 2 e 3 poderiam
ser resolvidos, algebricamente, usando o método da substituicdo. Os alunos
acompanharam e entenderam a explicacdo dada, porém, a maioria deles tinha
preferéncia pelo método da adi¢do. Declararam que achavam mais facil resolver
por adicao do que por substituicéo.

Ao representar graficamente as equacbes dadas na quarta questao, os
alunos perceberam que as retas tracadas eram paralelas distintas e sendo assim
nao apresentavam ponto comum.

Os alunos resolveram algebricamente o sistema formado pelas equagdes
representadas graficamente. Ao resolver o sistema, eles chegaram a 0 = 17 e
falaram: “isso é falso, entdo o sistema nao tem solucao”. Interferimos e falamos
que eles tinham razdo e neste caso, estdvamos diante de um sistema impossivel,
sendo o conjunto solucdo S = . Eles perceberam que se o sistema nao tem

solucao entdo as retas tragadas nao irdo apresentar ponto comum.
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Ao final desta questdo, pedimos aos alunos que voltassem as equacoes

2 . .
dadas: — x + 2y = 3 e 4x — 8y = 5 e observassem que 4 ~_gouseja ha uma

proporcionalidade entre os coeficientes de x e y, 0 que ndo aconteceu nas
questdes anteriores.

Falamos para os alunos que, quando esta proporcionalidade acontece as
retas sdo paralelas e caso contrario elas sdo concorrentes, como nas trés
primeiras questoes.

Quando os alunos representaram, com o auxilio do Winplot, as equacgdes
dadas na questdo 5 (5x + y = 2 e 10x + 2y = 4), eles perceberam que as retas
ficavam sobrepostas e concluiram que elas eram coincidentes. Nesta questao as
equacoes estavam na forma implicita, porém pedimos aos alunos que utilizassem
a forma explicita, pois ao tragar a segunda equacao, utilizando esta forma, havia
mudanca na cor do grafico, facilitando a visualizagdo da sobreposicao.
Perguntamos aos alunos se essas retas apresentavam pontos comuns e eles
disseram: “todos” e apOs indagacgdes, concluiram que as retas apresentavam
infinitos pontos comuns.

Ao resolver o sistema formado pelas equacdes representadas graficamente
nesta questédo, os alunos encontraram 0 = 0 ou 0x + Oy = 0 tivemos que interferir
neste momento e explicar que, neste caso, quaisquer valores atribuidos a x e y
satisfazem a igualdade 0x + Oy = 0 e isolando, por exemplo, y em qualquer das
equacoes dadas nessa questdo, encontramos y = 2 — 5x, assim as solugcbes do
sistema sao todas as duplas (x, 2 — 5x), para qualquer x real. Dessa forma a
solucdo do sistema pode ser dada pelo conjunto S = {(x, 2 — 5x), x € IR}
Estavamos diante de um sistema possivel e indeterminado, ou seja, este
apresentava infinitas solucées e estas eram os pares (x, y) do plano que
pertenciam a reta de equacdo 5x + y =2 ou 10x + 2y = 4, e a solugdo do sistema

também poderia ser dada por S = {(x, y) € |R? |5X-|-y:2}. Explicamos que IR2 é

o conjunto de todos os pontos (x,y) do plano, ou seja, IR?=
{x,y)) x€IRey € IR}
Os alunos constataram que as equacdes dadas nessa questdo sao

representadas geometricamente por uma Unica reta e todo ponto desta reta
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representa a solucéo do sistema. Logo, o sistema admite infinitas solucdes, sendo

possivel e indeterminado.

Pedimos aos alunos que voltassem as equacdes dadas: 5x + y = 2 e
5 1 2 . , . .
10x + 2y = 4 e observassem que 0°-2"2 ou seja, ha uma proporcionalidade

entre os coeficientes de x e y, como na questdo anterior, porém esta
proporcionalidade se estende aos termos independentes, 0 que ndo aconteceu na
questdo quatro, sendo assim, as retas sdo paralelas coincidentes ou
simplesmente coincidentes. Dessa forma, dadas as equacdes de duas retas

; ; ; ~ a b
rrax + by = c e s: ax +by = ¢, estas serdo paralelas se 3 b’ sendo

I b ~ i
paralelas coincidentes, quando §=E=§ (questdo 5) e paralelas distintas

a b c ~
quando = b #* p (questéao 4).

Na questdo 6, pedimos aos alunos que dessem duas equagdes que
representassem duas retas paralelas distintas e utilizando o Winplot tracassem
essas retas e a seguir resolvessem o sistema formado pelas equacgdes sugeridas.

Alguns alunos apresentaram alguma dificuldade ao montar as equacoes,
sendo assim, houve necessidade de nossa interferéncia como elemento mediador
do processo de ensino e aprendizagem.

Esclarecidas as duvidas os alunos fizeram a sétima questdo que pedia um
exemplo de duas retas coincidentes.

Nas questdes 6 e 7, os alunos puderam verificar se os exemplos dados por
eles estavam corretos, tanto a partir da representacao grafica no Winplot, quanto
por meio da resolucao algébrica.

Em todas as questbes desse encontro, o aluno era solicitado a comparar a
solucdo do sistema com a representacado grafica, dando mais significado ao
estudo.

3.1.2- Segundo encontro
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Neste encontro, foram trabalhadas as questdes restantes da atividade |,
que eram relativas a sistemas lineares de trés equacdes e duas incognitas e
também o exercicio | (Anexo ).

Como nas questdes anteriores, os alunos representavam as equacdes no
Winplot, resolviam algebricamente o sistema formado por estas e comparavam a
representacdo geométrica com a solucdo encontrada a partir da resolucao
algébrica.

Na questdo 8, ao representar graficamente as trés equacdes dadas, os
alunos perceberam que as retas tragadas eram concorrentes no ponto (3, 2).

Ao tentar resolver algebricamente o sistema, percebemos que os alunos
apresentaram dificuldade e se mostraram confusos, sem saber o que fazer.
Sendo assim, eles foram orientados a escolher, livremente, duas das trés
equacdes e resolver o sistema formado por elas. Ao fazer isto, eles encontraram o
par ordenado (3, 2). Chamamos a atencao deles para o fato de que um ponto s6 é
solucdo de um sistema se tornar verdadeira todas as suas equacgdes, sendo
assim, seria necessario substituir as coordenadas do ponto encontrado na
equacao que nao foi escolhida inicialmente. Feito isto, os alunos concluiram que a
solugao do sistema era S = {(3, 2)}.

Os alunos observaram que o ponto de intersecgcao das retas era a solugao
do sistema.

Na questao 9, as trés retas dadas nao apresentavam ponto comum, sendo
concorrentes duas a duas, como mostra o Grafico 3.2.
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Grafico 3.2: Retas da nona questao
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Como na questdao anterior, os alunos escolheram duas equacbes e
resolveram o sistema formado por elas, encontrando um ponto (comum as retas

cujas equacoes foram escolhidas). Ao substituir os valores encontrados de x e y
na outra equacéao eles chegaram a uma sentencga falsa, concluindo assim que o
ponto ndo era solugcao da outra equacgéo, sendo assim também nao era solucao

do sistema e este era impossivel.

mostra o Grafico 3.3.
o | \ T

Ao representar graficamente, com o auxilio do Winplot, as equacdes dadas

na questao 10, os alunos puderam visualizar uma reta concorrente com duas
retas paralelas distintas, ou seja, nao ha ponto comum as trés retas, conforme
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Gréfico 3.3: Retas da décima questao
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Ao resolver o sistema, os alunos escolheram as equacbes 2x +y =3 €
3x —y = 2, por ser mais facil aplicar o método da adicao, e encontraram o ponto
(1, 1), a seguir substituiram este ponto na equacédo 6x — 2y = 0 e chegaram a

uma sentenca falsa, concluido assim que este sistema também ndo possui

solucéo.

Chamamos atencdo para a proporcionalidade existente entre os
coeficientes de x e y nas equagdes 3x —y = 2 e 6x — 2y = 0, confirmando, assim, 0

paralelismo entre elas, fato observado graficamente.
Na questdo 11, as retas também nao possuiam ponto comum, pois
tinhamos exemplos de equacgdes de retas paralelas distintas, fato observado por
eles ao representar graficamente as equagées num mesmo sistema de eixos, e
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confirmado, devido a proporcionalidade entre os coeficientes de x e y de todas as
trés equacoes e nao estendida aos termos independentes.

Ao escolher duas equacgdes quaisquer para a resolucao algébrica do
sistema os alunos logo chegaram a uma sentenca falsa, concluindo assim que
estavam diante de um sistema impossivel.

As questdes 9, 10 e 11 do segundo encontro, bem como a questdo 4 do
primeiro encontro possibilitaram que os alunos concluissem que quando nao ha
ponto comum a todas as retas, o sistema € impossivel.

Na questdo 12, trabalhamos com as equagdées x +y =2, 2x+2y=4 €
3x + 3y = 6. Ao representar, com o auxilio do Winplot, essas equacoes, os alunos
verificaram que as retas que as representavam estavam sobrepostas e
concluiram, como no caso da questao 5, que elas eram coincidentes, possuindo
assim, infinitos pontos comuns.

Ao resolver, algebricamente, o sistema formado pelas equacdes da
questdo 12, os alunos concluiram que estavam diante de um sistema possivel e
indeterminado, ou seja este apresentava infinitas solucbes e estas eram
representadas pelos pares (x, y) do plano que pertenciam a reta de equacao
X+Yy=20uU2x+ 2y =4ou3x + 3y =6 sendo assim, a solucédo do sistema poderia

ser dada por s = {(x, y)€ |R? ‘x+y:2}.

Nessa questdo, bem como na questédo 5, os alunos puderam observar que
tendo o sistema infinitas solucdes, entdo as retas que representam cada equacao
serao coincidentes.

Os alunos constataram a proporcionalidade existente entre os coeficientes
de x e y de todas as trés equacdes com extensado aos termos independentes, fato
que confirmou o caso de coincidéncia das retas.

As questbes da atividade | foram trabalhadas pelos alunos com
participacao e interesse.

Alguns alunos apresentaram dificuldade na resolu¢do de alguns sistemas,
porém a medida que eles interagiam com seus colegas ou solicitavam nossa
ajuda para esclarecer suas duvidas, percebemos que iam relembrando o que ja

haviam estudado e minimizando suas dificuldades.
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Vale destacar que os alunos apresentaram desenvoltura com os comandos
do software utilizado, o Winplot, apesar de nunca terem trabalhado antes com
este programa.

Ao final do segundo encontro, aplicamos o exercicio |, que se encontra no
Anexo Il, com a finalidade do aluno fazer a correspondéncia entre a
representacdo grafica e a classificacdo do sistema, quanto ao numero de
solugoes.

Sugerimos que os alunos fizessem esse exercicio individualmente para que
pudéssemos verificar se a assimilacado do conteudo foi satisfatoria. Observamos
que os alunos nao apresentaram dificuldade ao responder os itens do exercicio |,
0 que nos causou satisfagao.

A andlise das respostas dadas neste exercicio, bem como a observacao de
todo o trabalho de aplicacao da atividade |, nos propiciou chegar a conclusao de
que o processo de ensino e aprendizagem, nessa etapa, foi alcancado a partir da
superacao das dificuldades que surgiram no decorrer do trabalho.

3.1.3- Terceiro encontro

Neste encontro, foram trabalhadas as questdes 1, 2, 3, 4 e 5 da atividade |l
(Anexo II), formadas por sistemas lineares de trés equacgdes e trés incégnitas.

Em todas as questdes, primeiramente pedia-se que os alunos resolvessem
os sistemas algebricamente, e apds, utilizando o Winplot, os alunos
representavam graficamente, num mesmo sistema de eixos, as equacdes lineares
que formavam cada sistema. Nas questbes da atividade IlI, a representacédo
geométrica foi feita utilizando os comandos: Janela/3-dim/Equacgao/Explicita.

Na questdo 1, os alunos resolveram, por escalonamento, o sistema
formado pelas equagdes x + 2y + z=1,2x+ 5y + z=6e 3x +y+z=4¢
encontraram como Unica solugcédo o terno ordenado (2, 1, -3), sendo o sistema
possivel e determinado. Os alunos nos relataram que ja tinham estudado
escalonamento de sistemas, porém percebemos que estavam um pouco
esquecidos, sendo assim, fizemos esta primeira questao com eles, para recordar
o escalonamento.

Dando continuidade, pedimos aos alunos que, utilizando o Winplot,

representassem, num mesmo sistema de eixos os graficos das equacdes que
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formavam o sistema resolvido por eles. Para isso enfocamos que trabalhariamos
em 3dim, devido as trés incégnitas x, y e z, ou seja, estavamos trabalhando em
IR® ={(x, y, 2)| xe IR, ye IR e ze IR}.

Ao representar a primeira equacao, os alunos tiveram a oportunidade de

visualizar o grafico que se encontra a seguir.

Gréfico 3.4: Representagao grafica do plano de equagéo x + 2y + z = 1

Utilizando os comandos de setas <, 1, =, T, no teclado, os alunos
conseguiam movimentar o gréafico, o que facilitou a visualizacao.

Falamos para os alunos que na atividade Il iriamos trabalhar com
equacoes do tipo ax + by + cz + d = 0 (a#0 ou b#0 ou c#0) e estas sédo
equacoes de planos. Sendo assim, o Gréafico 3.4 representa o plano cuja equacgao
ex+2y+z=1.

Ao representar as trés equacdes num mesmo sistema de eixos, os alunos

observaram o grafico que se encontra a seguir.
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Gréfico 3.5: Representacao gréfica dos trés planos

Observando o tragcado e movimentando o gréafico, os alunos suspeitaram
que os trés planos se intersectavam em um Unico ponto.

Pedimos aos alunos que selecionassem: Equacao/Ponto/Cartesiano e
digitassem para x, y e z os valores encontrados ao resolver o sistema formado
pelas equacdes dos planos e dessem OK. Ao fazer isso, os alunos observaram
que o ponto (2, 1, -3) foi marcado no grafico. Esta marcacao possibilitou visualizar
que os planos se intersectavam neste ponto. Sendo assim, os alunos perceberam
que a solucao do sistema era o ponto comum aos trés planos.

Interferimos falando para os alunos que estdvamos realmente diante de
trés planos concorrentes num unico ponto, ponto este cujas coordenadas foram
encontradas ao resolver o sistema cujas equacgdes eram dos planos.

A seguir, temos a fotografia dos planos da questdo 1 e do ponto de
interseccao destes, representados no Winplot, por um aluno.
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Fotografia 3.1: Representagao grafica dos trés planos e do ponto

Como na atividade |, os alunos concluiram que a solucdo do sistema
corresponde ao ponto comum dos planos.

Para facilitar o trabalho de visualizagao, além do computador, utilizamos
folhas de papelao para representar os planos.

Entregamos para os alunos folhas de papeldao e pedimos que eles
representassem com elas o que estava sendo visto na tela do computador.

No quadro a seguir, temos as fotografias de algumas representagdes
montadas pelos alunos.

Quadro 3.1: Montagem dos planos

Ao escalonar o sistema da segunda questdo, formado pelas equagbes
X+2y+z=5 —Xx-2y—-z=1e2x + 4y + 2z = 3, os alunos chegaram a uma
sentenca falsa, o que os fez concluir que estavam diante de um sistema
impossivel cuja solucdo é S = .

Ao representar graficamente as equagdes, os alunos perceberam que os
trés planos pareciam ser paralelos distintos.
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Chamamos a atengéo dos alunos que, dadas as equagdes de dois planos

) ) ) ) ~ a b
Yi:ax+by+cz=d e v,:ax+by+c'z=d, estes serdo paralelos se — =— =

a b
C - a b c d
o sendo paralelos distintos quando =5 "o * = e paralelos
- . - b d .
coincidentes (ou simplesmente coincidentes) quando S 5 " g =g A partir

destas explicagdes, os alunos concluiram que as equagdes dadas nessa questao
representavam planos paralelos distintos conforme a representacdo geométrica
sugeria.

A seguir, temos a fotografia dos trés planos representados no Winplot.

Fotografia 3.2: Representagao grafica dos trés planos paralelos

Os sistemas das questbes 3 e 4 também eram exemplos de sistemas
impossiveis, fato constatado pelos alunos, ao resolvé-los.

Na questado 3, as equagbes X + 2y + z =5 e 2x + 4y + 2z = 1 apresentavam
somente os coeficientes das incognitas proporcionais, logo os planos que as
representavam eram paralelos distintos e a equacao x — 2y —z = —1, representava
um plano concorrente aos outros dois, como mostra a Fotografia 3.3.
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Fotografia 3.3: Representacao grafica dos trés planos

Na questao 4, os alunos visualizaram por meio da representacao grafica
(Fotografia 3.4) que os planos que representavam as equagbes dadas eram
concorrentes dois a dois, ndo havendo portanto, ponto comum aos trés planos, o

que justificava o sistema ser impossivel.
’ < ’.7“"1: : e —
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Fotografia 3.4: Representacao gréfica dos trés planos

As questdes 2, 3 e 4, exemplificavam sistemas impossiveis, fato que os
alunos puderam constatar ao resolvé-los. As representagcdes geométricas das
equacOes dadas em cada uma dessas questdes mostraram que nao havia ponto
comum aos trés planos representados.

Essas questbes permitiram a percepcao, por parte dos alunos, de que

quando o sistema é impossivel, os trés planos nao possuem intersecgdo comum,
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bem como propiciaram a visualizagdo de possiveis posicoes relativas de trés
planos cujas equagdes formam sistemas impossiveis.

Diante do que os alunos puderam visualizar, pedimos que eles
representassem com as folhas de papeldao diferentes posicoes relativas de trés
planos de modo que o sistema formado por suas equagdes fosse impossivel.

No Quadro 3.2, temos as fotografias das representagbes feitas pelos

alunos.

Quadro 3.2: Representagao dos planos com folhas de papelao

Apoés escalonar o sistema proposto na quinta questao, os alunos chegaram

X+4y+3z2=0 x+4y+3z=0
a ) y-22=3 . Sendo assim, escrevemos II)<0X+y-22=3 . Os alunos
0=0 0x+0y+0z=0

entenderam que as formas | e |l eram equivalentes e em |l constataram que a
terceira equacao é valida para qualquer terno ordenado, sendo assim sugerimos
que esta equacao fosse deixada de lado e trabalhdssemos com as outras duas,
visto que para um terno ser solugdo do sistema deveria ser solugéo de todas as
equacoes deste.
X+dy+3z=0
Ao analisar as equagdes os alunos concluiram que para
y-22=3

resolver o sistema, eles deveriam explicitar y em fung¢do de z ou z em fungéo de
y. Fazendo z =0l escreveram y = 3 + 200 e substituindo na primeira equagéao
chegarama x =-12-110, sendo a solugdo do sistema 0  conjunto
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S={-12-11Q, 3+20%, &), & € IR}. Neste caso, estavam diante de um sistema
que apresenta infinitas solugdes, ou seja, um sistema possivel e indeterminado.

A seguir, temos a resolucdo de um aluno para essa questao.

x+4y+3z=0 %3N s ‘ i LEAS)

5- Resolva o sistema <x+ 5y +z=3 4
4x +18y + 6z =9 4 SR el pa7U

{ (-AA il

5.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos 0s graficos

A representacdo geométrica permitiu que os alunos percebessem que os
trés planos dados pelas equagdes dessa questdao eram concorrentes segundo
uma reta, conforme podemos observar na Fotografia 3.5.

Fotografia 3.5: Trés planos se intersectando segundo uma reta

Apoés a representagdo geométrica dos trés planos, pedimos aos alunos que
selecionassem Equacao/Paramétrica e digitassem X, y e z encontrados ao
resolver o sistema da questdo 5, utilizando parametro t, conforme sugerido pelo
Winplot. Apéds clicar OK os alunos observaram que foi tracada a reta interseccao
dos planos, conforme a Fotografia 3.6.



38

Fotografia 3.6: Trés planos e a reta de intersecgao deles

Falamos para os alunos que, neste caso, a solugdo do sistema é
representada geometricamente pela reta interseccao dos trés planos. Informamos
também que as equacgbes x = —-12—-11 0,y =3+2Q e z = &, & € IR, constituem
a forma paramétrica, no IR?, da reta intersecgéo dos planos.

A seguir, temos representagbes referentes a questdo 5, montadas pelos
alunos, com as folhas de papelao.

Quadro 3.3: Montagem dos trés planos concorrentes segundo uma reta

3.1.4- Quarto encontro
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Neste encontro, foram resolvidas as questbes restantes da segunda
atividade e o exercicio |II.

As questbes 6, 7 e 8 apresentavam sistemas lineares de duas equacgdes e
trés incognitas, ou seja tinhamos em cada questao equacdes de dois planos.

Ao escalonar o sistema da questdo 6, o0s alunos perceberam que se
tratava de um sistema possivel e indeterminado e encontraram como solugéao o
conjunto S={50+ 11, -40 -8, &), & € IR}. Ao representar, geometricamente,
as equacobes perceberam que se tratava de um exemplo de planos concorrentes
segundo uma reta, conforme a questdo anterior. Sugerimos que selecionassem
Equacao/Paramétrica e digitassem X, y e z encontrados ao resolver o sistema,
utilizando parametro t. Apds clicar OK os alunos observaram que foi tragcada a
reta interseccao dos planos, conforme mostra a Fotografia 3.7.

Fotografia 3.7: Dois planos e a reta de intersecc¢ao deles

O sistema sugerido na questdo 7 era impossivel, fato constatado pelos
alunos ao escalona-lo. Ao representar graficamente as duas equagodes, os alunos
observaram que os planos pareciam ser paralelos distintos, fato confirmado a
partir da proporcionalidade somente entre os coeficientes das incégnitas das
equacoes.

A seguir, temos as montagens com folhas de papelao feitas pelos alunos,
referentes as questdes 6 e 7, respectivamente.
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Quadro 3.4: Montagem dos planos referentes as questbes 6 e 7

X-2y+2=5
Ao escalonar o sistema da questdo 8, os alunos

Ix-by+3z=15

X-2y+2=5

chegaram a , heste momento ficaram confusos e solicitaram nossa

ajuda. Falamos que, neste caso, deveriamos explicitar uma incégnita em funcao
das outras duas e entdo escrevemos x = 2y — z + 5. Substituindoy por O e z por
B, os alunos encontraram como solugdo o conjunto S = {(2X-P +5, & , B), &
clRe B eIR}. Os alunos constataram que este sistema apresentava infinitas
solucdes e que estas estavam relacionadas com O e B, ou seja, este também
era um sistema possivel e indeterminado, porém o conjunto solucao foi dado em
funcdo de duas incognitas. Chamamos a atencdo dos alunos que & e B sao
denominadas variaveis livres e podem assumir qualquer valor real.

Ao representar geometricamente as duas equacdes dessa questdo, os
alunos ficaram surpresos e alguns falaram: “ficou um plano sobre o outro”.
Dissemos entdo que a observagao feita por eles tinha sentido, visto que
estavamos diante de planos coincidentes.

Analisando as duas equagdes dadas, os alunos observaram que dividindo
a segunda equacao por trés resultava na primeira e ainda mostramos que havia a

proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas e esta se estendia aos
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termos independentes ou seja %=:—§=%=%, sendo os planos paralelos
coincidentes, ou simplesmente, coincidentes.

Pedimos que selecionassem Equacao/Paramétrica e digitassem x, y e z
encontrados ao resolver o sistema da questao 8, utilizando os parametros t e u,
utilizados pelo Winplot. Apés clicar OK os alunos perceberam que foi tracado
outro plano coincidente com os dois anteriormente ja tracados. Neste caso, a

solucdo do sistema € representada geometricamente por um plano, cujas

X=20-P+5
equacles parametricas séo |y =0 :
2=, «aelR, BelR

Comparamos com os alunos o conjunto solu¢ao encontrado na questao 8
com os das questdes 5 e 6, pois estas trés questdes eram exemplos de sistemas
possiveis e indeterminados. Os alunos perceberam que 0s conjuntos solucao das
questbes 5 e 6 apresentavam apenas uma variavel livre e estes representavam
geometricamente uma reta, enquanto na questao 8 a solucdo com duas variaveis
livres representava um plano.

A seguir, perguntamos aos alunos se havia possibilidade de dois planos se
intersectarem em apenas um ponto. Eles fizeram algumas simulagdes com as

folhas de papelao como as mostradas no Quadro 3.5.
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Quadro 3.5: Simulagbes

Apébs algumas simulacdes e discussées, os alunos chegaram a conclusao
de que isto ndo era possivel, pois os planos sao infinitos, sendo assim, os planos
representados no Quadro 3.5 se estendem infinitamente e a intersecgao deles é
uma reta. Logo o sistema formado por duas equacdes e trés incognitas nunca
sera possivel e determinado, podendo ser somente impossivel ou possivel e
indeterminado.

Na questdo 9, pedimos aos alunos que dessem trés equagdes que
representassem trés planos paralelos distintos e utilizando o Winplot tracassem
esses planos e resolvessem o sistema formado pelas equacgdes sugeridas.

A seguir, temos um exemplo dado por um aluno.

9- Dé trés equacdes que representem trés planos paralelos distintos. Utilize o
Winplaot para 'tragar esses p!'anos, Resolva o sistema formado pelas equacdes

sugeridas. '

X +AY-uY =5 *Lj)_‘(

3 nC "-“1‘{-53%':3
9y b6y-8% =2 4

' ’
CC%(B\/_?{JA‘-"; | QM Y ..Q_QJ\)&A..&JZLN-\
Oi—O‘l’O"-‘lef) s 9—-_)9/

<)

0+O+0‘L«-% k‘:)
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Na décima questdo pedimos um exemplo de duas equacdes que
representassem dois planos coincidentes. A seguir, os alunos representaram
graficamente, no Winplot, esses planos e resolveram o sistema formado pelas
equacdes dadas por eles.

A seguir, temos um exemplo sugerido por um aluno.

10- Dé duas equacbes que representem dois planos coincidentes. Utilize o
Winplot para tragar esses planos. Resolva o sistema formado pelas equactes

sugeridas.

Nas questdes 9 e 10, os alunos puderam verificar se os exemplos dados
por eles estavam corretos, tanto a partir da representacéo grafica no Winplot,
quanto por meio da resolucao algébrica.

Em todas as questdes da atividade Il, assim como da atividade |, os alunos
comparavam a solucao do sistema com a representagao grafica, o que os levou a
conclusdes a partir de observacoes, reflexbes e questionamentos.

Ao final do quarto encontro, aplicamos o exercicio Il que se encontra no
Anexo Il, com a finalidade do aluno fazer a correspondéncia entre a
representacdo grafica dos planos e a classificacdo, quanto ao numero de
solucdes, do sistema formado pelas equagdes desses planos.

Assim como no exercicio |, sugerimos aos alunos que fizessem o exercicio
I, individualmente, para que pudéssemos verificar se a assimilacdo do conteudo
foi satisfatéria. Observamos que os alunos indicaram corretamente as respostas,
nao apresentando dificuldade.

A firmeza com que os alunos responderam ao exercicio |l, bem como o
acompanhamento do que foi feito por eles na atividade Il, nos mostrou que a

aquisicao do conhecimento foi alcancada de forma gradativa e satisfatoria.
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CONSIDERACOES FINAIS

Alguns autores concordam que o estudo de sistemas lineares constitui um
topico interessante e necessario.

Segundo Lipschutz (1994), a Algebra Linear tornou-se essencial para
matematicos, fisicos, engenheiros e outros cientistas e os sistemas lineares sao
empregados na resolugdo de muitos problemas de Algebra Linear.

Leon (1999) destaca que muitos problemas matematicos encontrados em

aplicacbes cientificas e industriais envolvem a resolucao de um sistema linear, e
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provavelmente o problema mais importante em Matematica é resolver um sistema
de equacoes lineares.

Segundo Lima (1992), a resolugdo de sistemas lineares apresenta uma
forte componente geométrica, indispensavel para a sua boa compreensao.

A reflexdo sobre a importancia do estudo de sistemas lineares e o anseio
de minimizar as dificuldades enfrentadas pelos alunos ao estudarem este topico
nos motivou a desenvolver um trabalho sobre a interpretacdo geométrica de
sistemas lineares, tendo como instrumento auxiliar o software Winplot.

As atividades desenvolvidas aliavam as resolugcdes algébrica e grafica de
sistemas lineares de duas e trés incognitas e foram desenvolvidas em um
laboratério de Informatica, tendo um computador disponivel para cada dupla de
alunos. O trabalho, dessa forma, integrou os alunos e propiciou a reflexdo e
descoberta. Apesar de os alunos estarem em dupla, seus registros eram feitos
individualmente, resultantes das observagdes e discussoes entre eles.

A comunicacgao oral fez com que os alunos exprimissem suas ideias e as
confrontassem com seus colegas. A escrita favoreceu a organizacdo do
pensamento sobre o que era falado e visualizado graficamente no computador.

Percebemos que, a partir das linguagens oral, escrita e grafica, os alunos
iam desenvolvendo os conceitos. As diferentes representacdes envolvidas neste
trabalho ajudaram e promoveram a aquisicao do conhecimento.

Segundo Damm (2002), nao existe conhecimento matematico que possa
ser mobilizado por uma pessoa, sem o auxilio de uma representacdo e é
importante a coordenacao entre 0s registros de representacao para a apreensao
do objeto matematico.

O uso do computador, mais particularmente do software Winplot, facilitou a
representacao grafica.

No caso da atividade | que envolvia sistemas lineares de duas incégnitas,
sabemos que a representacao grafica das equacdes envolvidas poderia ser feita
com lapis e papel, porém o uso do programa grafico tornou agil e preciso o
tracado das retas, propiciando uma comparacao mais rapida e eficiente entre os
métodos algébrico e geométrico.

Ja na atividade Il, em que havia equacgdes lineares de trés incégnitas, a
dificuldade de representar graficamente cada equacdo, sem o auxilio de um
programa grafico, seria muito grande, visto que as equacbes envolvidas
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representavam planos. O uso do Winplot propiciou a representacao dos planos de
forma rapida e precisa, além disso, estes podiam ser movimentados,
proporcionando uma compreensdao dindmica e promovendo para 0s alunos
diferentes possibilidades para visualizar graficamente cada situagéo.

Em todas as questbes das atividades | e Il, os alunos comparavam a
solucao algébrica do sistema com a representacao grafica visualizada na tela do
computador, chegando assim a conclusées a partir de observacoes, reflexdes e
questionamentos.

Os exercicios | e Il foram respondidos pelos alunos sem o uso do
computador, com a finalidade de fazer a correspondéncia entre a representacao
gréfica e a classificacdo do sistema quanto ao numero de solugdes. A firmeza
com que os alunos responderam aos exercicios | e Il, bem como o
acompanhamento do que foi feito por eles no decorrer da aplicacdo das
atividades | e Il nos mostrou que o objetivo deste trabalho foi alcancado de forma
satisfatoria.

Sabemos que muitas escolas ndo estdo equipadas devidamente com
computadores para que a utilizacdo da tecnologia seja possivel, porém o trabalho
com outros recursos alternativos pode proporcionar situagcdes ricas e
interessantes. A interpretagdo geométrica em IR? pode ser feita com lapis e papel,
e em IR embora o aluno ndo trace cada plano referente a situacdo
exemplificada, o professor pode lancar mao de folhas de papeldo, como
mostramos no desenvolvimento, para ilustar as possiveis posicoes relativas de
planos e assim fazer a conexao entre a algebra da resolucdo de sistemas e o
significado geométrico destes.

E preciso ressaltar que a presenca do computador na aplicacdo das
atividades dinamizou o trabalho e colocou o aluno como agente ativo do processo
de construcdo do conhecimento, diferentemente do papel passivo que este
assume diante de apresentacdes formais de conteudos. Percebemos que apesar
de nunca terem trabalhado com o Winplot, a medida que as atividades iam sendo
realizadas os alunos aprendiam os comandos com facilidade e descobriam outros
que poderiam ser utilizados para agilizar e facilitar o trabalho.

Segundo D’Ambrésio (1996), o professor ndo deve temer o uso da
tecnologia, pois esta ndo o deixara em segundo plano, muito pelo contrario, neste

novo contexto, o professor tera um papel importantissimo de gerenciar as novas
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acoes, interagindo criticamente com o aluno e a tecnologia para facilitar a
producao de novos conhecimentos.

O uso das tecnologias na educacao requer um olhar mais atento, pois
envolve novas formas de ensinar e aprender, exigindo reestruturacoes de
metodologias de ensino. Nao ha como ignorar a importancia da tecnologia como
instrumento auxiliar de ensino e aprendizagem para alunos e professores.

Percebemos, com este trabalho, que o significado geométrico que muitas
vezes é deixado de lado, constitui uma etapa importante no processo de
construcao do conhecimento de sistemas lineares e servira de base em estudos
futuros, visto que segundo autores como Steven Leon (1999), Seymour Lipschutz
(1994), Howard Anton( 2001) e Chris Rorres (2001), os sistemas lineares
aparecem como um dos principais tépicos de Algebra Linear e em aplicacdes em
Administragcao, Economia, Demografia, Eletronica, Engenharia e Fisica.

Embora este trabalho tenha sido desenvolvido no Ensino Médio,
recomendamos a sua continuidade no Ensino Superior, em disciplinas como
Geometria Analitica e Algebra Linear, bem como a aplicacdo da interpretagdo
geomeétrica de sistemas lineares de duas incognitas, com o auxilio do Winplot, no

Ensino Fundamental.
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’ _ , Ministério
# CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS da Educagao
CEFET Secretaria de Educacao

campoe Universidade da Tecnologia e do Trabalho

Profissional e Tecnolégica

QUESTIONARIO
Nome da escola:
Livro Adotado: Série:
Autor:
Editora: Ano:

1- O livro adotado aborda sistemas lineares de duas incégnitas?
() sim ( )néo

1.1- O livro adotado faz a interpretacdo geométrica desses sistemas lineares?
() sim ( )néo

2- O livro adotado aborda sistemas lineares de trés incdgnitas?
() sim ( )néo

2.1- O livro adotado faz a interpretacdo geométrica desses sistemas lineares?
() sim ( )néo

3- Sistemas lineares de duas incdgnitas € um assunto abordado em suas aulas?
() sim () néo
Justificativa:

3.1- Vocé trabalha com seus alunos a interpretacao geométrica desses sistemas
lineares?

() sim ( ) nao
Justificativa:
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3.1.1- Vocé faz uso de algum recurso tecnolégico para interpretar
geometricamente esses sistemas lineares? Qual?

Justificativa:

4- Sistemas lineares de trés incégnitas € um assunto abordado em suas aulas?
() sim () néo
Justificativa:

4.1- Vocé trabalha com seus alunos a interpretacdo geométrica desses sistemas
lineares?

() sim ( )néo
Justificativa:

41.1- Vocé faz uso de algum recurso tecnolégico para interpretar
geometricamente esses sistemas lineares? Qual?

Justificativa:
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’ _ , Ministério
# CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS da Educacao

CEFET . | . Secretaria de Educacao
campoe Universidade da Tecnologia e do Trabalho Fenfissiorals Tacnislogics

ATIVIDADE |
ALUNO:

1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equacoes: 2x +y =5 e x—y =1 (Janela/ 2-dim/ Equacao/ Implicita).

1.1- As retas tragadas, anteriormente, apresentam ponto comum?

Qual?

1.2- Observando as retas tracadas na questao 1, é possivel dizer que elas séo:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes () coincidentes

2+Y=H
1.3- Resolva algebricamente o sistema

K-y=1

1.4- Compare as respostas encontradas nos itens 1.1 e 1.3.

2- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equacbes:y=—x—1 e y =2x + 8 (Janela/ 2-dim/ Equacao/ Explicita).

2.1- As retas tragadas, anteriormente, apresentam ponto comum?

Qual?

2.2- Observando as retas tragadas na questao 2, é possivel dizer que elas séo:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes
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y=-X-1
2.3- Resolva algebricamente o sistema

Y =2x+8

2.4- Compare as respostas encontradas nos itens 2.1 e 2.3.

3- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equacdes: 3x +y =-3 e 4x— 3y =9 (Janela/ 2-dim/ Equacéo).

3.1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum?

Qual?

3.2- Observando as retas tragadas na questao 3, é possivel dizer que elas sao:
( ) paralelas distintas ( ) concorrentes () coincidentes

Jt+y=-3
dx-3y=9

3.3- Resolva algebricamente o sistema

3.4- Compare as respostas encontradas nos itens 3.1 e 3.3.

4- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equagdes: —x +2y =3 e 4x—8y =5 (Janela/ 2-dim/ Equacao).

4.1- As retas tragadas, anteriormente, apresentam ponto comum?

4.2- Observando as retas tracadas na questao 4, é possivel dizer que elas séo:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes
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-X+2y=3
dx-8y=5

4.3- Resolva algebricamente o sistema

5- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equacoes: 5x +y =2 e 10x + 2y = 4 (Janela/ 2-dim/ Equacéao/Explicita).

5.1- Observando as retas tragadas na questao 5, é possivel dizer que elas sao:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes () coincidentes

DX+y=2
10+2y=4

5.2- Resolva algebricamente o sistema

6- Dé duas equacdes que representem duas retas paralelas distintas. Utilize o
Winplot para tracar essas retas. Resolva o sistema formado pelas equacdes
sugeridas.

7- Dé duas equagdes que representem duas retas coincidentes. Utilize o Winplot
para tragar essas retas. Resolva o sistema formado pelas equacdes sugeridas.

8- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equacbes: x+y=5,x—-y=1ex+2y=7.

8.1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum?

Qual?

8.2- Observando as retas tragadas na questao 8, é possivel dizer que elas séo:
( ) paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes
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X+y=5
8.3- Resolva algebricamente o sistema {X-y=1 .

X+2y=7

8.4- Compare as respostas encontradas nos itens 8.1 e 8.3.

9- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equagoes: x+y=-1,2x—-y=—-8 ex+4y=—-4.
9.1- Ha ponto comum as trés retas tragadas na questao 9 ?

X+y=-1
9.2- Resolva algebricamente o sistema <2X-Y=-8.

X+4y=-4

10- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equagdes: 2x +y=3,3x—-y=2 ebx—-2y =0.
10.1- H& ponto comum as trés retas tracadas na questao 10 ?

2X+y=3
10.2- Resolva algebricamente o sistema <3X-y=2 .

6x-2y =0

11- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das
equacbes: x+y=2,2x+2y=1 e3x + 3y =8.
11.1- Ha ponto comum as trés retas tracadas na questao 117?

11.2- Observando as retas tracadas na questao 11, é possivel dizer que elas sao:
( ) paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes
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X+y=2
11.3- Resolva algebricamente o sistema {2X+2y=1.

Ix+3y=8

12- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equagles: x+y=2,2x+2y=4 e 3x+ 3y =6.

12.1- Ha ponto comum as trés retas tracadas na questao 12 ?
12.2- Observando as retas tracadas na questao 12, é possivel dizer que elas sao:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes
X+y=2
12.3- Resolva algebricamente o sistema <2X+2y=4.
Ix+3y=6
¥ CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS dahé‘-iﬂztaigg

Secretaria de Educacao
Profissional e Tecnologica

EXERCICIO |
ALUNO:

1- Marque a opcado que corresponde a classificacdo do sistema, quanto ao
nuamero de solucdes, formado pelas equacdes das retas representadas em cada
item.

a) \ b)




() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado

() Sistema impossivel

c)

() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado

() Sistema impossivel

4
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() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado

() Sistema impossivel

d)

() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado

() Sistema impossivel

Ministério
da Educagao

Secretaria de Educagao
Profissional e Tecnolégica

ATIVIDADE II

ALUNO:

X+2y+z=1
1- Resolva o sistema <2X+5y+2=6.
X+y+z=4

1.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos

das equacbes: x +2y +z=1, 2x+ 5y +z=6e 3x + y + z = 4 (Janela/3-dim/

Equacao/ Explicita).
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1.1.1- Selecione: Equacao/Ponto/Cartesiano e digite para x, y e z os valores
encontrados ao resolver o sistema da questdo 1 e cligue OK. O que vocé

observou?

X+2y+z2=>5
2- Resolva o sistema -X-2y-z=1 .
2X+4y+2z=3
2.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos

das equacdes: X +2y +z=5,—-x—-2y—z =1 e 2x + 4y + 2z = 3 (Janela/3-dim/
Equacao/ Explicita).

X+2y+z=5
3- Resolva o sistema {X-2y-2=-1 .

2x+4y+2z=1
3.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equagbes: x + 2y +z=5, x—2y —z=-1 e 2x + 4y + 2z = 1 (Janela/3-dim/
Equacao/ Explicita).

X+2y+2=5
4- Resolva o sistema ¢2X+2y+2=3.

X-2y-z=-1
4.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos

das equacgbes: x + 2y +z=5,2x+2y +z=3 e x -2y —z = -1 (Janela/3-dim/

Equacao/ Explicita).

x+4y+3z=0
5- Resolva o sistema {X+9y+2=3
4x+19y+6z=9
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5.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equagdes: X +4y +3z=0, x+5y +z=3 e 4x + 19y + 6z = 9 (Janela/3-dim/
Equacao/ Explicita).

5.1.1- Selecione: Equagédo/Paramétrica e digite x, y e z encontrados ao resolver

o sistema da questdo 5 (use parametro t) e clique OK. O que vocé observou?

X+y-2=3
6- Resolva o sistema .

I+dy+z2=1
6.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equagdes: x +y—z =3 e 3x + 4y + z =1 (Janela/3-dim/ Equacao/ Explicita).

6.1.1- Selecione: Equacao/Paramétrica e digite x, y € z encontrados ao resolver
o sistema da questdo 6 (use parametro t) e clique OK. O que vocé observou?

dx-3y+2=5
7- Resolva o sistema .

8x-0y+22=1
7.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equacdbes: 4x — 3y +z=5 e 8x — 6y + 2z = 1 (Janela/3-dim/ Equacéao/
Explicita).

X-2y+2=H
8- Resolva o sistema .

Ix-6y+3z=15
8.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equacbes: x — 2y +z =5 e 3x — 6y + 3z = 15 (Janela/3-dim/ Equacéao/
Explicita).

8.1.1- Selecione: Equagao/Paramétrica e digite x, y e z encontrados ao resolver
o sistema da questdao 6 (use parametros t e u) e cligue OK. O que vocé
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observou?

9- Dé trés equacbes que representem trés planos paralelos distintos. Utilize o
Winplot para tracar esses planos. Resolva o sistema formado pelas equacdes

sugeridas.

10- Dé duas equacdes que representem dois planos coincidentes. Utilize o
Winplot para tracar esses planos. Resolva o sistema formado pelas equacdes

sugeridas.
’ - . Ministério
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tema, quanto ao

IS

1- Marque a opgao que corresponde a classificacdo do s
formado pelas equacbées dos planos & e B

de solucgoes,
representados em cada item.
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umero

s

2- Marque a opc¢ao que corresponde a classificacao do sistema, quanto ao n

de solugdes, formado pelas equagdes dos planos & ,3 e Y representados em

cada item.

) Sistema possivel e determinado

(

) Sistema possivel e indeterminado

~

) Sistema impossivel

(

ivel e determinado
ivel e indeterminado
ivel

Sistema imposs

)

() Sistema possivel e determinado

n 0
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© ©
g £
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-— =
0 0
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() Sistema possivel e indeterminado

K

() Sistema impossivel
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() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado
() Sistema impossivel



ANEXO llII: Algumas atividades resolvidas pelos alunos
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CEFET - i :
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ATIVIDADE |
/) ” ) A o)

ALUNO:

1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equagdes: 2x +y =5 e x—y = 1 (Janela/ 2-dim/ Equagao/ implicita).

1.1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum? e
i

b, b} %
Qual? (2, 4)

1.2- Observando as retas tracadas na quest&o 1, é possivel dizer que elas s&o:

( ) paralelas distintas <) concorrentes ( ) coincidentes
2x44 =5
1.3- Resolva algebricamente o sistema < . |
x~//:1 oo ?I =1
) g et
§1:6 -.ué::k-é'
()(:'21: < Bf
2 d
=1

1.4- Compare as respostas encontradas nos itens 1.1 e 1.3.

e R \ 5 3 D
. oA \,é}’v({k‘fwwfé’» PR O - (Qun Mo . on DA ;)t))’/\,q/)ﬁim‘t o L & )
wlonsosse oo k.~ Y
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2- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equagdes: y =—x—1 e y = 2x + 8 (Janela/ 2-dim/ Equacéo/ Explicita).

2 1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum? S in
Qe Lot )

2 2- Observando as retas tracadas na questdo 2, é possivel dizer que elas so:

( ) paralelas distintas KZ‘/:-)'concorrentes { ) coincidentes

o
2.3- Resolva algebricamente o sistema {y x =

y=2x+8 %:‘x'f—
-%:1+L ?:—(-'3)—4
%:QI+§ )
= oy 8: 5-4
2‘71;«‘:;:@ (3j2
790 = -9
ol
5
5L

2.4- Compare as respostas encontradas nos itens 2.1 e 2.3.

' v 0 /) £ - R = : \ 1
D /JDM ak) @i J‘»fgf a o Ddda Coate RS /@ a L f?/)mf»’ﬂ A5 M.AFanz,.-, e TS’

U
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/
3- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equagbes: 3x +y = -3 e 4x— 3y = 3 (Janela/ 2-dim/ Equac&o).

< i
3.1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum? o

Quaf( 6, -3¢

3.2- Observando as retas tracadas na questao 3, é possivel dizer que elas s&o:

( ) paralelas distintas M concorrentes ( ) coincidentes
3.3- Resolva algebricamente o sistema Y 2
i | 4x -3y =9’ Borh=-5

91 +3h=-F o
%Iﬂ/g/:g/ :

[ =®
Ij_?:@
) %
5:%(@1’3 ))

3.4- Compare as respostas encantradas nos itens 3.1 e 3.3.

A _»alnfso do splawwo o 0 Ooaly db ntrtmis s uls .
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4- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equagbes —x +2y =3 e 4x—8y =5 (Janela/ 2-dim/ Equacgéo).
4 1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum? _Mcee

4.2- Observando as retas tragadas na questdo 4, é possivel dizer que elas sao:

jail paralelas distintas ( ) concorrentes ( ) coincidentes

- =y
4.3- Resolva algebricamente o sistema [ X+2y=3 ¥

l4x—8y =5
_ly;f_§ %: 12
h/fl- e
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5- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equaghes: 5x +y =2 e 10x + 2y = 4 (Janela/ 2-dim/ Equagéo/Explicita).

5.1- Observando as retas tragadas na questéo 5, é possivel dizer que elas séo:

( ) paralelas distintas { ) concorrentes Ncoincidentes
) : 5x+y=2 2 ‘
5.2- Resolva algebricamente o sistema o @%a@_%—h’ -
= {1 Ox+2y=4 :

s LR
/ L:-'%Pu@/ o / ; \
Lwpliat? FH2F I ol parisd s

L (o =) i»?ﬂ@‘“‘"‘""&* ;

2
& R D =
& u;l(j,%‘)g!g/5i+1' g

) h\‘ﬁ

(o reye oo
0
IR-BSN

LT o s
5 oo oA
12 e

6- Dé duas equacdes que representem duas retas paralelas distintas. Utilize o

Winplot para tracar essas retas. Resolva o sistema formado pelas equacdes

sugeridas.

L +by= 2 $:{ %

+gf/6«ﬁ/1 -

: @
f,<p )

] - "r’)),}:..«*.;z
. , &
AH)YCH} n LM

i S
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!
7- Dé duas equacdes que representem duas retas coincidentes. Utilize o Winplot

para tracar essas retas. Resolva o sistema formado pelas equacdes sugeridas.

U

e s , e )
- e IR S o

‘‘‘‘‘

8- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos 0s graficos das

equagdes: x+y =5, x—-y=1lex+2y=7.

8.1- As retas tracadas, anteriormente, apresentam ponto comum? fSJfMA

oAz L5 2)

8.2- Observando as retas tracadas na questio 8, é possivel dizer que elas sao:

( ) paralelas distintas ?{concorrentes ( ) coincidentes
S
ey 8 & f ==
8.3- Resolva algebricamente o sistema Ix—y =1 =
= 2 o5 7 % = 5’ !
F e e 5
7 - ? e
9 X = b .
s ’? 5 S /7;/

8.4- Compare as respostas encontradas nos itens 8.1 € 8.3.

2!

G ’ "'f_‘w‘, | 4 f%/”?uvr«oﬁ




g- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os gréficos das

equagdes: x +y=—1,2x—-y=-8 ex+4y=—4.

9.1- Ha ponto comum as trés retas tragadas na quest&o ¢ 7 13

Xx+y=-1

9.2- Resolva algebricamente o sistema {2x -y =-8. 5,{ B

X+4y=—4

”3 .fA.z 5 \)4
ws e Gl
i : ‘)v(ﬂ/é‘//,g/fﬁﬂ

v
o

10- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de €ixos 0s graficos das

equacbes: 2x+y =3 ,3x—y=2 ebx—-2y=0.

10.1- Ha ponto comum as trés retas tragadas na questéo 10 ? U ove)

2x+y=3 —0 2.1 +(3,:3
10.2- Resolva algebricamente o sistema <3x-y=2 . o e vy
6x—2y -0 e o4

e : e
Xiélg_ éui‘in =@ <
=

6.-2 =5
o)
e
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11- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

equacgbes x +y =2 ,2x+2y=1 e3x+3y =8

11.1- H& ponto comum as trés retas tragadas na questéo 117 om

11.2- Observando as retas tracadas na questao 11, é possivel dizer que elas séo:

;(><):parale|as distintas ( ) concorrenies ( ) coincidentes

\

[x+y=2 (-2
11.3- Resolva algebricamente o sistema {2x+2y =1.
/ 3x+3y=8

EH
+/‘ = Q/I

O L ) Z *3 <) /@
o (]{) OQnfs0 'JG/Z/‘O/

12- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos das

L e L
- \_:!4:«»‘;1 '/:;‘f{ C— ’/"u] ZYYR18) :,(

equagbes: x +y =2, 2x+2y=4 e3x +3y =6.

12.1- Ha ponto comum as trés retas tragadas na questéo 12 ?_\ Juu ol '//3,’,/_'_//,4“/{{/}

12.2- Observando as retas tracadas na questao 12, é possivel dizer que elas séo:

( ) paralelas distintas ( ) concorrentes P{\soincidentes
Xty =2
12.3- Resolva algebricamente o sistema {2x+2y =4. = 2
D “
3X + 3y —6 D, / 2l < ""’b{.i}*g’) ' H ,"
L
ey, oz L

;170 UQ Qw«g

—
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1- Marque a opgéo que corresponde a classificacdo do sistema, quanto ao
numero de solugdes, formado pelas equagdes das retas representadas em cada

item.

a)

P() sistema possivel e determinado
( ) sistema possivel e indeterminado

( ) sistema impossivel

c)

(X) sistema possivel e determinado
( ) sistema possivel e indeterminado

( ) sistema impossivel

b

|
|
|
|

() sistema possivel e determinado
( ) sistema possivel e indeterminado

()Q sistema impossivel

d)

( ) sistema possivel e determinado
( ) sistema possivel e indeterminado

()\/) sistema impossivel
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% : 2 Ministerio
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ALUNO:

EFET e
¢ampoe Universidade da fecnologia e do frabalho

ATIVIDADE 1l

[X+2y+z=1

1- Resolva o sistema {12x/+ 5y +z =64
l3x By — 4

|

1.1- Utilizando o Winplot,

Profissional & Tecnolagica

represente num mesmo sistema de eixos os graficos

das equagbes: x + 2y +z=1, 2x+ 5y +z =6 € 3x + y + z = 4 (Janela/3-dim/

Equacéo/ Explicita).

1.1.1- Selecione: Equacéc/Ponto/Cartesiano e digite para x, y e z os valores

encontrados ao resolver o sistema da questdo 1 e cliqgue OK. O que vocé

-}

observou?
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Der2yaa=05
2- Resolva o sistema - x‘jj-Zy — %
[2x+4y[+22=3 &

‘2 1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos 0s graficos
das equaches: x + 2y +z =5 —x—2y —z = 1 e 2x + 4y + 2z = 3 (Janela/3-dim/
Equagéo/ Explicita).

X+2y+z=5
3- Resolva o sistema 1x-2y-z=-1 .«
12x+4y+2z:1 o

3.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equacdes: x + 2y +z =5, x -2y —z = -1 e 2x + 4y + 27 = 1 (Janela/3-dim/

Equacgao/ Explicita).
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j’xaQy +z=5 w\~4)]

4- Resalva o sistema {ZXZ} ody+z=3. & ; |
e

>

(o Gy + oF= P ALY 2=t

-0 U<

(R Y Al +3 - 0 ,bi

i ~.r— X \l »l’) ) o ;;‘ L“* £ E? - %
£ { - o % [ [ a [ ?
A F_f‘ N ‘Q:s q e ; 0= ?) \ ¢ )
S e 1

G

| L‘Ji; (808! A Yt Pt YalX i

4.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os gréficos

das equagbes x +2y +z=5 2x +2y +z=3 e x -2y —z = -1 (Janela/3-dim/

Equacao/ Explicita). Qe IR BT

A= X l-A\=
X+4y+3z=0 b G St
5- Resolva o sistema (X + 5y + z = 3 §——mr’ ‘
|

Ax Gy Bz —O—— ) 2 slArrOU gt

l“,
J ¥
o ( o X ) ~ ¢ -
b 4 ? ) fo=l 37
| i @ 4 -
\ iy g e ‘l T T T ¥ = L&)
\: AN 0 % (-0 & 4+ U =

Tt 3 ¢ Y
. g = b s _feaho o 132
/ Dl o BF F N9 =AAD A R L J
{ & ) \ b - el . ¢
: A = -~ .
Ay ) e e o > [
AT Y o 2 = o
!& v g

& Sty - 10043 d)g
5.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos

das equacgdes: x + 4y + 3z =0, x + 5y +z =3 e 4x + 19y + 6z = 9 (Janela/3-dim/
Equacéo/ Explicita).

5.1.1- Selecione: Equacao/Paramétrica e digite x, y e z encontrados ao resolver

o sistema da questdo 5 (use paradmetro t) e cligue OK O qgue vocé

observou? ¥ Lauon G cu iy e SO 1o 13
3
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rd
; [x+y—z=3 %\
6- Resolva o sistema y

[\3)( +4y+2z = i 4 . ?,
-3 Bk 482N
{ .9 & K
y +42 ,
= il 5% _‘
: y N
& ® ’L i ¥ \ - < 7

6.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos as gréficos
d

as equaces: x +y—z=3¢e 3x+dy+z=1 (Janelal3-dim/ Equacdo/ Explicita).

6.1.1- Selecione: Equacac/Paramétrica e digite x, y e Z encontrados ao resotver
o sistema da questdo 6 (use parametro t) e clique OK O que vocé

observou? . A J) a0 0

i b T

4x-3y+z=5
7- Resolva o sistema J Y .
|8x-By+2z=1 4

9

7 1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equacbes: 4x — 3y +z =5 e Bx — By + 27 = 1 (Janela/3-dim/ Equagéo/

Explicita).
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Pl o e G
8- Resolva o sistema - 2 !
18X -6y +32 =15 guad

‘} X » &\ I A

X D~ OCHO
8.1- Utilizando o Winplot, represente num mesmo sistema de eixos os graficos
das equagbes: x — 2y + z =5 e 3x — 6y + 3z = 15 (Janela/3-dim/ Equacéo/
Explicita). < 5=2C 1 /
8.1.1- Selecione: Equacao/Paramétrica e digite x, y e z encontrados ao resolver
o sistema da questdo 6 (use parametros t e u) e clique OK. O que vocé

observou? A (it SO

9- Dé trés equacdes que representem trés planos paralelos distintos. Utilize o

Winplot para tracar esses planos. Resolva o sistema formado pelas equacgdes

sugeridas.
CEbax By ~ ¥y =
o e &
4 A = ~ 4
i ? )
QI Tou - O A

10- Dé duas equacgdes que representem dois planos coincidentes. Utilize o
Winplot para tragar esses planos. Resolva o sistema formado pelas equacdes

sugeridas.

b
>
i
L
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1- Marque a opgdo que corresponde & classificagdo do sistema, quanto ao
numero de solucbes, formado pelas equagdes dos planos o e B representados

em cada item.

a)

b)

o e B sdo coincidentes

(¥ Sistema impossivel

( ) Sistema impossivel

() Sistema possivel e determinado
( ) Sistema possivel e indeterminado

( ) Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado
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c)

() Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado
() Sistema impossivel

2- Marque a opgéo que corresponde a classificagéo do sistema, quanto ao nimero
de solugdes, formado pelas equagdes dos planos o, e v representados em

cada item.

a)

( ) Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado
(X) Sistema impossivel

(X) Sistema possivel e determinado
() Sistema possivel e indeterminado
( ) Sistema impossivel




c)

86

( ) Sistema p‘ossivel e determinado
(X) Sistema possivel e indeterminado
( ) Sistema impossivel

{ ) Sistema possivel e determinado
( ) Sistema possivel e indeterminado
() Sistema impossivel



ANEXO IV: Graficos visualizados pelos alunos no
Winplot: Atividades lell
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