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RESUMO

Na sociedade atual, na qual as transformacdes ocorrem rapidamente, contribuir para
que o individuo construa seu conhecimento, aprenda a aprender e desenvolva sua
autonomia, senso critico e responsabilidade é fundamental. Na Matematica, os
applets, em geral, permitem investigar, levantar e testar conjecturas e, assim,
construir conhecimentos. Neste contexto, foi elaborada a unidade de aprendizagem
“Investigando em C”, esta contém applets, atividades investigativas, aspectos
histéricos, entre outros recursos. O objetivo deste trabalho € analisar 0 desempenho
dos alunos no estudo de numeros complexos, ao utilizar a referida unidade. Para
tanto, foi realizada uma pesquisa qualitativa, por meio de um estudo de caso. Nesse
sentido, foi necessario desenvolver e experimentar applets para o estudo de
nameros complexos no Ensino Médio, assim como atividades pedagdgicas
relacionadas aos mesmos. Os referidos applets foram desenvolvidos com o
GeoGebra, um software livre para Matematica Dinamica. Neste trabalho séo
descritas as etapas cumpridas para atingir os objetivos propostos: desenvolvimento
dos applets; elaboragcdo das atividades pedagdgicas; elaboracdo dos questionarios;
teste exploratério; experimentacdo das atividades e dos applets; analise das
respostas das atividades e dos questionarios. Finalizando, sédo tecidas
consideragdes sobre os resultados e sdo apresentadas formas de continuidade do
estudo. Os resultados alcangados foram satisfatorios, mostrando que os recursos

desenvolvidos sao apropriados para o estudo de nimeros complexos.

Palavras—chave: Numeros Complexos, Unidade de Aprendizagem, Matemaética,

Applet.



ABSTRACT

In the present society, in what changes happen rapidly, contributing that the
individual form his knowledge, learn how to learn and develop his autonomy, critic
sense and responsibility is essential. In Mathematics, the applets, in general, let
people investigate, raise and test conjecturs and, so, form cognizances. Accordingly,
the unit of learning “Investigating in C” was elaborated. This unit covers applets,
investigate activities, historical features, among other things. The purpose of this
work is analyze the student’s performance in the study of complex number, using the
reported unit. For this, a qualitative research was made through a case study. In this
sense, it was necessary to develop and to test applets for the study of complex
numbers in High School, like pedagic activities related to them. The reported applets
were developed by GeoGebra, a free software to be used in dynamic mathematics.
In this work, the achieved ateps to reach the proposed goals are described:
development of the applets; elaboration of pedagogic activities and questionaries;
explorating examination, experimentation of the activities and questionaries. Finaly,
considerations about the results are made and ways to continue the study are
presented. The accomplished results were satisfactory, indicating the developed

assets are appropriated for the study of complex numbers.

Key words: Complex Numbers, Unit of learning, Mathematics, Applets.
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INTRODUCAO

Educar é colaborar para que professores e alunos, nas escolas e
organizacoes, vivenciem processos permanentes de aprendizagem (MORAN, 2000).
Na sociedade atual, na qual as transformacdes ocorrem rapidamente, contribuir para
que o individuo construa seu conhecimento, aprenda a aprender e desenvolva sua
autonomia, senso critico e responsabilidade, € fundamental. Nesse sentido, a
Matematica ensinada nas escolas tem recebido algumas criticas. Segundo
D’Ambrésio (2001), esta é ultrapassada, antiga e descontextualizada, o que causa
desinteresse dos alunos. Moysés (2007) afirma que os temas matematicos sao,

muitas vezes, trabalhados, na escola, de forma isolada do mundo que os rodeia.

Considera-se, entdo, que buscar formas que favorecam a compreensao dos
conceitos matematicos é de fundamental importancia. Conhecer Matematica
significa ser capaz de usa-la com propdésitos definidos (NCTM, 1991). Para aprender
Matematica, os alunos devem explorar, conjecturar e raciocinar, ultrapassando, em
muito, a memorizacdo de regras e procedimentos (NCTM, 1991). E fundamental
que os alunos entendam e empreguem a Matematica como ferramenta para

desenvolver o raciocinio e para resolver problemas (NCTM, 1991).

Nesse sentido, novas formas de abordar temas matematicos tém sido
buscadas. Destaca-se, entre estas formas, o uso das Tecnologias de Informacao de
Comunicacdao (TIC) como recurso para contribuir com a aprendizagem de
Matematica.

As TIC, utilizadas em atividades de investigacdo, podem ser recursos
favoraveis para aprendizagem de Matematica, uma vez que reforcam o papel da
linguagem grafica e de novas formas de representagéo, e relativizam a importancia
do célculo e da manipulacao simbdlica (PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS, 2003).

A Internet, em particular, pode ser vista como uma “metaferramenta’” na qual
€ possivel encontrar recursos para a aprendizagem de Matematica, tais como:
softwares, atividades, relatos de experiéncias, revistas, videos, noticias sobre
eventos, entre outros (PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS, 2003). Além disso, a Internet

' Metaferramentas: ferramentas que possibilitam a busca em varias ferramentas simultaneamente
(SILVA; MENEZES, 2001).
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permite a divulgacdo de producbes proprias, sejam textos, imagens, videos,
construgdes dinamicas (applets?) ou documentos hipertexto. Possibilita, ainda, a
comunicagdo sincrona e assincrona, constituindo uma ferramenta de grande
utilidade para o trabalho colaborativo (PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS, 2003). Ao
facilitar e estimular as integracbes entre as pessoas, a Internet representa um
suporte do desenvolvimento humano nas dimensdes pessoal, social, cultural, ludica,
civica e profissional. Aléem disso, a Internet constitui um instrumento de trabalho
essencial do mundo de hoje, razdo pela qual desempenha um papel cada vez mais
importante na educagao (PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS, 2003).

E importante, portanto, que os professores de Matematica utilizem na sua
pratica docente as TIC, incluindo software educacional especifico para a sua
disciplina e de uso geral (NCTM, 1994) e Internet. Estas tecnologias podem
contribuir para melhoria do processo de ensino e aprendizagem de Matematica,
possibilitando inovagdes. Além disso, permitem que o professor dé maior atencéo ao
desenvolvimento de capacidades de ordem superior, valorizando as possibilidades
de realizacao, na sala de aula, de atividades e projetos de exploracao, investigacao
e modelagem (PONTE, 1995). Deste modo, as TIC podem favorecer o
desenvolvimento de importantes competéncias nos alunos, bem como de atitudes
mais positivas em relagdo a Matematica e estimular uma visdo mais completa sobre
a natureza desta ciéncia (PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS, 2003).

NUmeros complexos® € um tema presente em diversos contextos, tais como
circuitos elétricos, corrente alternada, astronomia, motores de mecanica quéntica,
entre outros (CARNEIRO, 2004). Porém, este tema ainda € pouco abordado nas
escolas de Ensino Médio, em particular, em Campos dos Goytacazes (BATISTA,
2004). Além disso, é pouco explorada sua interpretacdo geométrica (CARNEIRO,
2004).

Diante desse contexto foi desenvolvida a unidade de aprendizagem online
“Investigando em 0%
(http://www.es.iff.edu.br/softmat/projetotic/complexos/index.html). A mesma ¢é
composta de paginas HTML e contém 15 applets para estudo do tema numeros
complexos. Os applets da unidade permitem o estudo de numeros complexos

2 Applets sdo programas desenvolvidos em linguagem de programacédo Java®, que podem ser
incluidos em codigos HTML (DEITEL H.; DEITEL. P., 2003).
% No préximo capitulo este tema é aprofundado.
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associado a Geometria Analitica, o que favorece uma andlise mais geométrica do
tema. A unidade contém, ainda, uma apostila de atividades investigativas
associadas aos applets, aspectos historicos sobre numeros complexos e links para
outros enderecos sobre o tema. Ela pode, entdo, ser vista como um conjunto de
objetos de aprendizagem, por conter diversos applets, ou ela propria, em sentido
amplo, pode ser vista com um objeto de aprendizagem (OA)*.

A proposta da unidade é fundamentada na teoria vygostskiana. A mediacgéo,
nesta teoria, inclui o uso de instrumentos e de signos no contexto social, e a
combinagdo de uso destes recursos mediadores possibilita 0 desenvolvimento dos
processos psicolégicos superiores (VYGOTSKY, 2007). Segundo o referido autor, o
processo de ensino e aprendizagem deve se adiantar ao desenvolvimento, criando a
Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP®). Os recursos pedagdgicos (applets e
apostila de atividades) desenvolvidos e disponibilizados na unidade sao
instrumentos mediadores que, bem utilizados, podem contribuir para a criacdo de
ZDP.

A referida unidade foi desenvolvida no ambito do projeto de pesquisa,
Tecnologias de Informacado e Comunicagcéao no Processo de Ensino e Aprendizagem
de Matematica, vinculado ao IF Fluminense Campus Campos-Centro. Esta foi
elaborada pela autora desse trabalho monografico sob orientacdo das professoras
Gilmara Teixeira Barcelos e Silvia Cristina Freitas Batista. Como parte das
atividades do referido projeto, a mesma foi experimentada (teste exploratério 1) com
um grupo de professores de Matematica em formagao e em servigo, por meio de um
minicurso realizado no IF Fluminense Campus Campos-Centro, com duracdo de
quatro horas (dividido em dois encontros). No desenvolvimento deste trabalho
monografico, a referida unidade de aprendizagem foi complementada com applets
para o estudo de potenciacao e radiciagdo de nimeros complexos e com uma se¢ao
contendo aplicacbes praticas do referido tema, em outras areas de conhecimento.

A avaliacdo dos recursos é um aspecto muito importante ndo s6 em termos

de usabilidade, mas também com relagdo a parte pedagodgica (desempenho do

* Objeto de aprendizagem (OA), segundo Behar e Gaspar (2007, p.2) “sdo recursos digitais
modulares, usados para apoiar a aprendizagem presencial e a distdncia”. Pode ser considerado um
OA, qualquer recurso digital que possa ser reutilizado e auxilie na aprendizagem.

® A ZDP ¢ " [...] a distancia entre o nivel de desenvolvimento real, que se costuma determinar através
da solucdo independente de problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial, determinado através
da solucdo de problemas sob a orientacdo de um adulto ou em colaboragdo com companheiros mais
capazes “(VYGOTSKY, 2007, p. 97).
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aluno). Para obter sucesso com o uso de OA é preciso que haja objetivos claros e
precisos que auxiliem o educando na sua aprendizagem (RAMOS; DOMENICO;
TORRES, 2006). Além da avaliacdo do OA com relagdo a sua adequacao para
pratica pedagdgica, destaca-se, também, a importancia da familiarizagdo do docente
com a utilizacao de tecnologia em sala de aula, tornando-a um suporte ao processo
de construcdo do conhecimento do aluno. Ressalta-se, ainda, que é fundamental
que o OA colabore para que os alunos se sintam motivados com o processo de
ensino e aprendizagem (RAMOS; DOMENICO; TORRES, 2006).

Assim, avaliacdo de um OA nao é tarefa simples, uma vez que a
multiplicidade de fatores tanto educacionais quanto técnicos deve ser considerada. A
qualidade de um OA estd associada a sua facilidade de utilizacdo e a sua
adequacao a pratica pedagdgica. Essa adequacado exige, desde a selecdo de
conteldos, até a estratégia didatica para sua utilizacdo em sala de aula (PEREIRA
MELO, 2009). Tudo isso destaca a importancia do trabalho realizado nesta
monografia, que se destinou a analisar o uso da unidade “Investigando em C” em

termos pedagdgicos e em relacéo a facilidade de uso.

Diante desse contexto, estabeleceu-se a seguinte questao de pesquisa: Qual
o desempenho dos alunos no estudo de numeros complexos, ao utilizar a unidade

de aprendizagem “Investigando em C”?

Logo, este trabalho tem por objetivo geral analisar o desempenho dos alunos
no estudo de niumeros complexos, ao utilizar a referida unidade. Tendo em vista este

propdsito, alguns objetivos especificos foram delineados:

> ldentificar aplicagbes de numeros complexos em diferentes areas de

conhecimento;

» Verificar a experiéncia dos alunos quanto ao uso de TIC no contexto
geral e, em patrticular, no processo de ensino e aprendizagem,;

» Experimentar os applets e as atividades;

» Analisar os resultados diagnosticados na experimentacdo da unidade
de aprendizagem “Investigando em C”;

» Avaliar a unidade de aprendizagem quanto a adequacao pedagdgica e
quanto a facilidade de utilizagao.
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Tendo os objetivos propostos, esta monografia encontra-se estruturada em
trés capitulos, além desta Introducao e das Consideracdes Finais.

No Capitulo 1 “Numeros Complexos” apresenta-se a fundamentacao teérica
deste trabalho monogréafico, por meio de estudos sobre o tema matematico em
questdo e sobre o uso de TIC na educacado, em literaturas especializadas no
assunto. Esse capitulo é subdivido em quatro secdes. Na primeira secao relatam-se
aspectos histéricos e o desenvolvimento dos numeros complexos; na segunda,
apresentam-se algumas aplicacdes de numeros complexos em trés areas do
conhecimento; na terceira secao apresentam-se vantagens atribuidas ao uso das
tecnologias digitais para a aprendizagem de numeros complexos; e na quarta
apresentam-se estudos relacionados ao tema deste trabalho monogréfico.

No Capitulo 2, “Configuracdo da Pesquisa: aspectos metodoldgicos”
descrevem-se a metodologia adotada e todas as agdes realizadas para o
desenvolvimento deste trabalho. Esse capitulo é subdividido em quatro se¢bes. Na
primeira sec¢do, sdo descritos os objetivos de cada applet utilizado nas atividades
elaboradas e aplicadas. Na segunda, sdo descritos os objetivos de cada atividade
realizada neste trabalho. Na terceira, relata-se como a unidade de aprendizagem foi
desenvolvida, descrevem-se as secoes que a mesma contém e a reformulagao das
paginas, promovida durante o desenvolvimento deste trabalho monografico. Na
quarta secao, sdo apresentados os objetivos dos trés questionarios elaborados e

aplicados.

No Capitulo 3, “Relato de Experiéncia”, descrevem-se e analisam-se 0s
resultados do segundo teste exploratério e dos dois estudos de caso promovidos.
Esse capitulo é subdividido em trés secbes. Na primeira se¢édo, sao relatados e
analisados os dados obtidos no segundo teste exploratério das atividades, dos
applets e da unidade, realizado com professores de Matematica em formacao e em
servico. Na segunda e na terceira secoes relata-se o processo de experimentacao
da unidade de aprendizagem “Investigando em C”, realizado com alunos do Ensino
Médio, e, para tanto, sdo analisadas resolucbes de atividades, respostas do
questionario, atitudes e questionamentos dos alunos durante o primeiro e 0 segundo
estudo de caso, respectivamente.
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Nas “Consideracoes Finais” destaca-se a importancia deste estudo e
promove-se uma breve retrospectiva da pesquisa, focalizando os principais
resultados. Além disso, relatam-se as contribuicdes e as dificuldades encontradas e,
finalizando, apontam-se algumas formas de continuidade do estudo realizado.



1 NUMEROS COMPLEXOS

O papel central que os niumeros complexos exercem e suas inumeras utilida-
des sao bastante claras, para todos que trabalham com Matematica (CARNEIRO,
2004). Além disso, encontram-se numeros complexos no estudo de circuitos elétri-
cos, corrente alternada, astronomia, motores de mecéanica quéntica (CARNEIRO,
2004).

Apesar da importancia do tema, uma pesquisa mostrou que das 47 escolas
de Ensino Médio existentes em 2004, no municipio de Campos dos Goytacazes (es-
taduais, municipais, federais e particulares), apenas 53% trabalhavam o tema nume-
ros complexos (BATISTA, 2004). Esse resultado indica que muitos alunos termina-

ram o Ensino Médio sem estudar esse tema matematico, na referida cidade.

Carneiro (2004) também descreve que 0s numeros complexos nao tém a

atencao que merecem, nao sé no Ensino Médio como também no Ensino superior:

Os Numeros Complexos ocupam uma posi¢ao singular no ensino de
Matematica. Nao merecem grande atencao nos cursos de licenciatu-
ra e bacharelado em Matematica, por serem considerados “assunto
elementar” de nivel médio. J& no ensino médio, sao evitados, sendo
tachados de estranhos, de compreensao dificil e, sobretudo, indtil
(CARNEIRO, 2004, p. 15).

Segundo Carneiro (2004), o ensino dos numeros complexos ainda encontra-
se preso a sua origem histérica, pouco se beneficiando da abordagem geométrica
iniciada ha 200 anos por Wessel, Argand e Gauss. De acordo com o referido autor, a
abordagem geométrica dos numeros complexos deveria estar incorporada ao ensino
tradicional, pois hada mais € do que a “forma trigonométrica ou polar” dos comple-
x0s. A adocao de uma abordagem geométrica dos nimeros complexos nao exclui o
uso algébrico dos mesmos (CARNEIRO, 2004). Quando se perde a chance de apre-
sentar os complexos imediatamente como entes geométricos, em geral essa oportu-
nidade nédo se recupera, podendo acarretar consequéncias, como destaca Carneiro
(2004):
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O iniciante permanece com uma visao formal e algebrizante, ndo se
beneficiando da riqueza da visualizagdo e ndo emprestando um
“significado” aos Numeros Complexos; dificilmente ocorrera ao estu-
dante aplicar Numeros Complexos a problemas de geometria
(CARNEIRO, 2004, p 23).

Diante desse contexto, evidencia-se a importancia da unidade de aprendiza-
gem online “Investigando em C” e, consequentemente, deste trabalho monografico,

uma vez que o enfoque dado aos niumeros complexos é fortemente geométrico.

Visando favorecer o entendimento do contexto no qual se inserem 0os nume-
ros complexos, abordam-se, neste capitulo, alguns aspectos relacionados ao tema.
Inicialmente, apresenta-se uma breve andlise histérica, dando uma ideia da sua ori-
gem e desenvolvimento. A seguir, mostram-se aplicacées dos niumeros complexos
em outras areas do conhecimento. Finalizando, descreve-se a importancia do uso de

tecnologias para o estudo deste tema e apresentam-se estudos relacionados.

1.1 Notas Historicas

Contrariando o que é, muitas vezes, divulgado nos livros didaticos, a
construcdo da teoria dos numeros complexos nao teve origem na analise das
equacoes do segundo grau, mas sim, na busca da solucdo da equacédo do terceiro
grau (MILIES, 1993).

Na primeira metade do século XVI, o matematico italiano Ger6nimo Cardano
apresentou, em sua obra Ars Magna, uma forma de resolver equacdes cubicas do
tipo x* + px =g, com P e 4 reais (forma esta que havia sido descoberta por outro
matematico italiano, Niccolo Tartaglia) (MELLO, 2005). Cardano, ao resolver a
equagcao x® =15x +4, da qual ele conhecia a raiz 4, se deparou com raizes
quadradas de numeros negativos, algo que era considerado inexistente na época
(MELLO, 2005).

Raphael Bombelli (1526-1573), um admirador da Ars Magna de Cardano,
publicou uma obra denominada I'Algebra, em 1572, expondo 0s mesmos assuntos,
mas de forma mais didatica (MILIES, 1993). Nessa obra, ele estudou a resolucéo de
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equacdes de grau nao superior a quatro e considerou, em particular, a equacgao
x? =15x +4. Ao aplicar a formula de Cardano para o calculo das raizes, ele decidiu
prosseguir, considerando a possibilidade de existéncia de expressées envolvendo
raizes quadradas de numeros negativos. Dessa forma, ele conseguiu obter raiz 4,

previamente conhecida.

A partir de entdo, os matematicos foram considerando cada vez mais a
existéncia de raizes quadradas de numeros negativos, dando origem a um novo tipo
de numero (MELLO, 2005). Assim, no século XVI, estava ocorrendo, na Matematica,
algo semelhante ao que ocorreu no tempo dos gregos antigos, quando se verificou a
insuficiéncia dos nimeros racionais, com a constru¢do do nimero /2, que ndo é
racional. Ou seja, verificava-se que o conceito de niumero precisava ser, novamente,
estendido (CERRI; MONTEIRO, 2001).

Os itens abaixo descrevem, brevemente, a evolucdo da simbologia e das

expressdes relacionadas aos numeros complexos (MILIES, 1993):
e O simbolo +/—1 foi introduzido, em 1629, por Albert Girard;

e Os termos real e imaginario foram empregados, em 1637, por René

Descartes;

e O simbolo i foi usado, em 1777, por Leonhard Euler para representar +/—1.
Este simbolo apareceu impresso pela primeira vez, em 1794, e se tornou

amplamente aceito apds seu uso por Carl Friederich Gauss, em 1801;
» A expressao numero complexo foi introduzida por Gauss, em 1832;

o A representagéo grafica dos numeros complexos foi desenvolvida, de forma
independente, por Caspar Wessel, em 1799; Jean-Robert Argand, em 1806 e
Gauss, em 1831. Porém, quem, verdadeiramente, tornou a interpretacao

geométrica amplamente aceita foi Gauss;

o A formalizagdo completa dos numeros complexos como pares ordenados de

nameros reais foi desenvolvida por William Rowan Hamilton, em 1833.

O estudo de numeros complexos evoluiu e se faz presente em, praticamente,
todos os grandes ramos da Matematica, tais como Algebra, Topologia, Geometria
(Analitica, Diferencial ou Algébrica), Analise, entre outros (LIMA, 1985). Além disso,
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os Complexos estdao presentes em aplicacbes como dinamica dos fluidos e
eletromagnetismo (LIMA, 1985).

No entanto os livros didaticos ndo tratam os numeros complexos como real-
mente os grandes matematicos o fizeram. Poucos sdo 0s que mencionam as equa-
coes do 3° grau, questdo que motivou a descoberta e o uso dos nimeros complexos
(DANTAS; NASCIMENTO, 2010).

Segundo Carneiro (2004), alguns estudantes ficam extremamente surpresos
ao saber que numeros complexos tém aplicacbes em problemas “reais”. Diante
disso, apresentam-se, na préxima secdo, algumas aplicacbes de numeros

complexos em outras areas de conhecimento.

1.2 Aplicacoes

Segundo Araujo (2006), a inclusdo dos numeros complexos nos Parametros
Curriculares para o Ensino Médio e a aplicacdo deste tema em outros contextos
como Fisica, Engenharia, Circuitos Elétricos, Topografia, Informatica e Cosmologia
sinalizam a importancia deste conteudo para a formacdo matematica do aluno.
Neste trabalho monografico, por meio de revisdo bibliografica, foram identificadas
aplicagdes de numeros complexos em Engenharia Elétrica, no estudo de Fractais e
na aerodindmica. Estas aplicacoes sdo descritas nas subsecdes a seguir.

1.2.1 Engenharia elétrica

Em circuitos de corrente alternada como, por exemplo, nas instalacdes
elétricas residenciais, as grandezas elétricas sdo analisadas com o auxilio dos
nimeros complexos, o que facilita muito os célculos (DANTE, 2008). A relacao®
U=Ri (U é tensdo, R € resisténcia e i é corrente elétrica), estudada na Fisica do
Ensino Médio e que utiliza numeros reais, torna-se U=Zi. Nesta relacdo, Z é
impedancia elétrica e as demais letras mantém seus significados anteriores, sendo
que essas grandezas passam a ser representadas por meio de nimeros complexos
(DANTE, 2008).

A impedancia (Z) indica a oposigao total que um circuito oferece ao fluxo de

uma corrente elétrica variavel no tempo. A mesma € expressa como um numero

8 Primeira Lei de Ohm.
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complexo, possuindo uma parte real, equivalente a resisténcia (R), e uma parte
imaginaria, dada pela reatancia (X). Reatancia é a resisténcia oferecida a passagem

de corrente alternada, por um indutor ou capacitor num circuito.

Para que nao haja confusdo entre i, simbolo da corrente elétrica, e i,
unidade imaginaria, os engenheiros elétricos usam J como unidade imaginaria na
representacao algébrica «+bj. Além disso, usam a notagdo |w| <€ para forma

trigonométrica [w|(cos @ +isen&) do nimero complexo W (DANTE, 2008).

Exemplo:

Uma fonte de tensdo, de valor eficaz 220£0°, alimenta uma carga de
impedéncia Z = (10+10;) ohm. Obtenha a corrente fornecida pela fonte.

Temos: U=Zi=i =%

Para efetuar essa divisdo, é preferivel ter U e Z na forma trigonométrica.

Ja temos U= 220£0° = 220(cos0°+ jsen0°), e agora precisamos obter a forma

trigonométrica de Z :

Z=10+10j = |Z| =v10%> +10> =102 ,

10 2

cosf=——=—

0v2 2

= @ =45°

10 2

sen@ = = —

10v2 2
Entao:

10+10j =10+/2(cos 45° + jsen45°)=10-/2 £ 45°

Assim:
U 220

i=—= cos(0° —45°)+ jsen(0°—45°)|=
~ 10\/5[ ( )+ jsen( )]

=1 1\/§[cos(— 45°)+ jsen(— 45°)] =

:11\5[\5 V2
2 2

———szll—llj

(ou112 £ —a5°)
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1.2.2 Fractais

Os procedimentos (algoritmos) recursivos (iterativos ou recorrentes) no plano
complexo criam, na maioria das vezes, figuras invariantes por escala (Figura 1.1)
denominadas fractais (EZEQUIAS, 1998). Os fractais servem como ferramenta para
descrever as formas irregulares da superficie da terra e modelar fendbmenos,
aparentemente imprevisiveis (Teoria do Caos) de natureza meteoroldgica,
astrondmica, econdmica, bioldgica, etc. (EZEQUIAS, 1998). Segundo o referido
autor, Von Koch’ e Gaston Julia®, foram os pioneiros no uso de procedimentos

recursivos na criacao de fractais

Figura 1.1: Fractais. Fonte: Ezequias (1998).

Segundo Ezequias (1998), Henon® estudou o sistema Xn.1 =1 - Y, - a(X,)?e
Yn1 = bX.. Foi observado que, dados a, b, X,, Y., variando n (n = 0,1,2,3, ...) e
representando o par (X», Y.) no plano complexo, independentemente dos valores
iniciais X, e Y,, 0s caminhos numéricos descritos pelos pares ordenados (X, , Yo),
X1, Y1), X2, Y2) , ..., (Xa, Ya) repetiam-se, formando hexagonos deformados.
Ampliando seu conjunto de trajetérias (varios X, e Y,) e representando-as juntas no
plano complexo, Henon produziu uma figura enigmatica que chamou de

"Gingerbreadman".

Mandelbrot', segundo Ezequias (1998), estudou a equacgdo Xn.i1 = (Xn)2 + Z ,

ondeZ=a+bi,*=-1en=1,2,3, ... Por meio de um programa recursivo de

7 Niels Fabian Helge Von Koch (25/01/1870 - 11/03/1924) foi um matematico sueco, que deu seu
nome ao famoso fractal conhecido como o floco de neve de Koch, uma das primeiras curvas fractais
(UNIVERSITY OF ST ANDREWS, 2000).

8 Gaston Julia, matematico francés, nascido em 1893 e falecido em 1978, definiu os conjuntos
conhecidos como de Julia, redescobertos na década de 70 pelas experiéncias computacionais de
Mandelbrot (UNIVERSITY OF ST ANDREWS, 2008).

® Michel Hénon, astrénomo do observatério de Nice, estudou fendmenos caéticos associados a traje-
toria de estrelas através de uma galaxia (MESQUITA; MOTA, s.d.).

19 Benoit B. Mandelbrot (Varsévia, 20/11/1924 — Cambridge, 14/10/2010) foi um matematico francés
de origem judaico-polonesa. Seu principal trabalho foi a proposta de um novo conceito de geometria
que ficou conhecida como geometria fractal (JUNGES, 2010).
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computador (um programa em loop), variou Z € o computador imprimiu na tela os
pontos X.... Mandelbrot constatou que, para cada valor de Z, uma figura era
imprimida na tela. Ampliando as figuras descobriu que continham copias
aproximadas de si mesmas (auto-semelhanga) (Figura 1.2).

Figura 1.2: Réplicas do conjunto de Mandelbrot. Fon-
te:http:/pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de Mandelbrot

Hubbard'', de acordo com Ezequias (1998), resolveu a equacgao polinomial do
quarto grau x*- 1 = 0 no computador, usando o método de Newton estendido para
raizes complexas. Ao mapear a maneira pela qual o método leva, de diferentes
valores iniciais x,, a uma das quatro soluc¢des, produziu também geometria fractal.
Os fractais permitem desenhar (ou modelar) qualquer coisa (ou fenédmeno) da
natureza numa tela de computador (computacao grafica), tudo isto gracas ao corpo
dos numeros complexos (RICIERI, 1993; CLEICK, 1991; SEITER, 1995 apud
EZEQUIAS, 1998).

1.2.3 Aerodinamica

A transformagao de Joukowski € muito usada no desenho de aerofdlios, sob
as formas mais variadas (PAZQOS, 2005). Para tanto, utiliza-se a funcao de uma vari-

avel complexa f(z)=z +Z (soma da identidade com a inversa multiplicativa).

. 1 - . N s
Se a funcdo f(z)=z+— for utilizada para transformar a circunferéncia unitaria
Z

centrada na origem, obtém-se o conjunto de pontos z =¢", 0<6 <27z . Desta forma,
f(ej‘g): e’ +e7% =2co0s(0) = 2Re(ef"9), isto é a circunferéncia unitaria transforma-se em

um segmento no eixo real do plano complexo (PAZOS, 2005).

" John Hamal Hubbard é um matematico americano, conhecido pelas contribuicbes no campo da di-
namica complexa (CORNEL UNIVERSITY, 2003).
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/’\ —> s@=z+— |
L/

. ~ . . ~ 1
Figura 1.3: Transformagao do circulo num segmento mediante a funcéo f(z) = z+~. Fonte:
z

Pazos (2005, p. 8).

Porém, se a circunferéncia sofrer, previamente, uma pequena dilatagdo e um
deslocamento do centro ao longo do eixo real, a transformacao obtida ndo mais sera

um segmento e sim um aerofélio (PAZOS, 2005).

Para tanto, define-se a fungdo p(5.t)=-5+(1+3)”. Com essa funcéo, ob-
tém-se uma circunferéncia no plano complexo cujo centro é deslocado ¢ unidades
a esquerda sobre o eixo real e com raio 1 + o (Figura 1.4 a esquerda). O conjunto
resultante mediante esta fungédo é o aerofdlio mostrado na figura 1.4 (a direita).

Transieio do eireulo a asrofélic

Figura 1.4: Transformagéo do circulo unitario deslocado e dilatado apropriadamente no ae-
rofélio Fonte: Pazos (2005, p. 8).

Aplicando a transformacao de Joukowski nos modelos matematicos de aero-
félios sobre um cilindro (ou circulo, no caso bidimensional), os engenheiros aeronau-
ticos estabelecem previsbes das forcas de sustentacdo e arrasto nas asas de um
avido cujas secdes transversais possuem certas formas de aerofélios (PAZOS,
2005).

Além das aplicacdes descritas nesta secao, os numeros complexos também
sao usados para o estudo de fluxo de fluidos (SILVA; SOUZA; MARQUES, 2009).

As aplicagbes apresentadas revelam a importancia do estudo de numeros

complexos em outras areas do conhecimento. Sendo assim, pode-se afirmar que o
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estudo de numeros complexos é tao importante para a Matematica quanto para ou-

tras areas, conforme relatado acima.

1.3 Numeros Complexos e Tecnologias de Informacao e Comunicacao

A Matematica, muitas vezes, assume uma funcao social de diferenciacdo e de
exclusdo (MATOS, 2005). Sendo pouco acessivel, esta desempenha um papel
decisivo na vida das pessoas, rotulando-as e posicionando-as como aptas ou
inaptas a participacdo nos processos de decisdao da sociedade (MATOS, 2005).
Aliado a isso, o baixo desempenho dos alunos brasileiros na avaliacao do Programa
Internacional de Avaliacdo de Alunos (Programme for International Student
Assessment - PISA)'? (INEP, 2007) sinaliza que buscar formas que favorecam a

compreensao dos conceitos matematicos é de fundamental importancia.

O processo de ensino e aprendizagem de Matematica ndo pode ir na contra-
mao das necessidades atuais e permanecer estagnado, imutavel, encerrado em si
mesmo, como que alheio as mudancas. A Matematica estudada nas escolas deve

ser mais acessivel, de forma a se tornar menos excludente.

Segundo Carneiro (2004), a humanidade levou milhares de anos para
descobrir os numeros complexos, mas somente 200 anos apds a descoberta dos
nameros complexos comecgou-se a perceber o verdadeiro significado e as
potencialidades de aplicacao destes numeros. Passados outros 200 anos, o ensino
dos numeros complexos ainda contempla pouco a abordagem geométrica do tema,
apesar das possibilidades abertas pelos programas de computador de geometria
dindmica (CARNEIRO, 2004).

Nesse sentido, diversas a¢des podem ser empreendidas. As Tecnologias de
Informacdo e Comunicacgao (TIC), utilizadas em atividades de investigacado, podem
ser recursos importantes para aprendizagem de Matematica. Segundo Baldin
(2002), a utilizagdo dos recursos tecnolégicos na Matematica é motivada por
algumas facilidades que estes podem trazer, tais como: capacidade computacional,

2.0 objetivo do PISA é fornecer indicadores para a discussdo da qualidade da Educagéo Bésica, que
possam subsidiar politicas nacionais de melhoria da educacao. No Brasil, em 2006, 9.295 estudantes
na faixa de 15 anos (do 7° e do 8° anos do Ensino Fundamental e no 12 e no 2° anos do Ensino
Médio) participaram da avaliagdo do PISA. Numa escala de 0 (zero) a 800, os estudantes brasileiros
obtiveram uma média de 369,52 pontos na prova de Matematica. Com esse desempenho o Brasil
ficou em 549 lugar em Matematica, numa prova da qual participaram 57 paises (INEP, 2007).
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visualizacao grafica, descoberta e confirmacdo de propriedades, possibilidades de
executar experimentos com coleta de dados e modelagem de problemas,
especulacdes, entre outras. Segundo Bairral (2009) determinadas figuras
geométricas e representacdes graficas sao dificeis de serem construidas com
recursos tradicionais, como papel, lapis, quadro e giz, e sdo mais facilmente
desenhadas com o uso de ferramentas computacionais.

Diante das vantagens que estas tecnologias oferecem, considera-se que a
criacdo de recursos didaticos digitais'® que permitam ao aluno a experimentacgéo, a
investigacdo e a manipulacao, pode diminuir o elevado nivel de abstracao do estudo

de numeros complexos.

Segundo Dantas e Nascimento (2010), é importante fazer com que o aluno al-
cance o objetivo do estudo dos complexos a partir de uma investigacao que o permi-
ta promover reflexdes. As orientacdes contidas nos Parametros Curriculares Nacio-
nais incentivam essa postura, mas nao sugerem uma forma de inserir 0 conceito de
numeros complexos. Na verdade, mostra esse conceito como um tema isolado da
resolucao de equacdes e que pode ser visto como parte flexivel do curriculo. Sendo
assim, cabe ao professor buscar outros métodos para trabalhar o referido conceito, o
que envolve grande esforco por parte do docente, ja que na maioria dos casos sua
alternativa esta nos livros didaticos (DANTAS; NASCIMENTO, 2010).

Os programas de geometria dindmica abriram novos caminhos para o ensino
da geometria e, portanto, para o enfoque geométrico dos numeros complexos
(CARNEIRO, 2004). Neste sentido, tem-se, por exemplo, os applets. Com relagao
aos applets, Bairral (2009) destaca algumas vantagens:

Sua diferente apresentacédo e dindmica motiva os usuérios por
apresentar uma forma diferente de visualizacdo e interagdo dos
recursos usuais (livros e cds). Seu uso é desafiador. O usuario pode
aprender de forma diferente, até mesmo, interagindo com a figura.
Estimula o trabalho individual e coletivo. Sua facilidade de acesso
pela disponibilidade gratuita na rede. As fontes de informacao estao
muito mais diversificadas (BAIRRAL, 2009, p. 49).

'® Tais como os applets da unidade Investigando em C.
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O docente pode utilizar os applets tanto na elaboracdo das atividades para os
seus alunos, quanto no estudo e na aprendizagem prépria (BAIRRAL, 2009). O autor
afirma ainda que a escola deve estimular novas formas de experimentacao e criacao
por parte dos alunos, bem como seu uso critico € nao apenas cépia ou reproducao

de algo construido.

A escassa presenca de applets disponiveis em portugués é um alerta para a
necessidade de construgdo (por estudantes e professores) e disponibilizagdo em
sites nacionais, de preferéncia oficiais (de Secretarias de Educacdo, do MEC, de
Universidade, etc.) (BAIRRAL, 2009).

Diversas pesquisas tém sido realizadas sobre o0 uso de applets na aprendiza-
gem matematica (UNDERWOOD et al., 2005; BRANDAO, ISOTANI e MOURA,
2006; LEE, HOLLEBRANDS, 2006; SANTOS, 2008). O diferencial deste trabalho
monografico é a proposta pedagdégica da unidade de aprendizagem. Esta possibilita
0 uso de applets associado a atividades investigativas, permitindo o estabelecimento

de conjecturas sobre tépicos de niumeros complexos.

1.4 Estudos Relacionados

Para elaboracdo desta secdo, foram revisados alguns livros, dissertacdes e
artigos especializados no assunto. Segundo Oliveira (2010), as apresentacbes das
propriedades graficas dos numeros complexos sao tépicos ainda pouco abordados
nas escolas e mesmo nas faculdades, haja vista as poucas dissertacées (apenas
seis, de 1970 até 2009), nenhuma tese e mesmo pouco enfoque deste conteldo em
livros didaticos.

No artigo de Carneiro (2004), denominado “A Geometria e 0o Ensino dos
Numeros Complexos”, descreve-se a histéria dos numeros complexos e ressalta-se
o significado geométrico dos mesmos. Além disso, é feita uma andlise de como era
o ensino deste tema no periodo da pesquisa e € defendida a importancia do enfoque
geométrico e do uso de programas de geometria dindmica para o estudo de
numeros complexos. Por meio dessa analise, Carneiro (2004) verificou que o ensino
dos numeros complexos ainda era muito preso a sua origem historica, pouco se
beneficiando da abordagem geométrica iniciada ha 200 anos por Wessel, Argand e

Gauss. O autor afirma, ainda, que sem a referida abordagem, o aluno permanece
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com uma visdo demasiada formal e algebrizante, ndo se beneficiando da riqueza da

visualizacao e nao atribuindo um “significado” aos nimeros complexos.

Na dissertacdo de mestrado de Araujo (2006), “Numeros Complexos: uma
proposta de mudanca metodolégica para uma aprendizagem significativa no Ensino
Médio”, é apresentada uma proposta metodolégica para o ensino e aprendizagem
de numeros complexos, fundamentando-se nas dificuldades apresentadas pelos
alunos do Ensino Médio. Para tanto, foram realizados dois levantamentos de dados:
o primeiro relacionado a forma de apresentacdo dos conteudos dos numeros
complexos nos livros didaticos de Matematica; o segundo relacionado as entrevistas
realizadas com professores do Ensino Médio que ensinam numeros complexos.
Essa entrevista teve como objetivo verificar as dificuldades encontradas no estudo
deste tema. A partir dos dados levantados foi elaborada a proposta metodolégica
que foi experimentada com alunos do segundo ano do Ensino Médio do Centro
Federal de Educagdo Tecnolégica do Rio Grande do Norte (CEFET/RN).
Finalizando, os resultados obtidos sdo apresentados. O autor concluiu que a
mudanca metodolégica no processo de ensino e aprendizagem dos numeros

complexos por meio de atividades apresentou resultados positivos.

O artigo de Dantas e Nascimento (2010) “Numeros Complexos: uma analise
de livros didaticos do Ensino Médio” tem como objetivo refletir sobre a importancia
dada aos numeros complexos no curriculo nacional, bem como verificar como o0s
livros didaticos exploram este tema, analisando erros conceituais e o processo
histérico contido na abordagem do mesmo. Por meio de pesquisas, os autores
verificaram que a principal falha cometida por parte dos livros didaticos foi desviar o
percurso histérico, no qual utiliza-se a equacao o 2° grau como conceito, quando

deveriam utilizar como ferramenta.

A dissertacdo de mestrado em Educacdo Matematica de Oliveira (2010),
“Numeros Complexos: um estudo dos registros de representacdo e de aspecto
gréficos”, tem como objetivo investigar se uma sequéncia didatica explorando os
aspectos graficos dos nimeros complexos tornaria o aprendizado mais significativo.
Este trabalho visa destacar as operagdes com nimeros complexos, uma vez que as
mesmas estdo relacionadas a rotagdes, translacbes, simetrias, ampliacbes e
reducdes no plano de Argand-Gauss. Essa pesquisa apresentou resultados positivos

e negativos. Positivos em relagdo a visualizacado e apreensao dos aspectos graficos
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dos numeros complexos, que possibilitou o entendimento por parte dos alunos do
significado geométrico das operagdes entre nimeros complexos'. Um aspecto
considerado negativo foi a pequena quantidade de problemas que enfocasse os

aspectos geométricos dos numeros complexos.

O diferencial do presente trabalho monografico esta no uso de applets
relacionando Algebra e Geometria no estudo de nlmeros complexos. As
movimentacdes realizadas nos applets associadas as atividades possibilitam aos
alunos estabelecer conjecturas. Esse fato torna o estudo do tema mais agradavel e

menos abstrato.

Tendo em vista os objetivos deste trabalho monografico, apresenta-se no

proximo capitulo a configuracéo da pesquisa.

* Esta pesquisa nao contemplou potenciagdo e radiciagdo de nimeros complexos.



2 CONFIGURACAO DA PESQUISA: ASPECTOS METODOLOGICOS

Como ja destacado na introducdo, este trabalho visa analisar o desempenho
do aluno ao utilizar a unidade de aprendizagem “Investigando em C”. Para atingir os
objetivos estabelecidos, foi realizada uma pesquisa qualitativa por meio de estudo
de caso. Esse tipo de estudo permite que o pesquisador disponha de mais tempo
para adaptar seus instrumentos, modificar sua abordagem para explorar elementos
imprevistos, precisar alguns detalhes e construir uma compreensdo do caso que
leve em conta tudo isso (LAVILLE; DIONNE, 1999).

A vantagem da utilizacdo do estudo de caso, segundo Laville e Dionne
(1999), é a possibilidade de aprofundamento que este oferece, ndo sendo o estudo
submetido as restricoes relacionadas a comparacao do caso em estudo com outros

Casos.

As técnicas de coleta de dados usadas neste trabalho foram observagao e
questionario. Na observagédo, o pesquisador tem uma postura reflexiva perante o
observado, tomando notas, registrando e recolhendo dados por meio dos instrumen-
tos que julgar convenientes no desenrolar da investigacdo. Nao ha imposicao de li-
mite a investigacado, nem estrutura de andlise definida a priori; dessa forma é possi-
vel ter uma visao mais ampla da situacao e levar em consideracao varios aspectos,
sem isola-los uns dos outros (LAVILLE; DIONNE, 1999). No entanto, ressalta-se
que, durante uma observacdo nem sempre é possivel fazer anotagdes durante o
processo, o0 que exige disciplina e boa memaria do observador (LAVILLE; DIONNE,
1999). Quando o registro nao for feito durante a observacao (visando evitar perturbar
0 grupo e 0s acontecimentos), este deve ser redigido logo ao final da observacéao
para que os detalhes ndo sejam esquecidos. Esta técnica de coleta de dados tem al-
gumas limitagées, tais como: i) quantidade e variedade de dados que o pesquisador
deve tratar; ii) o pesquisador pode ser visto como intruso; iii) podem ser observadas
informacdes privadas que o pesquisador ndo pode revelar; iv) o pesquisador pode
nao ter boas aptidoes de atencao e observacdo (CRESWELL, 2007). Embora essa

técnica apresente alguns inconvenientes, como os listados, considera-se que a van-
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tagem que esta oferece, em termos de compreensao do contexto, faz da mesma

uma técnica adequada a pesquisa proposta.

Um questionario™ tem por objetivo o “conhecimento de opinides crencgas,
sentimentos, interesse, expectativas, situa¢des vivenciadas etc” (GIL, 1999, p.128).
Este instrumento de coleta de dados foi utilizado por permitir entre outras vantagens
0 anonimato nas respostas e nao expor os pesquisados a influéncia das opinides e
do aspecto pessoal dos entrevistadores. No entanto, esta técnica também apresenta
algumas limitacdes, dentre as quais respostas incompletas e dificuldade em relacao
a objetividade das questodes, pois os itens podem ter significado diferente para cada
sujeito (GIL, 1999).

A utilizacdo de mais de uma técnica de coleta de dados permite uma melhor
triangulacédo de fontes e de métodos (YIN, 2004). Tal orientacdo foi contemplada

neste trabalho, uma vez que foram utilizados questionario e observagao.

O trabalho foi dividido em 8 etapas: i) revisdo bibliografica sobre numeros
complexos e sobre o uso de TIC na educacdo, em literaturas especializadas no

assunto;

i) elaboracdo de applets; iii) elaboracdo de atividades pedagdgicas; iv)
elaboracao de questionarios;

v) realizagdo de um teste exploratorio para analise das atividades e dos
applets complementares;

vi) andlise dos dados levantados no teste exploratério; vii)

realizacdo de dois estudos de caso com alunos do Ensino Médio; viii) analise
dos dados levantados nos estudos de caso.

Na primeira etapa, foi feito um aprofundamento de estudos sobre o uso das
TIC na educacao e sobre numeros complexos. Foi, também, realizada uma pesquisa
sobre as aplicacdes dos niumeros complexos em diferentes areas do conhecimento.

Para tanto, foram consultados livros e artigos em literatura especializada.

® Questionario: “técnica de investigacdo composta por um nlmero mais ou menos elevado de
questdes apresentadas por escrito as pessoas” (GIL, 1999, p.104).
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O software GeoGebra também foi estudado para a elaboracao de dois applets
(segunda etapa) que complementaram a unidade. Os referidos applets se destinam

ao estudo de potenciagao e radiciagdo de complexos.

Na terceira etapa, foram elaboradas atividades pedagdgicas associadas aos
applets de potenciacdo e radiciacdo. As demais atividades associadas aos outros
applets, foram elaboradas durante o projeto de iniciagado cientifica. Além disso, foram
elaboradas atividades iniciais, destinadas aos alunos do Ensino Médio, visando
identificar se 0s mesmos possuem, ou ndo, alguns prérrequisitos necessarios ao

estudo de niumeros complexos.

A quarta etapa foi destinada a elaboracdo de trés questionarios. Um
questionario inicial, contendo perguntas sobre os dois applets desenvolvidos e suas
respectivas atividades, destinado aos participantes do teste exploratério destes
recursos. O segundo, destinado aos alunos do Ensino Médio, para investigar a
experiéncia dos mesmos quanto ao uso das TIC no contexto geral e, em particular,
no processo de ensino e aprendizagem. O terceiro, também destinado aos alunos do
Ensino Médio, contendo perguntas sobre os applets e sobre as atividades, assim

como, sobre a unidade de aprendizagem propriamente dita.

Na etapa seguinte, foi realizado o teste exploratério apenas para os applets
de radiciacao e potenciacao e atividades relacionadas aos mesmos, uma vez que o
teste exploratério dos outros applets e das outras atividades ja havia ocorrido no
ambito do projeto de iniciacdo cientifica. Esses testes foram realizados com

professores de Matematica em formacao inicial e em servigo.

Assim, o teste exploratério foi dividido em duas partes. A 12 parte,
denominada teste exploratério 1, ocorreu no ambito do projeto de pesquisa, em maio
de 2009, por meio de um minicurso realizado numa Instituicdo Federal de Ensino.
Neste foram analisados 13 applets e as atividades relacionadas aos mesmos. O
teste exploratério 1 teve duracdo de quatro horas (divididas em dois encontros). A
segunda parte, denominada teste exploratério 2, ocorreu durante este trabalho
monografico, por meio de um minicurso realizado Instituicdo Federal de Ensino, em
marco de 2010. Neste foram analisados os dois Ultimos applets (potenciacdo e
radiciacdo) e as atividades relacionadas aos mesmos. Este segundo teste teve
duracao de trés horas.
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Na sexta etapa foram analisados os dados levantados no teste exploratério
por meio de observacdo das atitudes dos participantes e do questionario
correspondente, para a verificacao de possiveis falhas.

Na etapa seguinte foram realizados dois estudos de caso com alunos do
Ensino Médio, tendo dois objetivos principais: i) experimentar os applets, as
atividades investigativas e a unidade de aprendizagem propriamente dita; ii) analisar
o desempenho dos alunos utilizando os recursos da unidade. O segundo estudo de
caso foi decorrente da analise do primeiro. Esta sinalizou que a falta de alguns
prérrequisitos influenciou o desempenho dos alunos no estudo de numeros
complexos utilizando a unidade de aprendizagem. Sendo assim, buscou-se outro
grupo de alunos que apresentasse caracteristicas que minimizassem as dificuldades

identificadas no primeiro estudo.

Inicialmente, os alunos responderam ao questionario que visa investigar a
experiéncia dos mesmos quanto ao uso das TIC no contexto geral e, em particular,
no processo de ensino e aprendizagem. Em seguida, resolveram a apostila de
atividades, sob orientacdo da autora deste trabalho, e as respostas foram
socializadas, visando compartilhar e discutir as solugdes encontradas. Além disso,
as apostilas resolvidas foram recolhidas para posterior analise das resolugdes das
atividades.

Os alunos foram observados ao longo de todas as atividades e, a partir disso,
foram feitos registros, para andlise. Finalizando, os alunos responderam ao
questionario que contém perguntas sobre os applets e as atividades, assim como,
sobre a unidade de aprendizagem propriamente dita. Por meio do questionario,
foram complementados os dados levantados por observagéo, para promover, assim,
uma analise mais completa da unidade de aprendizagem, tanto sobre sua
adequacao pedagdgica, quanto a facilidade de uso da mesma.

Por fim, foram analisados os dados levantados nos estudos de caso,

procurando verificar se os objetivos foram devidamente atingidos.

Nas proximas secoes sao descritas as etapas para realizacdo deste trabalho
monografico. Na secdo “Desenvolvimento dos applets” descreve-se como foi
desenvolvido cada applet e seus objetivos. Em “Elaboragéo das atividades” relata-se
a elaboracdo das atividades e apresenta-se o objetivo de cada uma delas. Em



37

“Unidade de Aprendizagem Investigando em C” apresentam-se o desenvolvimento
da Unidade, as secOes e as mudancas realizadas na interface das paginas da
unidade. Finalizando, em “Elaboracdo dos Questionarios” descreve-se a elaboragéao
dos trés questionarios aplicados neste trabalho monografico, assim como os

objetivos de cada um deles.

2.1 Desenvolvimento dos Applets

A motivacdo para o desenvolvimento dos applets para o estudo de numeros
complexos decorreu da importancia desse tema e das possibilidades abertas pelas

TIC, em termos de visualizacdo e movimentagao.

A unidade de aprendizagem contém 15 applets, sendo que 13 destes foram
desenvolvidos pela autora dessa monografia, no ambito do projeto de pesquisa
Tecnologias de Informacado e Comunicagcao no Processo de Ensino e Aprendizagem
de Matematica'®. De forma complementar, criou-se, no ambito deste trabalho
monografico, outros dois applets, totalizando os 15.

Estes 15 applets se destinam ao estudo de: i) Representacdo dos numeros
complexos no plano de Argand-Gauss; ii) Soma e subtracdo de dois numeros
complexos; iii) Soma de um ndmero complexo com um nuamero real e de numero
complexo com um numero imaginario puro; iv) Multiplicacdo de um numero
complexo por um escalar; v) Mddulo e Conjugado; vi) Forma trigonométrica de
namero complexo; vii) Multiplicacdo e Divisdo de complexos na forma
trigonométrica; viii) Poténcias de i; ix) Multiplicacao e Divisao por unidade imaginaria;
x) Potenciacao; xi) Radiciacéo.

Estes applets sdo utilizados na resolugdo das atividades'” sobre nimeros
complexos, todos sdo dindmicos, possibilitando, por meio de movimentagdo de
pontos, analisar varias constru¢des. Em 13 destes aparecem caixas numeradas, que
devem ser marcadas na sequéncia sugerida. Esta acado faz aparecer na tela textos
explicativos e/ou figuras sobre o tema em questao. A orientagdo para utilizacao dos

applets encontra-se nos enunciados das atividades da apostila. Os applets foram

® O referido projeto de pesquisa é desenvolvido no IF Fluminense Campus Campos-Centro e
coordenado pelas professoras Gilmara Barcelos e Silvia Batista (orientadora e co-orientadora desta
monografia, respectivamente).

7 Estas atividades compdem uma apostila descrita na secdo 2.3.
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desenvolvidos como construgdes no GeoGebra e transformados em applets por
meio de recursos deste préprio software. A facilidade de gerar os applets no
GeoGebra foi um aspecto bastante favoravel ao desenvolvimento destes recursos.

O GeoGebra é um software livre, que possibilita o trabalho com Matemética
Din&mica. A expressao “Matematica Dinamica” é utilizada por Markus Hohenwarter,
criador do GeoGebra, ao explicar as funcées do mesmo. Seria uma extensido da
definicdo de "Geometria Dinamica'®".

Nas subsec¢des a seguir descrevem-se 0s quinze applets elaborados.
2.1.1 Plano Complexo

O objetivo desse applet é apresentar o plano complexo ou de Argand Gauss
(Figura 2.1).

© cnraca || [ | |0 | B |
Biiniciar] @ (3 O Lok portt ot || 2 Windows Live W | @ Wndows Lve .. | ) teste2 de applte | ) relatério conces [[& cectebre 7. | Hl6 . B ooe
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Figura 2.1: Plano Complexo

A figura 2.1 mostra o numero complexo z = a + bi (parte superior esquerda),
que corresponde ao ponto P(a, b), marcado no plano complexo. O ponto P pode ser
movimentado e os valores de a e b, do niUmero complexo z, mudam de acordo com
a posicao do ponto P no plano. Os eixos das ordenadas e das abscissas sao indica-
dos por Im e Re, respectivamente.

'8 Segundo Braviano e Rodrigues (2002), a Geometria Dindmica permite a elaboragao de construgdes
eletrbnicas, nas quais os elementos béasicos podem ser movimentados na tela do computador sem
alterar as posicdes relativas entre esses elementos e os objetos construidos a partir deles. Além dos
objetos geométricos, o GeoGebra da um carater dinamico a outros objetos matematicos como
funcdes, graficos, numeros, formulas, entre outros, o que justifica a expressdo “Matematica
Dinamica”.
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2.1.2 Adicao de Numeros Complexos

O objetivo desse applet € possibilitar a visualizagcdo geométrica da soma de
dois numeros complexos, considerando cada um deles como um vetor com origem

no ponto (0,0) (Figura 2.2)
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Figura 2.2: Adicao de Numeros Complexos

Os numeros complexos, apresentados na parte superior esquerda do applet,
estdo representados, no plano complexo, por vetores com origem no ponto (0,0).
Para facilitar o entendimento, foram utilizadas cores iguais para escrever o nimero
complexo e tragar o vetor que o representa. Os vetores que representam os comple-
x0s sdo sempre tracados em linha continua. Os vetores em linha tracejada sé@o para-

lelos ao de mesma cor, em linha continua.

A soma dos numeros complexos z; e z, € 0 complexo z;. Geometricamente, a
referida soma € representada por um vetor de origem em (0,0) e ponto final na ima-
gem de z3, formando uma das diagonais do paralelogramo definido pelos vetores que

representam z; e z.. (respectivamente, em azul e vermelho, no applet).

2.1.3 Subtracao de Numeros Complexos

O objetivo desse applet é possibilitar a visualizacdo geométrica da diferenca
de dois numeros complexos, considerando cada um deles como vetor com origem

no ponto (0,0) (Figura 2.3).
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24=73‘ (-3 4 3.V A dlferem;a 2,=1,-Z, érepresentada
geometricamente pelo vetor que tem
2= 1+ (2)i origem em O (0,0) e extremidade
-z1=-2+ Di Ell z em(a-c,b -d) (uma diagonal do
R paralelogramo construido sobre
ERt i osvetores 7, e - 7,).
2 e
17 /1"PARTE S
7 ' 4.V Movao ponto fue é aimagem
1 I, 'f do complexo z, {ou z,)
1/ “1 e ohserve o vetor diferenca.
g
0 [’
&5 4 3 2 1,70 1 2 3 4 5 8 ! o T1o O
- S—Fﬂ A diferenca z, = z, - Z, & equivalente
'21". -7 . a soma z,+(z2,)e é representada
» 1 geometricamente pelo vetor que tem
" origem em O (0,0) e extremidade
K 2] em(c-a,d-h).
’ PO
:’ ‘." 6- [¥ Mova o ponto que é a imagem
- -3 do complexo z, ( ou Z,)
%4 23 PARTE e observe os vetores z, e
Z, (uma diagonal do
= o
1 paralelogramos construido
sobre os vetores z, e -z,).

Figura 2.3: Subtracao de Numeros Complexos

No applet, para facilitar o entendimento, foram utilizadas cores iguais para es-
crever o numero complexo e tragcar o vetor que o representa. Os vetores que repre-
sentam os complexos sdo sempre tracados em linha continua. Os vetores em linha
tracejada sao paralelos ao de mesma cor, em linha continua, como ja descrito no

applet anterior.

Nesse applet, mostram-se, geometricamente, as diferencas z: — z, e z> — zs,
sendo z; e z; representados, respectivamente, por vetores em azul e vermelho. Para
facilitar a descricdo da figura 2.3, foram colocadas indicagbes de suas partes: “12
PARTE” e “22 PARTE” (0 applet em si, ndo possui essa indicagao).

A 12 PARTE mostra a diferenca z,— z,, como sendo a soma z; + (— z).
O complexo — z, esta representado por um vetor em rosa € a soma z; + (— z2) € re-
presentada por um vetor em verde. O vetor soma tem origem em (0, 0) e ponto final
na imagem de z3, formando uma das diagonais do paralelogramo definido pelos veto-

res que representam z; e —z,.

A 22 PARTE mostra a subtragdo z. — z;, como sendo a soma z> + (— z1). O
complexo — z; esta representado por um vetor em cor marrom € a soma z. + (— z1) €
representada por um vetor em roxo. O vetor soma tem origem em (0, 0) e ponto final
na imagem de z., formando uma das diagonais do paralelogramo definido pelos veto-

res que representam z;e — z;.
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2.1.4 Adicao de um Numero Complexo com um Numero Real

Esse applet visa mostrar, geometricamente, que a soma de um dado ndmero
complexo z; = a + bi com numero real € um complexo cuja imagem se encontra sem-
pre naretay = b (Figura 2.4).

P . o Mires
ik . \-._\ BT

i -~ » . =Y
Agrastar ou selecionar objelos (Eeh

[ ] L - || L,

wtr

Mimerao Complexo

1-F Movn, a0 longs do etxo x o ponto qua & a imagen do complexo 2.,
o obmeve I, 7. 02,

25 Morea o ponto gque & 8 IMagem de Compiiae I, @ 1apita s agdes
Aol ardas fa e 1,

Himers Real

Figura 2.4: Adicao de um Numero Complexo com um Numero Real

Na figura 2.4, para facilitar a compreenséo, foram colocadas setas indicativas,
destacando o numero complexo e o real (0 applet mesmo nao possui tais setas). Ao
movimentar, ao longo do eixo x, o ponto que é imagem de z, (numero real), man-
tendo-se zi, z; = a + bi, observa-se que a extremidade do vetor soma (em verde, no
applet) percorre aretay = b.

2.1.5 Adicao de um Numero Complexo com um Numero Imaginario Puro

Esse applet visa mostrar, geometricamente, que a soma de um dado ndmero
complexo z; = a + bi com nimero imaginario puro € um complexo cuja imagem se

encontra sempre na reta x = a (Figura 2.5).
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.
\ *

%,

ABC

+)

r=2e (11

Waorver
Amastar ou sedecionar objedos (Esc)

1. 7 Mo, a0 lengo do sixn i, o penlo qua & & imagem 36 complexe 1.,
wobserve I, 1, 81,

> Mova o oo qua § & imdgem do complexo 1, @ Tepila a8 spdes
ol il andas na cola 1.

Nimero Complexo

Figura 2.5: Adicao de um Numero Complexo com um Numero Imaginario Puro

Na figura 2.5, as setas indicativas destacam o nimero imaginario puro

e 0 numero complexo (0 applet mesmo nao possui tais setas). Ao movimentar, ao

longo do eixo y, o ponto que é imagem de z, (imaginario puro), mantendo-se zi, z; =

a + bi, observa-se que a extremidade do vetor soma (em verde, no applet) percorre a

reta x =a.

2.1.6 Multiplicacao de um Numero Complexo por um Escalar

O objetivo desse applet é possibilitar a visualizacdo geométrica do produto de

um numero complexo z; por um escalar real, considerando z; e 0 produto obtido

como vetores com origem no ponto (0,0) (Figura 2.6).
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’E .A7 /7 ,:’7 I>'7 @7” 'd; X.‘ ABCJ‘ '%'7 n;:::iraruu selecionar ohjetos (Esc)
T{im
a | 1-i* Dado um niimero complexo z, =a + bi.
2-[v Mova o seletor k e ohserve z,, (produto de z, por um
5 escalar real k).
2y=3+ @) k=109 ——————— | SeletorK

z,=Kz,=27+(-18]1 4]

3-[¥ Mova o ponto que é a imagem do complexo z,,
3 movimente novamente o seletor k, e observe z,.

£

> =Kz, 2]

Figura 2.6: Multiplicacao de um Numero Complexo por um Escalar

O seletor k (indicado na figura 2.6) representa o numero real que sera multipli-
cado pelo numero complexo zi. O produto z, = kz; é representado pelo vetor em

vermelho, no applet

Quando k > 1, o vetor que representa z, tem mdédulo maior do que o vetor que
representa z;, com mesma direcao e sentido deste. Quando 0 < k < 1, o vetor que
representa z,, tem modulo menor do que o de z;, com mesma dire¢do e sentido des-
te. Quando -1 < k < 0, 0 vetor que representa z,, tem méddulo menor do que o de zi,
com mesma direcdo, porém com sentido oposto a este (situacdo mostrada na figura
2.6). Quando k < -1, o vetor que representa z,, tem mddulo maior do que o de zi,
com mesma direcdo, mas com sentido oposto a este.

2.1.7 Mddulo e Conjugado

O objetivo desse applet é possibilitar a visualizagdo geométrica do médulo de
um numero complexo, assim como de seu conjugado (Figura 2.7).
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A . [N O 4— . = Mover Bl
* /'/{_ Tl ;"‘__ . | Lo | ® N R n ‘%__ Arrastar ou selecionar ohjetos (Esc)
Im
5 1-[¥ Seja z = a+bi. 0 médulo de z, indicado por pou |z|, & a distancia
Z=3+(3)i do ponto P, que é aimagem do nimero complexo z, ao ponto O (0,0).
i[red e 4
Z=(3)"+(3) =424
_ 2-[v pplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo OPQ
z=3+(-3) temos que |Z[* = |a]° + [b[' =a° + b7,
al P=(3.3)
2 3-¥ Dado um nimero complexo z = a+bi, chamamos de
1 - conjugado de z, cuja notagao € , o nimero
=i complexo Z = a - hi (afxo do ponto P').
1
2 4-|v Mova o ponto P, observando modulo dez e do seu
conjugado.
[i] |— Re
T2 1o 1 "2 RE T4 s 7 g "o "10 11 "12 T13 T14
|
i
-1 |
7 1
!
i
2] |
i
1
i
-3 !
P'=(3.-3
-4 |

Figura 2.7: Médulo e Conjugado

O conjugado do complexo z; = a + bi € o nUmero complexo =z = a — bi.

As imagens desses complexos sdo simétricas em relacdo ao eixo das abscissas. O

médulo de z: (|z1] ou P) é o mbdulo do vetor opP, sendo O a origem e P a imagem

de z;. Para calcular o médulo de um nimero complexo z; = a + bi, basta aplicar o Te-

orema de Pitadgoras, obtendo |zi| = a2 + 52 .

2.1.8 Forma Trigonométrica de um Numero Complexo

Este applet visa definir argumento de um numero complexo e, a seguir, de-

monstrar como a forma trigonométrica € obtida a partir da forma algébrica. (Figura

2.8).
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Forma-algébrica

A Y = Y ./f.‘_ . a4» Mover &)
LJ /_ —— v"'\,_ Q/'_ L . aY '-}'_ Arrastar ou selecionar objetos (Esch

5_

1. ¥ A direcao do vetor OP é dada pelo angulo o (com 0 < @ < 2m),

2=2+(2)1 formade pelo vetor e pelo semi-eixo real positivo,
Forma trigonométrica <= 1? PARTE censiderado no semidllJ anti-horario. Para um complexo
Z=p(cos 45% i sen 45°) _nal?-nulu z, 0 angulo o & chamade de argumento de z,
indicado por arg(z).
b
3] 2- ¥ 'No triangulo OMP, temos que cosa = =t e seno= ; L
o= 45° p=45° A partir desses valores, determina-se a.
= = b
coma 071, coxB oD 2] P 3- ¥ Como cos o = = , entdo a = p . cosa. Como sen o =p—,
sena=0.71, senp=0.71 temos que b =p . sena.
/} 4 p 4- [ Sustituindo a e b na forma algébrica, temos:
1 h z=a+hi
I=p.coso+ip.sena
2 PARTE 7 =p [cosu + iseno)
oL/ Re
"s ] "a "2 " Olo a1 M2 "3 T4 s "8 7 "8 "o "o "1

5- [ Mova o ponto P, pelo primeiro quadrante, observe o
-1 angulo o e 0 complexo z na forma trigonométrica.

6-[v Nos demais quadrantes, o que foi definido acima continua valido.

-2 | Mova o ponto P, de mode que este fique no 2° quadrante, e ohserve
quecos a = - sen f e sen a = cos f ( dngulos suplementares),

0 que nos permite afirmar que:

] 2l

- + a " - =
€0S ¢ =- — , que & equivalente a afirmar que cos « =;, pois nesse quadrante a é negativo;
P

_ el
sena =

& = b 3 e
4 ? , fue € equivalente a afirmar que sena =E , pois nesse quadrante b e positivo;

Procedimento semelhante poderia ser feito para o 3 ° e 4° quadrantes.

Figura 2.8: Forma Trigonométrica de um Numero Complexo

Para facilitar a descricdo da figura 2.8, foram colocadas indicacdes de suas
partes: “12 PARTE” e “22 PARTE” (o applet em si, ndo possui essa indicagao). A 12
PARTE mostra a forma algébrica e a trigonométrica do numero complexo. A defini-
cdo de argumento de um complexo (dngulo formado pelo vetor que representa o
complexo e pelo semi-eixo real positivo, considerado no sentido anti-horario) e a de-
monstracdao de como a forma trigonométrica é obtida sao apresentadas na sequén-

cia de textos mostrados a partir da marcacao das caixas (na parte direita do applet).

A 22 PARTE mostra o seno e cosseno do argumento do numero complexo e
do seu complemento. Essas informagdes sdo necessarias para a compreensao do
texto da ultima caixa. Este esclarece que o que foi definido para o 1° quadrante con-
tinua valido para os demais, sendo feita a analise do que o ocorre, por exemplo, no
2° quadrante. Para tanto, é importante perceber a relacao que existe entre o seno do
argumento e do seu complemento, assim como a relacao existente entre os cosse-

nos desses angulos.

2.1.9 Multiplicacao de Complexos na Forma Trigonométrica

O objetivo desse applet € demonstrar como € realizada a multiplicacdo de

complexos na forma trigonométrica (Figura 2.9).
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IA//;—I\”@'/\{._I

-

Mover
ABC $ Arrastar ou selecionar abjetos (Esc) 2
¥

|

a]Im
7- ¥ Considerando que o ponto G é aimagem de um complexo z., temos que:
. oargumento de z, éigualac = (0, +90.).
,=2+(1)1 T omédulo de z, &iguala p, .p,.
222+ (3)i
i & Assim, a forma trigonométrica de zy @
Z,=(p,-p,)-(cos(B, +8,)+iseno(d +8,))
1-¥ Dado dois nimeros complexos z,ez,. 5| E sua forma exponencial é;
iz o (Ba+8,
2-[¥ Considere os nimeros complexos, Z, B2y, nao-nulos, na Trlangulo OA'P za=(|:l1.|12]e o
forma trigonométrica e na forma exponencial: i
z1=p1.(nnsﬂ1+isenﬂ1] ey i8,
22=92.(c0502+|sen82] ,=pe z=pe

1 i32
8- | Fazendo z,.2,=p.,e .p.e
B|+92]

3-¥ Observe que no triangulo OAP, OA =1. temos: 21.22=(|J1.|J2)e[

: Concluimos entdo, que z,=2,.7,
4-[¥ Movimente o seletor k, até o fim do seu segmento.

k
———— < ——— SeletorK

i) "8 I3 "8 I la T3 T2 IE
5- ¥ Como os triangulos OAP & OA'P’ séo congruentes, § = 8,
Mova o ponto D até o ponto Q. -1

6.7 Como AP’ & paralelo 3 DG, o triangulo OA'P" &

semelhante ao triamgulo OGD. 2]
Logo:

o8 OP 1 Py

o0 asTh,as 7 06=R,, 2

Figura 2.9: Multiplicagdo de Dois Numeros Complexos

A movimentacao do seletor k implica a movimentagao do triangulo OA’P’ (tan-
to o seletor, quanto o triangulo estao indicados na figura 2.9). A representacao geo-
métrica do produto dos dois numeros complexos € obtida por meio de semelhanca
de tridngulos.

2.1.10 Divisao de Complexos na Forma Trigonométrica

Este applet visa demonstrar como é realizada a divisdo de complexos na for-
ma trigonométrica (Figura 2.10).
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o ,-/ ,:f [

©

Mover
_| Arrastar ou selecionar objetos (Esc)
7

1- [ Dado dois nimeros complexos z, e z,

2 [V consitere os niimeros complexos, z, ez, nao-nulos, na
forma trigonométrica e na forma exponencial:
Z,=p,.(cost, +isend,) - eie‘ 8,
7,=p,.(cosb, +isend;) “17P4

3- [¥ Considere o triangulo APQ, no qual
a=0,-0,
Para ter uma melhor visualizacao de o
desmarque a caixa 2.

Im
5| 4- [7 Movimente o seletor k, até o fim do seu segmerto.
= i k
Y2 L Seletor K =———"~
z,=1+(4)i
5- [/ Como os triangulos APQ e AP'Q" sdo congruentes, o’ = d.
Mova o ponto B até que a medida de AB seja igual a 1.
6-¥ ComoBFé paralelo a Pa , 0 triangulo AP'Q"
é semelhante ao triangulo ABF.
Logo:
L e
AP AQ Py P Py
Re
"8 "7 IE] "5 "a "3 "2 Ta "5 s 7 IE "o "o "1 "2

1
I

7- [# Considerando que o ponto F & aimagem de um complexo Z.,, temos que:
o argumento de z, éigualac=a'= (8,-8,)eseu médulo &
iguala 2 .
Py

Triangulo AP'QY

Assim, a forma trigonométrica de Zy é
Fa ¥
2= ; (cos(0, - 0,) +isen(d, -0,)).

E sua forma exponencial é:
Py (858,00
z=—¢e
3 p,

|02
Z, Pog zZy Py (By 800
8.7 Fazendo, 2- 2 temos:i—= —e 3
z. |0| Z‘ D|

Py

Z
- - 2
Conculimos, entao, que 3=
1

Figura 2.10: Divisdo de Dois Numeros Complexos

A movimentacao do seletor k implica a movimentagéo do triangulo AP’Q’ (indi-

cados na figura 2.10). A representacdo geométrica da divisdo de z, por z;, sendo z; e

z,dois numeros complexos, é obtida por meio de semelhanga de triangulos.

2.1.11 Poténcias de i

Esse applet visa mostrar, geometricamente, que os vetores que representam

as poténcias i" (n natural) sdo obtidos por rotacdes de 90°% em relacdo a origem

(0,0), do vetor que representa a potencia i°, no sentido anti-horario (Figura 2.11).
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A * . —ul|l| 59 n(f‘_ X Mover
| I \ = . { {e ABC ; ;
% L _H/'/_ ,-’.T‘ L T‘ QT \'/T Y b o & H:_'T Arraste um abjeto selecionada
1- |7i0=1
2. ¥ |1=i
3 W i=1
3 2
4 M i=ili= =i
3
A im 5. M =i i=-i.i=1
5 4
13 PARTE R
6 ' 5
i - W i=i.i=-1
/1\ 8 M i=ii=-i
g8 7
— b % Miaiia
1 9 8
J Re 10- ¥ i =i .i=i.,eassimpor diante.
_] 11. - ¥ _Entéo, para calcular a potencia in,comnnatural,
1 efetuamos a divisdo de n por 4, e consideramos o resto|
dessa divisdo como sendo o novo expoente de'i.
100
Exemplo:i
100 || 4
a 0 25
23 PARTE ?
00 0
expoente P=i=1

Figura 2.11: Poténcias de i

Sao representadas as poténcias de i, por meio da rotacdo dos vetores, a fim
de que o usudrio possa identificar a repeticio a partir de i*. A 12 PARTE mostra a ro-
tacao dos vetores representados pelas poténcias de i. A 22 PARTE mostra como cal-

cular as poténcias de i", com n, natural.

2.1.12 Multiplicacao por Unidade Imaginaria

Este applet visa mostrar, geometricamente, que ao multiplicar um numero
complexo z; por i, o vetor que representa z; sofre uma rotagdo de 90°, em relacéo a

origem (0,0), no sentido anti-horario (Figura 2.12).



49

NE—
A L . . 2 NIETS Mover Gl
° ! /‘; L8 ' )7 Q/_ ‘/f.7 x a $7 Arrastar ou selecionar objetos (Esc)
g Im B
PRODUTO POR UNIDADE IMAGINARIA
z,=1+(3)i Paravisualizar a imagem de cada produto, movimente cada seletor até o fim do seu segmento.
5
) 2l 9 Q=3+ ()i
& .
\ o ppum—— SR N
] A3
7, ———————8 S-3 ()i
3 P a
=7 7,0 8 T=3.11+ (0:58)
1
i
2| i ﬁ
i
Q |
————————————— Y ' Seletores
i ! T
: i i '
i ' ‘
; 1 I e
1] I—q 3 2 1 1 o I1 2 53 4 & ‘E 2 8 ] 10 11 12 13 14
; i
|
‘ 1
Y AT IR S 5.
I
i
i
| -2
i
|
i
]

Figura 2.12: Multiplicac&o por Poténcias da Unidade Imaginaria

A movimentacao dos seletores promove uma rotacédo do vetor correspondente

a zy, no sentido anti-horario, de 90°, 1809, 270° e 360°, respectivamente, quando o

nimero complexo z; é multiplicado por i, %, i®, i*

2.1.13 Divisao por Unidade Imaginaria

O objetivo deste applet é mostrar, geometricamente, que ao dividir um name-

ro complexo z; por i, o vetor que representa z; sofre uma rotacao de 902, em relagéao

a origem (0,0), no sentido horario (Figura 2.13).

&'y

A e ol N4

L)

Mover
Arrastar ou selecionar objetos (Esc)

7,=3+(2)i

_______________

Paravisualizar a i

QUOCIENTE POR UNIDADE IMAGINARIA
de cada imente cada seletor até o fim do seu segmento.

b
& s =2 ()i

—_—eR=3+(-2)i

1
2
i

il ;
5 =8 5=2+(3)i
i

%
4 ——————8— T-083+(35)I

i

Re

T T T T T T T T T
5 ] r |_| a a 10 11 12 13

Seletores

Figura 2.13: Divisdo por Poténcias da Unidade Imaginaria
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A movimentacao dos seletores promove uma rotacdo do vetor correspondente
a z1, no sentido horério, de 902, 1809, 270° e 360°, respectivamente, quando o niume-

ro complexo z; é dividido por i, i# i3, i*.

2.1.14 Potenciacao de Numeros Complexos

Esse applet visa mostrar, geometricamente, como obter a férmula de

potenciacdo de numeros complexos (12 Férmula de De Moivre).

A . . ~u (|| s ',:,‘_ X 4 Mover D
] (IR ‘%_ Arrasta umn objeto selecionado (Esc)
12

=
ot £ : B i =
Quando p &€ um nimero irracional, o mesmo sera 1-[% Considere um complexo z, ndo-nulo, na forma
4o : atri : = n n
apr naforma tr ica com aproximagao 10 trigonomeétrica. Vamos obter z =[p(cosf+isend)] , i
o 1 b
O dligs Ts’s derimyls. com n natural , n > 1, por meio da multiplicagéo de z.z ,
2=2+(2)i D=\f§' i na forma trigonométrica.
Z2=2.83(cos 45°+isen 45°) [ \ 2-[¥ Mantenha n = 2 e movimente o sgleior k até o fim
5 l\‘. do seu segmento. Observeze 7 .
2'=0+(8)i \ n=?
i i i Seletorn —— K
z =2.Z =8(cos90° +isen90°) 4
\ Seletor k———=
- y . n., hn-1
A formula obtida para o calculo de Z é chamada de 4 z\" z 3-[¥ Volte o seletor K ao inicio do seu segmento.
17 formula de De Moivre. Movimente o seletor n, de forma a obter n = 3.
Movimente o ﬁeletor k até o fim do seu segmento e
. . . . : . . : . 2 . : . . jobserveze 2 ; . . . . .
18 18 14 12 -10 3 ] -4 2 0 2 4 [ 2 10 12 14 18 18 20 22 24
-z 4.+ Repita todo o procedimento da caixa3paran=4,n=5
e n = 6, ohservando, em cada caso, 7z e z”.
n
9 5- Sendo z = p (cosb + isenf) e z =1.2.2.2....2 temos gue:
nfatores
Kl 2" = p (cos + isend). p(cosh + isend). ... . p{cosd + isend) =
nfatores
-8
T =D.P. P P [COSE0* . +D) + IsoN(E+8+.49)]
nfatores n parcelas nparcelas

nn
ouseja:z =p .(cosnd+isennd)

Figura 2.14: Potenciacao de Numeros Complexos

O seletor n corresponde ao valor do expoente. A movimentacao do seletor k

implica a movimentagao do vetor que representa o complexo z".

2.1.15 Radiciacao de Numeros Complexos

Esse applet visa mostrar, geometricamente, como obter as raizes enésimas

de numeros complexos (22 Formula de De Moivre).
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Arguivo  Editar Exibir Opgles Ferramentas Ajuda

A * . e '{’L;_ X Mover E
bt o AECT ‘{_’_ Arraste urm ohjeto selecionado (Esc)
[

3- ¥ Volte o seletor w ao inicio do seu segmento.

z=1.87 (cos 71.62°+isen 71.62°) Movimente o seletor n, de forma a obter n=3.
Movimente o seletor w até o fim do seu segmento,
observando as raizes no plano complexo e suas

a representacdes na forma algébrica e trigonométrica.

z=0.59+ (1.78)i

w1=123(cos 23.87°+15en 23.87°)
4- [¢ Repita todo o procedimento da caixa 3 paran = 4,

w1 =1.13+ (0.5)i 3 n=5en=6

n
5-[¥ Todo niimero complexo w, tal que w =z
€ chamado de raiz enésima de z.

&

w =7

[|J2 (cosa + isenu)]n =p, (cosh +isend)

4 & 5] 7 B8 a 10 11 12 13 1

n . -
", {cosna +isenna) = p, (cosb +isend)

n n
2 L) "’1""2‘4"1

1- [ Considere os niimeros complexos z = Py (cos® +isend)
2 & n €0S na = cosd
ew=p, {cosa + i sena), nao-nulos, tal que w =z, 3 ==no=0+2km keZ
i z = sen no = senf
com n inteiro e n > 1. Vamos obter w, ou seja, as raizes

e 0+2km
enésimas de z. =

a
-4 n

2- [¥ Mantenha n = 2 e movimente o seletor w n B+2km a+2km
até o fim do seu segmento, observando as raizes ;.= ﬁ[cos( n 1+isen( n 11 com k=0, 1,2, 3,..(n-1) & n natural,n > 1
no plano complexo e suas representages na forma
algébrica e trigonométrica. Essaformula é conhecida como 2° formula de De Moivre.
n=13 wi s
—_—— o——————— Seletorw

Y\ Seletorn _J

Figura 2.15: Radiciacao de Numeros Complexos

O seletor n corresponde ao indice da raiz do complexo z. O seletor w
corresponde as raizes enésimas de z, e aos vértices dos poligonos formados para

n > 2. A movimentagao do seletor n implica a apresentacao das raizes.

Na secado seguinte descreve-se a elaboracao das atividades que sdo associa-
das aos applets descritos nesta se¢ao.

2.2 Elaboracao das Atividades

O objetivo da elaboracédo das atividades foi fornecer sugestbes de uso dos
applets, além de favorecer a experimentacdo dos mesmos. O professor podera usa-
las tais como estdo ou, entdo, té-las como ponto de partida para a elaboracao de
suas proprias atividades, de acordo com suas realidades. As atividades relacionam
os recursos dos applets com os objetivos pedagdgicos pretendidos. Buscou-se

trabalhar o enfoque geométrico do tema nimeros complexos™.

' A apostila usada no teste exploratério (Apéndice A) sofreu algumas alteracdes antes de ser usada
no primeiro estudo de caso.
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Nesse sentido, foi elaborada a apostila “Estudando NUumeros Complexos com
applets” (Apéndice B). Esta é dividida em duas partes. A primeira parte contém 15
atividades investigativas que incentivam a reflexdo sobre os resultados obtidos com
a manipulacao dos applets. A segunda parte contém 20 exercicios de aplicacao dos
conceitos abordados. Destaca-se que, das 15 atividades investigativas, 13 foram
elaboradas no ambito do projeto de pesquisa e 2 foram elaboradas no ambito deste
trabalho monogréfico. Em relacdo aos exercicios de aplicacao, 15 foram elaborados
no ambito do projeto de pesquisa e 5 foram elaborados no @mbito deste trabalho
monografico. Esses exercicios contemplam os temas que foram investigados nas
atividades realizadas com auxilio dos applets. As atividades foram experimentadas
com alunos do Ensino Médio, no ambito deste trabalho monografico; por isso, a
seguir, as mesmas sao apresentadas, bem como o objetivo de cada uma delas.

2.2.1 Atividade 1

A atividade 1 (Quadro 2.1) esta associada ao applet Plano Complexo.
Essa atividade visa colaborar para o entendimento da associacao existente entre os
nameros complexos e os pontos do plano de Argand Gauss (ou plano complexo).
Além disso, busca-se analisar as condigdes para que um namero complexo seja real

ou imagindrio puro.
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Quadro 2.1: Atividade 1

Atividade 1

Mo guadro da secdo Applets, da Unidade de Sprendizegem sobre MOmeros
Complexos "Investigando em C, cligue em "Plano Complexo” e determine o gque se pede:
) Margue az caixas que aparecen no gaedet e execute o gque for solicitado.

b Represzente, no plano complexo do goelet & imagem dos ndmeros complexos
2, =2—=8i,z-= -1 + 4i e z, = 2+6i. ldertifique & anote o gquadrante a gque cada um deles

pettence.
Himeros conplexos Ouadrantes
z,=2-9i
zp=-1+4i
;= 2+ E

C) Aprezente um complexo z,, cuja imagem seja representada no 3° gquadrante do plano

complexo (represente, no aepded, aimagem do complexo apresentado):

d) Complete oz espagos abaixo com sinal de = ou =
Seumcomplexo z = a + hitem imagem representads no:
* 3Fquadrante, entdo a__De b __ 0

* 1% guadrarte, entdo a __ D e b

_ O
* 2 quadrante, entdo a__ De b __ 0
+ 4% quadrarte, entdo a __ Oe I __ 0.
&) Um nimero complexo T & um imaginario puro se & parte real de 2 & nula. Um ndmero
complexo & um namero real =8 a parte imaginaria de £ & nula. Em cada tem ahaixo,
apresente wm nomero complexo stendendo ao gue e pede e represente & imagem

deste, no plano complexo do apepiet
- um numern imaginario puro, gue tenha parte imaginaria positiva;
- Lum ndmero imagingtio puro, que tenha partte imagingria negsativa;
- um numern real positivo;

- um numern real negstivo;

) E possivel gue algum nimero imagindrio puro tenha imagem represertads fora do eixo
das ordenadas? E possivel gue algum ndmero real tenha imagem representada fora do

eix0 daz abscizsasy Justifigue suas respostas.

g) Salve o arguivo, em "Meus documentos" nomeando-o "Atividade1".

2.2.2 Atividade 2

As atividades 2 e 3 estdo associadas ao applet Adicao de Complexo. A
atividade 2 (Quadro 2.2) visa destacar que o numero complexo também pode ser
representado por um vetor no plano de Argand-Gauss. Além disso, busca mostrar
que a soma de dois numeros complexos pode ser realizada graficamente por meio

da regra do paralelogramo, abordada no estudo de vetores.
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Quadro 2.2: Atividade 2

Atividade 2

Abra o applet "Adicéo de Complexos” (Adicdo Num. Complexos) e determine o que
se pede:

a) Margque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Considere um numero complexo z,, distinto de 2z, z; € 23, @ trace, no plano complexo
do applet, o vetor que o representa. Para tanto, use o recurso “Vetor definido por dois

pontos” ( ). Se desejar, indique junto ao vetor tracado, o seu rotulo z4 e estabeleca
uma cor para o mesmo, como explicado na secéo |l

¢) Represente o vetor correspondente & soma 2z; + 2z, tracando, inicialmente, o
paralelogramo definido pelos vetores gque representam z; e z,. Para tanto, use o recurso

=
“Vetor definido por um ponto” ( = ). Se desejar, indique junto ao vetor soma, o rétulo

2; + 2, e estabeleca uma cor para o mesmo.

d) Salve o arquivo, em “Meus documentos” nomeando-o “Atividade2”.

2.2.3 Atividade 3

Na Atividade 3 (Quadro 2.3) o objetivo é fazer com que os alunos conjecturem
as condi¢des para que um numero complexo, resultante da adi¢do de dois numeros
complexos, seja real ou imaginario puro. Possibilita, também, conjecturar que se z: e

Z> S0 opostos entao z; = z> + z; € nulo.

Quadro 2.3: Atividade 3

Atividade 3

Abra, novamente, o gopief "Adicao de Complexos” (Adigdo MUm. Complexos) e
determine o que se pede:

a) Margue as calkas que aparecem no apiet.

h) Movimente o ponto que & a imagem de 7;, até que z esteja sobre o eixo imaginério. O
nimero complexo Z; & imaginario puro ol um ndmero real? Descreva 0 gue wacé
ohservou guanto a parte realde z) e ;.

) Movimente o ponto que @ a imagem de 7, até que Z; esteja sobre o eixo real. O
numero camplexa e imaginario pura au um ndmero real? Descreva o gue vocé obhserou
quanto a parte imaginaria de ; e 7.

d) Mova o ponto que & a imagem de Zy até obter z; = 3 + 2i. Mowa 0 ponto que & a
imagem de 7; até obter z; = -3 —2i. Descreva o gue observou quanto a z;.

e) Mova 0 ponto gue & a imagem de Z; ate obter Z = 0 + 0i. Descreva 0 que vocé
ohserau guanto a 7y + Zz.
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2.2.4 Atividade 4

As Atividades 4 e 5 sao associadas ao applet Subtracao de Complexo. O
objetivo da atividade 4 (Quadro 2.4) é destacar que a subtracdo de dois numeros

complexos, também, pode ser representada graficamente por meio da regra do

paralelogramo.
Quadro 2.4: Atividade 4
Atividade 4
Ahra o appiet "Subtragio de Complexos” (Subtragao Mim. Complexos) e determine o
fue se pede:

a) Margue as caixas gue aparecem no agplef e execute o gue for solicitada.

h) Desmargue as caixas 2, 3,4, 5e 6.

c) Considere um numero complexo zs, distinto dos complexos apresentados na tela, e
trace no plano complexa, o vetor que o representa (para tanto, proceda como no item b

da atividade 2). Trace, tambem, o vetor que representa — Zs.

d) Construa o paralelogramo definido pelos vetores gue representam zy e — Z5 (para tanto,
proceda como no item © da atividade 2). A seguir, trace o vetor gue representa a soma
Zy +[-Z5), que & correspondente 3 subtragdo z, — z5 .

e) Salve o arguiva, em "Meus documentos” nomeando-o " Atividaded”,

2.2.5 Atividade 5

Nesta atividade (Quadro 2.5), o objetivo é levar os alunos a conjecturar as
condigbes para que um numero complexo resultante da subtragdo de dois numeros
complexos seja real ou imaginario puro. Além disso, busca-se incentivar o aluno a

refletir que se z; = z1 — z, € z» é nulo, entéo z; = z1.

Quadro 2.5: Atividade 5

Atividade &

Abra, novamente, o apolel "Subtracdo de Complexos” (Subtragio MNum. Complexos)
e determine o gue se pede

a) Margue as caixas 1, 2 e 3 gue aparecem no gopiet

by Movirnente o ponto que & a imagem de 7, até que 7; represente um nuMmero imaginario

puro. Descreva o gue vocé ohservou quanto & parte real de 7y e 72

c) Mova o ponto gue € a imagem de I ate ohter z; = 0 + 0i. Descreva o que vocé
observou com relagdo a I; = Iy — 2z

d) Desmargue as caixas 2 e 3 e marque a caixa 8.
&) Movimente o ponto gue & a imagem de z: até que zg represente um numero real

Descreva o que vocg observou quanto & parte imaginéria de zy e z;.
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2.2.6 Atividade 6

A Atividade 6 (Quadro 2.6) estd associada ao applet Adicao de um
Nuamero Complexo com um Numero Real. O objetivo desta atividade é possibilitar
que os alunos conjecturem que a soma de um nimero complexo (z = a + bi, coma e
b diferente de zero), com um numero real, pode ser um nimero imaginario puro ou
um complexo do mesmo tipo de z. Destaca-se que, por meio desta atividade,
analisa-se, também, o aspecto geométrico do que foi conjecturado.

Quadro 2.6: Atividade 6

Atividade &

Abra o appiet "Adicdo de um ndmero complexo com um real” (Adicdo Num. Real) e

determine o que se pede:

a) Margue as caixas que aparecem no agpief e execute o que for solicitado

b) Descreva o gue vocé observou com relagdo a parte imaginariade 7, e 7;

c) Ao mover o ponto gue representa a imagem de z; até obter z; = -7z, gue wvetor
representa a soma ;7

d) Sendo zy um ndmero complexo em gue a parte real e a parte imaginaria sao0 diferentes
te zero e z; Um numero real, & possivel gue z; = 7, + z; Seja um numero real? E possivel
que 3 SEja um imaginario pura? Justifigue suas respostas.

2.2.7 Atividade 7

A atividade 7 esta associada ao applet Adicao de um Numero Complexo
com Numero Imaginario Puro. O objetivo é levar o aluno a conjecturar que a soma
de um numero complexo (z = a + bi, com a e b diferente de zero), com um namero
imaginario puro, pode ser um numero real ou um complexo do mesmo tipo de z.
Além disso, por meio desta atividade, os alunos analisam o aspecto geométrico do
que foi conjecturado.

Quadro 2.7: Atividade 7
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Atividade 7

Abra o aopief "Adicio de um ndmero camplexo com um imaginario purc” (Adigio Im.
Puro) e determine o que se pede:

a) Margue as caixas gue aparecem no aopletf e execute o que for solicitado.

b} Descreva o gue vocé observou com relagao a parte real de z, e 73,

c) A0 mover o ponto que representa a imagem de zy até obter 7y = - 7z, que vetor
representa a soma z,7?

d) Sendo z; um ndmero complexo em gue a parte real e a parte imaginaria sao diferentes
de zero e z; UM ndmera imaginario puro, e possivel que z; = Z; + Z; seja um numero real?

E possivel gue 7; seja urm imaginério puro? Justifigue suas respostas.

2.2.8 Atividade 8

Para realizagdo desta atividade (Quadro 2.8) é usado o applet Multiplicacao
de um Numero Complexo por um Escalar. O objetivo desta atividade é analisar o
comprimento, a direcdo, e o sentido do vetor que representa o produto de um

namero complexo por um escalar real (k), considerando diversos valores de k.

Quadro 2.8: Atividade 8

Atividade 8

Abra o agplst "Muttiplicagdo de um ndmero complexo por um escalar” (Multiplicagdo

por escalar) e determine o gue se pede

a) Margue as caixas gue aparecem no applet e execute o que for solicitado
by O gue & possivel afirmar sobre o comprimento, a diregdo e o sentido do vetor gue
representa z,, em relagdo ao vetor que representa z,, quando

= 0<k<1

k=1

Sk=-1

=< -1<k=0

<k=-1
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2.2.9 Atividade 9

A atividade 9 (Quadro 2.9) esta associada ao applet Médulo e Conjugado.
Esta atividade tem dois objetivos. O primeiro é definir conjugado de um numero
complexo e o segundo é levar o aluno a conjecturar que o nimero complexo e o seu

conjugado possuem o mesmo maodulo.

Quadro 2.9: Atividade 9

Atividade 9
Abra o applet “Méadulo e Conjugado” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Compare a parte real z com a de z. Descreva o que vocé observou.

¢) Compare a parte imaginaria de z com a de Z e descreva o que vocé observou.

d) Movimente o ponto P e observe z e o seu conjugado (canto superior esquerdo do
applef). E possivel que z seja igual ao seu conjugado? Em caso afirmativo, qual a

condic&o para que isso ocorra?

e) Movimente o ponto P e observe o mddulo de z e o do seu conjugado (canto superior

esquerdo do applet). Descreva a relagdo entre o mddulo de ze z.

2.2.10 Atividade 10

A atividade 10 (Quadro 2.10) esta associada ao applet Forma
Trigonomeétrica. O objetivo desta atividade é mostrar que o nimero complexo pode

ser expresso na forma trigonométrica.

Quadro 2.10: Atividade 10

Atividade 10

Abra o applet “Forma Trigonométrica” (Forma. Trig) e determine o que se pede:
a) Margue as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b} Desmarque as caixas 4, 5 e 6 que aparecem no applet.
c) Movimente o ponto P, observe os valores de o e o apresentados no canto inferior

esquerdo da tela, e escreva o nlmero complexo na forma trigonométrica

(z= plcosa+isenc)).
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2.2.11 Atividade 11

Para realizacdo desta atividade (Quadro 2.11), é usado o applet Poténcias
de i. O objetivo é fazer com que os alunos observem um padrdo nas poténcias, ou
seja, que os alunos verifiquem que as poténcias se repetem a cada grupo de quatro

(i() il i2 i3 )-

Quadro 2.11: Atividade 11

Atividade 11

Abra o applet “Poténcias de i e determine o que se pede:

a) Margue somente até a caixa 10 e descreva o que vocé observou.

b} Marque a caixa 11 e verifigue se o que vocé descreveu no item anterior esta de acordo

com a teoria apresentada nessa caixa.

c) Calcule %%,

2.2.12 Atividade 12 e 13

As atividades 12 (Quadro 2.12) e 13 (Quadro 2.13) estdo associadas,
respectivamente, aos applets Multiplicacao por unidade imaginaria e Divisao por

unidade imaginaria.

O objetivo das referidas atividades € possibilitar que os alunos observem as
transformacgdes graficas (rotacdes) que ocorrem com o vetor (representacdo do
namero complexo) quando o mesmo € multiplicado ou dividido pela unidade

imaginaria.

Quadro 2.12:; Atividade 12
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Atividade 12

Abra o applet “Multiplicacdo por unidade imaginaria® (Mult. unidade Im.) e determine
0 que se pede:

a) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para oufro
quadrante e execute, novamente, o que & solicitado no applet.

b) Descreva o que vocé observou com relagéo a multiplicagdo de um ndmero complexo
pela unidade imaginaria (i }.

Quadro 2.13: Atividade 13

Atividade 13

Abra o applet “Divisdo por unidade imaginaria” (Div. unidade Im.) e determine o que
se pede:

a) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para outro
gquadrante e execute, novamente, o que & solicitado no applet.

b) Descreva o que vocé observou com relac&o a divisdo de um nimero complexo pela
unidade imaginaria {1 ).

2.2.13 Atividade 14

Para realizagdo da atividade 14 (Quadro 2.14) é usado o applet Potenciacao.
O objetivo da atividade 14 € obter a férmula da potenciacao (12 férmula de De
Moivre) de um numero complexo, por meio da comparacao dos valores dos mddulos

e dos argumentos de um numero complexo dado e de poténcias deste nimero.

Quadro 2.14: Atividade 14
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Atividade 14

Abra o goplet "Paotenciagdo” & determing o que se peda:
a) Marque as caixas 1 e 2 do apalet & execute o que for solicdtado.
by Dezcreva 3 relagdo entre of madulos de = & °, assim como, 3 relagio entre zausz

argumentos.

clhdarque 3 caixa 3 e execute o que forsolicitada.

3

d) Descreva a relagdo entre oz madulos de = & 2° |, assim como, a relagio entre seus

argumentos.

elMarque a caixa<d e execute 0 que & solictado para n=4.
fi Desereva a relagdo entre os midulos de =z & =4, assim coma, a relagdo entre seus

argumentos.

g1 Wolte o seletork ao inido do seu segmento, torne n =2 & desmarque as caixas 2, 3 e
4. Altere o complexn z, movendo o ponto que & sua imagem, refaga oz itens anteriores e

registre suas respostas abaixo.

A partir do que foi observado & conjecturado nos itens anteriores escreva =™ em fungdo

de & e B, considerando que z= ploos B+ isenf).

i1harque a caixa 5 e verifique se o que foi conjecturado noitem h estd cormreto.

2.2.14 Atividade 15

A atividade 15 (Quadro 2.15) esta associada ao applet Radiacao de um
numero complexo. O objetivo desta € possibilitar ao aluno conjecturar que é
possivel obter as raizes de um nimero complexo a partir de uma delas, por meio da
relacdo que pode ser estabelecida entre as raizes e os vértices de um poligono

regular.



Quadro 2.15: Atividade 15

Atividade 15
Abra o apolef "Radiciacio” e determine o que se pede:
a) Margue as caixas 1 e 2 do applefl e execute o que for solicitado.
b) Descreva a relagio entre os modulos de wy e wy e, também, a relagao entre seus
argumentos.

c) Margue a caixa 3 e execute o que for solicitado.
d) Descreva a relacio entre 0s modulos de wy &, assim como, entre Seus argumentos

Alérm disso, descreva a relago entre os modulos de w, @ wy, assim como, entre seus

argumentos,

&) Marque a caixa 4 & execute o que for solicitado paran =4
f) Descreva a relacdo entre os madulos de wy e w;, assim Como, entre Seus argumentos
Descreva as referidas relagdes também para wi 8 W, Wy B Wy

g) Volte o seletor w ao inicio do seu segmento, tome n = 2 e desmarque as caixas J e 4
Altere 0 complexo z, movendo o ponto que & sua imagem, refaca os itens antenores e
registre suas respostas abaixo.

h) Observe que o numero indicado no seletor n corresponde ao indice da raiz do
complexo z. Descreva a relagdo entre o wvalor de n e 0 ndmero de raizes
correspondentes

i) Para n = 2, descreva a relago entre os pontos gue s3o as imagens das raizes e os

poligonos regulares formados.

J} Considerando n = 2, seria possivel determinar a raiz wy, 3 partir da raiz w7 Justifigue
sua resposta,

k) Considerando n = 3, descreva como sena possivel determinar as outras duas raizes, a
partir da raiz wy

) Margue a caixa 5 e observe a dedugdo da segunda férmula de De Momnre.

A seguir apresentam-se as sec¢oes da Unidade de Aprendizagem.
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2.3 Unidade de Aprendizagem Investigando em ¢

Com a unidade “Investigando em C” espera-se, como ja mencionado, colabo-
rar para o processo de ensino e aprendizagem de numeros complexos, no Ensino
Médio. A referida unidade foi desenvolvida sob um enfoque sécio-interacionista, as-
sim o0s applets e as atividades propostas, que ndo sao convencionais como geral-
mente apresentadas nos livros didaticos, sdo vistos como instrumentos mediadores.
O uso destes instrumentos, segundo Vygotsky (2007), reorganiza, de forma radical,

as funcgodes psicoldgicas superiores, tais como memoria e atengao.

Descrevem-se, a seguir, as secdes da unidade “Investigando em C”. A Figura
2.16a mostra a tela de apresentacao da unidade que foi elaborada no ambito do pro-
jeto de pesquisa “Tecnologia de Informacédo e Comunicacao no Processo de ensino
e Aprendizagem de Matematica”. No desenvolvimento deste trabalho monografico,
as paginas da referida unidade foram reformuladas, tendo em vista um design mais
moderno (Figura 2.16b).

A Z‘ Unidade de Aprendizagem para Estudo de Nimeros Complexos: Investigando em C d}
EZ88r1cade de Aprendizagem para Estudo de Nameros Complexos: Investigandoemc ANl

em(C

de Matematica

2. 16b: Versa
2.16a: Versdo antiga 6b: Versao nova

Figura 2.16: P4gina de Apresentacao

Apresenta-se, em algumas paginas da unidade, a imagem de uma professora,
como mostra a figura 2.16. Nos baldes ha sempre frases que incentivam o usuario a

usar a unidade e manipular os applets.

Além da seg¢ao Apresentacao, a unidade possui outras seis sec¢des: Aspec-
tos Historicos; Applets; Apostila; Links; Créditos e Aplicacoes.

Na secao Aspectos Histéricos descreve-se o surgimento dos numeros com-
plexos. Para acessa-la basta clicar no menu principal em Aspectos Historicos (Fi-
gura 2.17).
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nidade de Aprendizagem para Estudo de Nimeros Complexos: Investigando em C

i Aspectos Historicos Applets Apostila Links Créditos

Contrariands & que &, muitas vezes, divulgade nos Hvros diditicos, a construgao da tesria dos
nilmeros complexss nio teve origem na anilise das equace: 4o segunds grau, mas sim, na
busca da solugac da equagao do terceiro grau (MILIES, 1993)

Na primeira metade do século XVI, o matematico italiane Gerénime Cardane apresentou, am
sua obra Ars Magna, uma forma de resolver equagdes cibicas do tips x' +px = q, compeq
reais {forma ¢31a que havia side descoberta por autre matematico italians, Niccolo Tartaglia)
(MELLO, 2005). Cardano, ao resolver a equagao da qual ele conhecia a raiz 4, se deparou com
raizes quadradas de numercs megativos, algo que era considerado inexistents na epoca
(MELLO, 2005)

Raphael Bombelli (1526-1573), um admirador da Ars Magna de Cardano, publicou uma obra
denominada IAlgebra, em 1572, expondo os mesmos assuntos, mas de forma mals didatica
(MILIES, 1993). Nessa obra, ele estudou a resolugac de equagoes de grau nao sUperior a quatro
@ considerou, em particular, a equagao x' + px = g Ao aplicar a formula de
calculo das raizes, ele decidiu prosseguir, considerande a possibilidade d
exprassées envolvando raizes quadradas de nimeros negativos Dessa forma, ele conseguiu
obter raiz 4, previamente conhecida
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Para acessar os applets basta clicar, no menu principal, em Applets. Esta
acao mostrara a tela apresentada na Figura 2.18. Nessa secao ha link para cada um

dos 15 applets e para o Tutorial Geogebra, que explica como

programa.

utilizar o referido
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Apresentagao Aspectos Historicos Applets Apostila Links Créditos

- Plano Complexo

- Adigao de Nimeros Complexos

- Subtragdo de Numeros Complexos
- Adigao de Numero Real

- Adigao de Numero Imagindrio Puro
- Multiplicagdo por Escalar
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- Multiplicagdo por Unidade Imagindria
- Divisdo por Unidade Imagindria

10 - Médulo e Conjugado

11 - Forma Trigonomeétrica

12 - Divisao Trigonomeétrica

13 - Multiplicagao Trigonometrica

14 - Potenciagao

15 - Radiciagdo

Tutorial Geogebra: Applets

00N o U R N

Projeto TIC no Processo de Ensino e Aprendizagem de Matematica
IF Flumninense Carmpus Campos-Centro
Campos dos Goytacazes - 2010

WAL ess }

fan
N

Figura 2.18: Pagina da segao Applets

Clicando, por exemplo, no primeiro link é aberto o applet “Plano Complexo”,
conforme mostra a figura 2.19.
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Figura 2.19: Applet do Plano Complexo ]

Os applets podem ser salvos a partir da unidade para que, assim, 0S USUarios
possam fazer modificacdes. Segundo Moreira, Barcelos e Batista®® (2010) a
possibilidade de modificar applets € muito importante, pois permite adequéa-los ao
contexto de cada sala de aula.

A unidade contém, ainda, uma secdao que disponibiliza a apostila de
atividades investigativas. Para visualiza-la, o usuario deve clicar, no menu principal,
em Apostila (Figura 2.20). Na pagina que sera aberta ha um link para a apostila de
atividade, no formato PDF.

| :
~/ Unidade de Aprendizagem para Estudo de Nimeros Complexos: Investigando em C '@

Aprasentagao Aspectos Histoncos Apphats Aportila Links Craditos

Resolva
atentamante

MNesta secac disponibilizamos uma apostila contende atividades investigativas, a serem realizadas
com auxlio dos appleis sobre Numeros Complexos (segao Appleis)

Clique_aqu: para obler a apostila de atividades

Projeto TIC ne Processo de Ensine & Aprendizagem de Matematica

.'-'4'5’.‘ “; Q
Figura 2.20: P4gina da Apostila

Na secao Links (Figura 2.21), apresentam-se alguns enderecos eletrénicos
de paginas que abordam o tema numeros complexos. Visa-se, assim, fornecer

outras fontes de consulta aos usuarios da unidade.

2 Neste artigo € explicado o procedimento para gerar applets por meio do GeoGebra.
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Figura 2.21: P4gina de Links

Na secao aplicacoes (Figura 2.22), apresenta-se a utilizacdo dos numeros
complexos em outras areas de conhecimento. Nesta se¢ao sao descritos 0 uso de

nameros complexos nas areas de Engenharia Elétrica, Fractais e Aerodinamica.

7 Unidade de Aprendizagem para Estudo de Numeros Complexos: Investigando em C %

Apresentagéo Aplicagbes Aspectos Histéricos Applets Apostila Links Créditos

Segundo Araujo (2006), a inclusdo dos numeros complexos nos parametros curriculares para o
Ensino Médio e a aplicagdo deste tema em outros contextos como Fisica, Engenharia,
Circuitos Elétricos, Topografia, Informatica e Cosmologia sinalizam a importancia deste
conteldo para a formagdo matematica do aluno. Neste trabalho monografico, por meio de
revisdo bibliografica, foram identificadas aplicagdes de Nimeros Complexos em Engenharia
elétrica, no estudo de Fractais e na Aerodindmica. Estas aplicagbes sdo descritas nas
subsecdes a seguir:

1 - Engenharia Elétricq| 2 - Fractais 3 - Aerodindmica
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Figura 2.22: Pagina de Aplicagoes

Finalizando, na secao Créditos (Figura 2.23) apresentam-se os nomes dos
autores da unidade e as ferramentas utilizadas no desenvolvimento da mesma.
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Figura 2.23: P4gina de Créditos

Para a coleta de dados promovida no teste exploratério 2 e nos dois estudos
de caso foram utilizados alguns questionarios. A secao seguinte descreve a

elaboragdo dos mesmos.

2.4 Elaboracao dos Questionarios

Além da elaboracédo dos applets e das atividades relacionadas aos mesmos,
foram elaborados trés questionarios. O primeiro para ser respondido pelos
participantes do teste exploratério 2. O segundo e o terceiro para serem respondidos
pelos alunos do Ensino Médio participantes da experimentagao.

O questionario destinado aos participantes do teste exploratério 2
(Apéndice C) contém oito perguntas sobre os dois applets desenvolvidos e suas
respectivas atividades além de, duas perguntas sobre a unidade de aprendizagem.
Vale ressaltar que no teste exploratério 1, os participantes também responderam um
questionario com perguntas sobre os 13 applets e suas respectivas atividades.
Esses questionarios tém o objetivo de levantar dados sobre as atividades, os applets
e a unidade, tais como clareza e sua adequacado ao publico alvo, bem como
possiveis experiéncias anteriores com relacdo ao uso de tecnologias digitais. A
penultima questdo, do questionario aplicado no teste exploratério 2, verifica a
avaliacdo, dos participantes, quanto a unidade em relacdo ao conteddo, a
usabilidade e a didatica. A dltima pergunta, que é aberta, solicita que os
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participantes apresentem sugestdes ou criticas em relagdo a unidade de

aprendizagem.

O segundo questionario é o de sondagem (Apéndice D), contendo oito
perguntas. Estas visam investigar a experiéncia do aluno quanto ao uso das TIC, no
contexto geral e, em particular, no processo de ensino e aprendizagem. Os alunos

responderam esse questionario antes da experimentacao.

O terceiro questionario (Apéndice E) contém dez perguntas sobre os applets e
as atividades, assim como sobre a unidade propriamente dita. Estas visam investigar
o desempenho dos alunos ao utilizarem a unidade de aprendizagem “Investigando
em C”. Além disso, visa avaliar a unidade quanto a sua usabilidade.



3 RELATO DE EXPERIENCIA

Neste capitulo descrevem-se e analisam-se o0s resultados do teste
exploratério 2 e dos dois estudos de caso promovidos.

3.1 Teste Exploratério 2

Como ja descrito na Introducédo, no ambito do projeto de pesquisa, ocorreu o
teste exploratério 1, para os 13 applets que foram desenvolvidos para este projeto.
No ambito deste trabalho monogréfico foi promovido o teste exploratério 2, no qual
foram analisados os dois applets novos, as atividades correspondentes aos mesmos
e a unidade em si, em termos de seu novo design. Esclarece-se, entao, que os 13
applets ja analisados no projeto de pesquisa, ndo passaram por nova analise, uma
vez que estes foram considerados adequados aos seus objetivos no teste
exploratério 1. O principal objetivo dos testes exploratérios foi verificar a adequacgéao
dos recursos da unidade de aprendizagem aos seus objetivos pedagdgicos e

possiveis melhorias a serem promovidas em termos de facilidade de uso.

Os testes ocorreram por meio de minicurso; o primeiro foi realizado em maio
de 2009 e o segundo teste ocorreu no dia nove de marco de 2010. Ambos foram
realizados em uma InstituicAio Federal de Ensino, tendo como participantes
professores em formacéao e em servico de Matematica.

No teste exploratério 2 observaram-se as acdes dos cinco participantes e
analisaram-se respostas das atividades resolvidas pelos mesmos. Verificou-se que
0os participantes resolveram as atividades e manipularam os applets sem
dificuldades.

No entanto, foi sugerida uma mudanca no applet de potenciacdo, no qual os
nameros complexos sao representados nas formas algébrica e trigonométrica. Na
forma trigonométrica, o médulo (£ ), quando é um namero irracional, € apresentado
com aproximacdo de duas casas decimais, ou seja, aparece na tela, por exemplo,

1,41 ao invés® de /2. Por opcdo das elaboradoras dos applets, as poténcias

2 O software ndo possibilita a escrita de na tela, embora seja possivel escolher se os célculos serdo
feitos com os valores exatos ou aproximados. Na versao do teste, os calculos eram feitos utilizando
os valores aproximados.
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também eram valores aproximados, ou seja, se o0 modulo fosse /2, ao elevar ao
quadrado, na tela ndo aparecia 2 e sim o valor aproximado da poténcia, com duas
casas decimais. Os participantes consideraram que os alunos do Ensino Médio
teriam dificuldades para identificar a relacdo entre o médulo de um ndmero
complexo® z e o modulo de z", devido as aproximagdes. Foi questionado entdo, se
era possivel aparecer 2 no lugar do valor aproximado do quadrado de /2, pois,
segundo os participantes, o vetor que representa z, no exemplo dado (Figura 3.1)
seria a diagonal de um quadrado de lado 1, fato conhecido pelos alunos.

A solicitacdo mencionada acima foi atendida, porém, pelas limitacdes do
software, nao foi possivel escrever /2 na forma trigonométrica. No entanto, a partir
dos questionamentos dos participantes do teste exploratério, foi acrescentada a
seguinte observacao, no applet (Figura 3.1): “Quando o moédulo (£ ) é um numero
irracional, o0 mesmo é apresentado na forma trigopnométrica com aproximacao de

duas casas decimais”.

Arguive  Editar  Exibir  Qpgdes Ferramentas Janela Ajuda

Mover

Arraste um objeto selecionado (Esc)

Quando p é um ndmero irracional, 0 mesmo sera
apr naforma tris étrica com
de duas casas decimais.

10

1-[¥ Considere um complexo z, nao-nulo, na forma
n n
trigonométrica. Vamos obter z = [p({cos8+isend)] , i
com n natural , n > 1, por meio da multiplicagéo de 7.z,

z=1+(1)i D:\E B na forma trigonométrica.
< L
uando o p € um namero irracfonal, |
o mesmo sera apresentado nalforma trigonomeétrica
com aproximagdo de duas casas decimais.

n -1
z =z.z =2(cos90° +isen90°)

z =1.41( cos 45°+i sen 45° 2-¥ Mantenha n = 2 e movimente o sneletur katé o fim

do seu segmento. Observe ze z .

n=2

n
71=0+(2)i

n
ar
3 n-1
z
A poténcia agora passou o
N
-18 a-%areﬂér o nﬁmerdtz par% -8 -4 -2 2 4 -] 8 10 12 14 16 18 20 22 24
facilitar a identficagdo darelagéao . -2 ar
entre o modulo de z e 0 mddulo de?
“1Tridngulo cujos 5-[7

os lado:

() Entrada: v |lu v comando ... v

Figura 3.1: Novo applet de Potenciagao

Ap6s a resolucdo da apostila, os participantes responderam ao
questionario. Este foi entregue juntamente com a apostila respondida para que suas
respostas fossem analisadas. Na subsecdo a seguir, apresenta-se a analise das
respostas dos questionarios.

2 Seja z um complexo ndo-nulo na forma trigonométrica z = p(cos @ +isencr), temos que
"= p"(cos(na)+isen(na)).
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3.1.1 Analise dos questionarios

No questionario utilizado no minicurso do teste exploratério 2, os cinco
participantes tiveram a opcao de colocar ou ndo o seu nome. Na pergunta 1, que
questiona a clareza dos enunciados, todos os participantes afirmaram que o0s
mesmos estavam claros. Dessa forma, nos enunciados ndo foi necessario fazer
nenhuma corregdo. Atribui-se esse fato as inumeras revisdes feitas durante a

elaboracao das atividades.

Com a pergunta 2, buscou-se verificar se as atividades contribuiram para
compreensao dos tépicos de numeros complexos em estudo. Todos os participantes
responderam que as mesmas contribuiram para aprendizagem. Destacam-se os

comentarios de dois participantes:

“Com os applets, os usuarios vao construindo o conhecimento por
meio geométrico e algébrico” (Participante 1).

“Porque a representagdo geométrica permite uma melhor compreen-
sao dos célculos algébricos” (Participante 3).

Estes comentarios sinalizam a importancia dada a representagédo geométrica.

Na pergunta 3, questionou-se o nivel das atividades. A maioria dos
participantes considerou o nivel moderado (Grafico 3.1), uma vez que as atividades
serdao aplicadas a alunos que nunca estudaram o conteudo. Um participante
considerou o nivel das atividades facil, justificando esse fato pelos applets
fornecerem informacdes suficientes e claras. Outro participante considerou o nivel

da atividade dificil, sem apresentar sua justificativa.
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Gréfico 3.1: Nivel das atividades no teste exploratorio
Um dos participantes que marcou a op¢cado moderado comentou que:

“Acho que os alunos ndo seriam capazes de resolver sozinhos, pois
precisam bastante de um professor auxiliando nas questbées” (Partici-
pante 1).

A resolucado de atividades investigativas, ainda, ndao é muito comum, o que
justifica o fato de 60% dos participantes terem considerado o nivel das atividades

como “moderado”.

A quarta pergunta buscou verificar se os participantes ja haviam utilizado al-
gum applet antes do teste exploratério. Verificou-se que apenas um participante nao

havia utilizado até o momento do minicurso.

A pergunta 5 questiona o nivel de dificuldade na utilizacdo dos applets de nu-
meros complexos. As respostas foram bastante diversificadas: 2 participantes res-

ponderam moderado, 1 respondeu muito facil e 2 responderam facil (Gréafico 3.2).

100%
90%
80%
70%
60%
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40%
30%
20%

10% 0% 0%
0% : -. -.
MF F M D MD
MF:Muito Facil M: Moderado MD: Muito Dificil
F: Facil D: Dificil

Grafico 3.2: Nivel dos applets no teste exploratério

Destacam-se, a seguir, trés comentarios de participantes, relacionados,
respectivamente, a opcdo moderado, facil e muito facil.

“Acho necessario ter bastante auxilio do professor e o aluno deve
estar muito atento nas questdes e tendo uma visao bem exploradora”
(Participante 1).

“O aspecto visual e a interatividade foram essenciais para facilitar a
execucao das atividades” (Participante 2).
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“Pois as opg¢des para navegagao nos applets estao faceis, de modo
que o usudrio consiga avancar” (Participante 4).

O comentario do participante 2 destaca a importancia da visualizacdo. Esse
fato é ressaltado por Oliveira (2010) quando afirma que a visualizacdo em
Matematica € necessaria porque exibe organizacao de relagdes. Diferentemente das
abordagens tradicionais do Ensino Médio, em que se prioriza o registro algébrico
dos numeros complexos, a representacao grafica é necessaria e constitui-se como

um caminho para a compreensao do tema.

Nenhum participante considerou necessario realizar modificagdes nos

applets, o que foi verificado por meio das respostas a pergunta 6.

Todos o0s participantes consideraram que o uso dos applets favorece a
construcdo de conhecimentos matematicos. Destacam-se os comentarios de dois

participantes:

“A interacdo é um diferencial que nao se vé nos livros, e o aluno
constréi seus conhecimentos” (Participante 2).

“Pois é realizado um processo construtivista em que o aluno formula
suas conjecturas e pode verifica-las manipulando os applets” (Partici-
pante 4).

Todos os participantes observaram que os applets sao recursos importantes
para facilitar a aprendizagem. O posicionamento destes participantes esta de acordo
com o de Santos (1999), quando este afirma que é importante desenvolver applets
destinados ao estudo de qualquer disciplina, assim como metodologias adequadas

ao uso dos mesmos.

A fim de verificar a importancia do papel do professor durante a utilizacao de
applets, foi formulada a pergunta 8. Por meio desta verificou-se que dois participan-
tes consideraram o papel do professor importante e dois consideraram muito impor-
tante (Gréfico 3.3). Apenas um participante considerou pouco importante e 0 mesmo
justificou, afirmando que os alunos conseguem manipular os applets com as orienta-
cOes das atividades e, assim, atingem os objetivos esperados, e que talvez o papel
do professor seja verificar a aprendizagem.
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Gréfico 3.3: Importancia do papel do professor

A pergunta 9 buscou avaliar a unidade de aprendizagem. Por meio das res-
postas verificou-se que critérios relacionados a usabilidade da unidade de aprendi-
zagem foram muito bem avaliados (Grafico 3.4).

Usabilidade
1- E f4cil de usar.
2- Tem instrucdes claras.
3- E engajador / motivador.
4- Visualmente atraente.
5- E interativo.

6- Navegacao facil e consis-
tente ao longo de toda unida-
de.

7- Compativel com diferentes
navegadores.

8- Projeto gréfico (desenho de
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pagina) de alta qualidade.

100%

80% 1

60% -

[ O
| |
| O

Gréfico 3.4: Avaliagao da unidade quanto a critérios de usabilidade

A Ultima pergunta solicitava sugestdes e/ou criticas. Um participante do mini-
curso sugeriu fazer uso da unidade de aprendizagem (enfoque geométrico), parale-
lamente, a abordagem que os livros didaticos apresentam (abordagem algébrica).
Outro sugeriu que a abordagem geométrica deveria ser feita apds a abordagem al-
gébrica. Vale ressaltar que ambos consideraram importante o uso da unidade, dife-
rindo apenas na ordem do referido uso. Os demais participantes ndo deram suges-

tdes.

O teste exploratério foi muito importante, uma vez que permitiu verificar que
as atividades estao de acordo com o nivel dos alunos e que estas, juntamente com
os applets, possibilitam o alcance dos objetivos estabelecidos previamente para
cada uma delas. Apos realizada a alteracao sugerida no applet de potenciacao,
ocorreu a experimentacdo da unidade de aprendizagem com alunos do Ensino

Médio, como descrito na proxima secao.
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3.2 Experimentacao das atividades e applets: primeiro estudo de caso

A realizagdo das atividades foi mediada pela autora deste trabalho, sob
supervisao da orientadora e da co-orientadora. As atividades apresentadas na se¢ao

2.2 foram experimentadas no ambito deste trabalho monografico.

A experimentagdo das atividades ocorreu em uma Instituicdo Federal de
Ensino. O critério de escolha utilizado foi a Instituicdo oferecer Ensino Médio e
dispor de laboratério de informatica.

Tendo em vista que as turmas do terceiro ano do Ensino Médio da referida
Instituicdo ja haviam estudado numeros complexos e que o objetivo era validar as
atividades com alunos que nao tivessem conhecimentos sobre o tema, foi escolhida

uma turma do segundo ano do Ensino Médio (turno da manhé).

Como a turma do segundo ano do Ensino Médio nao havia estudado nimeros
complexos, antecedendo a resolucdo das atividades investigativas foi proposta a
resolucdo de atividades de sondagem?® (Apéndice F). Estas visam verificar se os
alunos ja estudaram alguns temas considerados prérrequisitos para o estudo de
nameros complexos. Além disso, neste primeiro momento os alunos responderam
ao questionario de sondagem. Como ja apresentado na secgao 2.4, este questionario
contem cinco perguntas, com o objetivo de investigar a experiéncia dos alunos
quanto ao uso das TIC, no contexto geral e, em particular, no processo de ensino e

aprendizagem. Participaram desta etapa 23 alunos.

Por meio da andlise das respostas das atividades de sondagem, verificou-se
que os alunos tiveram dificuldades nas atividades de trigonometria e soma de
vetores. Sendo assim, estes temas foram explicados antes da resolugdo das
atividades investigativas de nimeros complexos, por meio de um projetor multimidia
(Apéndice G).

A partir da analise das respostas do questionario de sondagem, verificou-se
que, dos 23 alunos que o preencheram, todos utilizam tecnologias digitais no dia a
dia, sendo que 83% utilizam computadores na escola com a finalidade de fazer
pesquisas. Apenas 17% dos alunos ja utilizaram alguma tecnologia nas aulas de

2 No ambito do projeto de pesquisa ocorreu apenas o teste exploratério 1.
2 Esta atividade foi resolvida pelos alunos individualmente no horario da aula de Matematica da
turma.



77

Matematica, sendo a calculadora a Unica tecnologia utilizada por eles. Nenhum dos
alunos utilizou applet nas aulas de Matematica, mas 74% consideraram que 0 uso
de tecnologias pode contribuir para a aprendizagem da mesma, tendo como
justificativa as facilidades que estas podem trazer para a aprendizagem, ndao sé na
Matematica, como em todas as disciplinas. Essas consideracdes sao defendidas por
Moran, Masetto e Behrens (2003) quando afirmam que a tecnologia apresenta-se
como meio, como instrumento para colaborar no desenvolvimento do processo de
aprendizagem. De maneira geral, pode-se afirmar que a maioria dos alunos
participantes da experimentagdo usa tecnologias digitais no dia a dia, porém o uso
das mesmas ainda € insipiente nas aulas de Matematica.

A experimentacdo das atividades n&do ocorreu durante o horario da aula de
Matematica da turma, uma vez que o tema numeros complexos nao faz parte do
planejamento da série escolhida. Somente as atividades e o questionario de
sondagem foram respondidos durante uma aula de Matematica da turma, com todos
os alunos. Os encontros para experimentagdo ocorreram aos sabados, no turno da
manha, inicialmente com onze alunos da referida turma, que tiveram interesse e
disponibilidade para participar. Foram necessarios cinco encontros. O quadro 3.1

resume as atividades realizadas.

No primeiro encontro, foram aplicadas as atividades de sondagem, como ja
mencionado, com duracdo 50 minutos. O segundo, o terceiro e o quarto encontros
foram realizados em um laboratério de informatica da Instituicdo, no qual cada aluno
usou um computador para resolver as atividades propostas. Durante esses
encontros, também foi usado um projetor de multimidia, por meio do qual foram
projetados os applets utilizados, facilitando a discussao e correcdo das atividades.
Cada um desses encontros durou 3 horas. O quinto encontro ocorreu na prépria sala
de aula dos alunos fora do horario das aulas, com duracdo de 50 minutos. Neste
foram resolvidos os exercicios da segunda parte da apostila (questées extraidas de
vestibulares). A seguir descrevem-se algumas atividades desenvolvidas a partir do

segundo encontro.
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Quadro 3.1: Encontros realizados no primeiro estudo de caso

Acoes realizadas

Atividades e questionario de
sondagem
Atividades de prérrequisito.
Apresentacao da parte histérica dos
numeros complexos, da unidade, de
algumas ferramentas do GeoGebra.
Atividades de 1 a 5 da primeira
parte da apostila
Atividades 1, 2 e 3 da segunda
parte da apostila e das atividades
de 6 a 13 da primeira parte.
Atividades 4 (segunda parte da
apostila), 14 e 15 (primeira parte da
apostila), 10 (letra a) e 11 (segunda
parte da apostila).
Manipulagdo dos applets diviséo e
multiplicacdo de nimeros
complexos.
Questionario de experimentagao.
Atividades 5, 14 e 15 da segunda
parte da apostila.

Data

19/03/10

20/03/10

27/03/10

17/04/10

27/04/10

Numero de

participantes

23

11

78

Local

Sala de aula

Laboratério
de
Informética

Laboratério
de
Informatica

Laboratério
de
Informética

Sala de aula

segundo encontro, apds a andlise das atividades de sondagem, foi

apresentada a circunferéncia trigpnométrica, revisando seno e cosseno de angulos

na primeira e na segunda volta (Figura 3.2) e soma de vetores. Na sequéncia, foi

apresentada a parte histérica dos numeros complexos que esta na apostila e na

unidade de aprendizagem. A seguir, a unidade e algumas ferramentas do software

GeoGebra foram mostradas. Dando continuidade, foi solicitada a resolugdo das

atividades 1 a 5 da primeira parte da apostila. Nas atividades da primeira parte sao

utilizados os applets elaborados.

Figura 3.2 Apresentacao da Circunferéncia Trigonométrica



79

No terceiro encontro, foram revisados os temas estudados no encontro
anterior e logo apés, os alunos resolveram as atividades 1, 2 e 3 da segunda parte
da apostila (questdes de vestibular) e as atividades 6 a 13 da primeira parte.

No quarto encontro, foram revisados os temas estudados no terceiro. Para
este encontro foi planejada a resolucédo das atividades de 4 a 9 da segunda parte da
apostila, no entanto os alunos estavam bastante dispersos e nao conseguiram
resolvé-las sozinhos. Sendo assim, o planejamento foi alterado e foi proposto aos
alunos que resolvessem as atividades 14 e 15 da primeira parte da apostila, pois
estas usavam applets. De acordo com Passerino et al. (2008), um professor
mediador precisa levar em conta no seu planejamento, e posterior acdo, aspectos
organizacionais dos conteudos, assim como metodologias e estratégias de ensino
que permitam desenvolver um processo de mediacdo adaptado aos alunos e suas

necessidades.

Ainda no quarto encontro, foram apresentados os applets de divisdo e
multiplicacdo de numeros complexos. Esses applets nao apresentam atividades, séo
apenas explicativos. Em seguida, os alunos resolveram, junto com a mediadora, as
atividades 10 (letra a) e 11 da segunda parte da apostila. Nao houve tempo habil
para a resolucdo de 15 atividades da segunda parte. Sendo assim, foi necessario
ocorrer o quinto encontro para resolver as referidas atividades. Nesse ultimo
encontro, os alunos conseguiram resolver apenas trés atividades. Diante desta
situacao, a mediadora sugeriu que os alunos resolvessem as 12 atividades restantes

em casa e entregassem na semana seguinte.

Analisando a participacao dos alunos nos encontros descritos, considera-se
que, apesar de nao conhecerem o software GeoGebra antes das atividades

propostas, conseguiram utilizar o mesmo com facilidade.

Nas subsecoes a seguir, analisam-se apenas alguns aspectos relacionados a
resolugdo de algumas atividades. Nas atividades 5, 7, 9, 10, 12 e 13 os alunos nao
apresentaram dificuldades, sendo assim as resolucbes das mesmas nao sao
comentadas nas proximas subsecdes. Na referida analise, os alunos serdo

identificados por numeros: Aluno 1, Aluno 2 e, assim, por diante.
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3.2.1 Analise da Resolucao da Atividade 1

Durante a resolucao do item e, os alunos tiveram dificuldades em exemplificar
0s numeros complexos de acordo com as condi¢cdes estabelecidas no enunciado.
Sendo assim, a mediadora promoveu questionamentos que levaram a reflexao, por
parte dos alunos, sobre as referidas condigcdes. ApOs estes questionamentos, os
alunos conseguiram resolver corretamente. Segundo Moran, Masetto e Behrens
(2003) o papel do professor € o de facilitador, incentivador e motivador da
aprendizagem. Considera-se que a dificuldade foi decorrente da necessidade de
interpretacdo do enunciado.

A partir dos questionamentos, durante a resolucao do item e, e da resolucéo
dos demais itens, os alunos analisaram, se seria possivel obter um numero
imaginario puro cuja imagem fosse representada fora do eixo das ordenadas e um
namero real cuja imagem fosse representada fora do eixo das abscissas,
justificando, corretamente, as respostas dadas. Considerou-se, assim, que os alunos

atingiram plenamente, o objetivo desta atividade.

3.2.2 Analise da Resolucao da Atividade 2 e 3

Apesar da atividade 2 conter as etapas que explicavam a construgdo dos
vetores z, e z1 + z4, 0S alunos tiveram dificuldades no uso da ferramenta utilizada
para construir o paralelogramo que representa z: + z4. Foi necessario, entdao, que a
mediadora desenvolvesse, junto com os alunos, a construcao solicitada. Este fato foi
considerado normal, pois, os alunos nunca haviam utilizado o GeoGebra. Isto
influenciou no alcance do objetivo da atividade. De acordo com Passerino et al.
(2008) o papel do mediador é importante ndo s6 para a apropriagdo do
conhecimento, mas também para contribuir para o desenvolvimento da autonomia

do aluno.

No item b da atividade 3 foi pedido aos alunos para descrever o que
observaram quanto a parte real de z, e z, sabendo que z; é a soma de z; e z; e que
z3 deve estar sobre o eixo imaginario. Além disso, foi perguntado aos alunos se,
nestas condi¢des, 0 numero complexo z; € um imaginério puro ou um numero real.

Dois alunos descreveram a observacao desta forma:
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“z3 € um ndmero imaginario puro e z; que ficou com os nuimeros
negativos e z, com numeros positivos” (Aluno 1).

“zz € um ndmero imaginario puro. Que em qualquer ponto que zs
esteja no eixo imaginario, a parte real de z, e z, sdo opostas” (Aluno
3).

Nota-se que o Aluno 3 registrou, de forma mais clara, a relacdo entre a parte
real de z; e z do que o Aluno 1, embora seja possivel perceber que este também
compreendeu o0 que estava sendo analisado. Apesar de alguns alunos conseguirem
registrar de forma mais clara do que outros, todos responderam corretamente.
Segundo Moysés (2007), pode, em determinadas situacées, acontecer de o aluno
ser capaz de pensar sobre um determinado assunto, mas ndo conseguir expressa-lo

corretamente por meio de palavras.

Ja no item ¢, os alunos teriam que obter um complexo z; tal que sua imagem
fosse representada no eixo real e responder se este € um numero imaginario puro
ou um numero real. A seguir, teriam que descrever o que foi observado quanto

parte imaginaria de z: € z.. Um aluno descreveu desta forma:

“Numero real. A parte imaginaria de z; é o inverso da parte
imaginaria de zz” (Aluno 6).

Pode-se observar que este aluno confundiu a palavra oposto com inverso, na
hora de explicar; afinal, essas palavras tém significados diferentes. A resposta

correta seria a do seguinte aluno:
“Numero real. Ficaram opostos” (Aluno 2).

Os demais alunos conseguiram conjecturar corretamente as condigbes para
que um numero complexo resultante da adicao de dois numeros complexos fosse

real.

Os comentarios orais feitos pelos alunos, na socializacdo das respostas, em
relacdo a soma de numeros complexos, a partir da soma geométrica de vetores no
applet, sinalizaram que os recursos do mesmo contribuiram para o alcance do
objetivo da atividade. Esse fato estd coerente com as ideias de Moran, Masetto e
Behrens (2003) quando afirmam que a tecnologia € considerada como instrumento
de mediacdo pedagdgica, podendo incentivar a participacdo e o envolvimento do
aprendiz.
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3.2.3 Analise da Resolucao da Atividade 4

Nesta atividade foi necessaria a mediacdo do professor apenas para a
construcao do vetor —zs (Figura 3.3). A construgdo do vetor que representa z; — zs,
foi realizada com facilidade. Considera-se que a explicagdo da construcdo da
atividade 2 influenciou positivamente na realizacao dessa atividade. De acordo com
Passerino et al. (2008), os professores que realizam mediagcdes de qualidade

contribuem para sucesso dos processos educativos.

Arquivo  Editar Exbir Opgles Foramentss Jansia AMuda

e ?: o

| Amasieum

1'1'?* =i

B, 2w (1)

3

Figura 3.3: Atividade 4

3.2.4 Analise da Resolucao da Atividade 6

Nesta atividade, observou-se que os alunos tiveram dificuldades em resolver
o item c¢. Neste é solicitada a representacdo da imagem de z; tal que zi= -z e é
questionado que vetor representa zs;, sendo z; = z; + z.. Dos nove alunos, seis
acharam necessario que a parte real de z; fosse oposta a de z, e a parte imaginaria
fosse diferente de zero (Figura 3.4), o que nao é correto. Com a visualizacao grafica
no applet, os alunos perceberam que além de z; ter a parte real oposta a de z,, z;
também teria que ser um numero real, ou seja, a parte imaginéria teria que ser zero
para que a igualdade (z:= -z>) fosse verdadeira. Logo, foi possivel observar que o
applet contribuiu para que os alunos chegassem a resposta correta. Este fato reforca
a ideia de Oliveira (2010), quando afirma que se torna talvez um pouco trabalhoso

para o professor que utiliza apenas giz e lousa representar os complexos no plano
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de Argand-Gauss e apelar para que o estudante “imagine” a rotagao, a translacao,
etc., entre tais niumeros. Portanto, o uso de softwares de geometria dinamica, em
particular o GeoGebra, é uma 6tima ferramenta para representacdes graficas de
numeros complexos (OLIVEIRA, 2010).

Arquivo  Editar  Exibir Opgles Ferramentss Apda

.A .- 0. \:. o -.o

Mover

o<
* Arraste um objeto selecionado (Esc)

1. Mova, a0 longe @0 st x, 0 ponto
que & a imagem do complexo 7,
cobserve 2, 2, 02, %2 41,

2, ~A (N

2.F mova o ponto que é a magem
do complexo 2, & repita as acbes
solicadas na caba 1,

Figura 3.4: Applet Adigao de Numero Complexo com Numero Real

Ja no item d, como é semelhante ao ¢, a mediadora apenas orientou a

resolucao e os alunos resolveram sem dificuldades.

3.2.5 Analise da Resolucao da Atividade 8

Na atividade 8 foi solicitado aos alunos que analisassem o comprimento, a
direcéo, e o sentido do vetor que representa o produto de um nimero complexo por
um escalar real (k), considerando diversos valores de k. A maioria dos alunos teve
duvidas sobre o que era diregdo e sentido. Foi necessario entdo que a mediadora
definisse os termos. Apds a definicdo, considera-se que a movimentacao
possibilitada pelo applets contribuiu para que o objetivo da atividade fosse
alcancado. Este fato retrata que por meio dos recursos computacionais o aluno pode
construir, mover, arrastar, aumentar, diminuir figuras geométricas, grafico de

funcdes, além de interagir e modificar suas caracteristicas (BAIRRAL, 2009).
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3.2.6 Analise da Resolucao da Atividade 11

Nesta atividade foi solicitado aos alunos que verificassem que as poténcias se
repetem a cada grupo de quatro (i°i'i*i’). Com o auxilio dos recursos do applet e
orientacdo da professora, os alunos conseguiram observar o padrao das poténcias,
alcancando assim o objetivo desta atividade. Segundo Moysés (2007), as varias

formas de mediacdo permitem os alunos construirem conhecimentos.

3.2.7 Analise da Resolucao da Atividade 14

Nesta atividade, os alunos apresentaram dificuldades em comparar 0s
méddulos (quando n = 2) e, consequentemente conjecturar uma relacdo entre os
mesmo (item b atividade 14). Logo, foi necessario explicar o applet e fazer
questionamentos para que os alunos pudessem deduzir a férmula da potenciacao de
um numero complexo. Para isso, foi solicitado aos alunos que comparassem 0s
valores dos médulos e dos argumentos de um numero complexo dado e das
poténcias deste numero. A partir dai, os alunos conseguiram entender o applet e,

com isso, resolveram a atividade sem muitas dificuldades.

3.2.8 Analise da Resolucao da Atividade 15

Nesta atividade os alunos apresentaram dificuldades ao observar a relacao
entre os argumentos das raizes apresentadas. Considera-se que isto aconteceu
devido ao fato de os alunos terem dificuldades em trigonometria, como ja
mencionado anteriormente. Foi preciso, entdo, fazer questionamentos para que os
alunos pudessem deduzir a relagao entre os argumentos. ApGs os questionamentos,

os alunos conseguiram realizar a atividade.

De maneira geral, considera-se que as dificuldades apresentadas na
resolucao da primeira parte da apostila estavam associadas ao pouco conhecimento
que os alunos possuiam em trigonometria e vetores. A andlise permitiu identificar as
possiveis causas das dificuldades citadas; estas foram consideradas na organizagao

do segundo estudo de caso.

Além disso, foi possivel perceber que a extensdo do conteudo abordado
requer mais tempo do que o que foi planejado, independente das dificuldades dos

alunos. Sendo assim, no segundo estudo de caso, devido ao pouco tempo para
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conclusdo deste trabalho, optou-se por ndo usar os applets de potenciacdo e
radiciagao.

Quanto ao uso da unidade, verificou-se que os alunos nao apresentaram
dificuldades na manipulacdo da mesma. Por meio de um comentério oral feito por
uma aluna a mediadora, observou-se que os alunos gostaram da unidade. Destaca-

se o comentario feito pela aluna:

“Professora vou elogiar seu trabalho, pois, me pareceu muito dificil
de fazer e esta muito bem feito” (Aluna 3).

Na préxima subsecdo é apresentada a analise da segunda parte da apostila,

ainda no ambito do primeiro estudo de caso.

3.2.9 Analise das questoes da segunda parte da apostila

Os alunos apresentaram muitas dificuldades na realizacdo de algumas
questdes da segunda parte da apostila. Nos cinco encontros, foram realizadas
apenas seis questdes de vestibular, que serdo analisadas a seguir:

Nas atividades 1, 2 e 3, os alunos ndo apresentaram dificuldades para
realizar. Considera-se que este fato é decorrente da correspondéncia destas com as
atividades de 1 a 5 da primeira parte da apostila, que também foram resolvidas
facilmente.

Na atividade 4, foi solicitado o célculo do argumento dos numeros complexos
dados, mas os alunos ndo conseguiram resolver sozinhos pelo fato de ndo terem
estudado com profundidade trigonometria, como ja mencionado. Sendo assim, foi
necessario que a mediadora fizesse junto com eles.

Nas atividades 10 (letra a) e 11, foi solicitada a divisdo e a multiplicacdo de
dois numeros complexos, respectivamente, atividades que os alunos resolveram sob
orientacées da mediadora, pois apresentaram dificuldades. Considera-se que este
fato pode ter sido decorrente da falta de atividades sobre esses temas na primeira
parte da apostila (os applets, que correspondem a essas atividades, sao soé
explicativos). Para o préximo estudo de caso, foi acrescentado um exercicio de
aplicacédo sobre divisao e multiplicagdo, visando assim, evitar as dificuldades
apresentadas pelos alunos na resolugcao das atividades de vestibular citadas.

As demais atividades foram deixadas para os alunos resolverem em casa e

entregar uma semana depois. Apenas uma aluna resolveu seis questdes; no entanto
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somente trés destas corretamente, as demais foram resolvidas com alguns erros,
como o apresentado no quadro 3.2. A aluna, além de calcular o médulo de forma
errada, usou a férmula da area do tridngulo também errada e substituiu os valores
também de forma errada. Os sucessivos erros, alguns dificeis de entender, como,
por exemplo, nem utilizar o dado do enunciado, parecem indicar pouca ateng¢ao da
aluna na referida resolucao, sinalizando uma preocupac¢ao apenas em nao deixar a

questao “em branco”.

Quadro 3.2: Resposta da Atividade 12 da 22 parte
@ (UNESP 2007) Considere os numeros complexos w=4 + 2i e z= 3a+ 4ai,onde a

€ um numero real positivo e i indica a unidade imaginaria. Se, em centimetros, a altura de

um triangulo € | z | e a base é a parte real de z . w, determine a de modo que a area do
0 10 = > ‘ -‘"jl T - ‘

.o . A=b. W O
tridngulo seja 90 cm?. "7 t e o "
I A J . “qO

~ Azldrgs). | 1442 S0+ hq,)’

lz1.12.¥

Apés a realizagado das atividades, os alunos responderam um questionario
com perguntas sobre os applets e as atividades, assim como sobre a unidade
propriamente dita. A analise das respostas é apresentada na préxima subsecao.

3.2.10 Analise dos questionarios

Como foi mencionado na secdao 2.4 este questionario visa investigar o
desempenho dos alunos ao utilizarem a unidade de aprendizagem “Investigando em
C”. Além disso, visa também avaliar a unidade quanto sua usabilidade. Este foi
respondido por nove alunos.

A primeira pergunta refere-se aos enunciados das atividades. Verificou-se que
89% dos alunos consideraram os enunciados claros e 11% consideraram
parcialmente claros. Este resultado era esperado, ja que os participantes do teste

exploratério nao verificaram falhas nos enunciados.

Por meio da analise das respostas da pergunta 2, verificou-se que todos os
alunos consideraram que as atividades contribuiram para a compreensdao dos
topicos de numeros complexos em estudo. Destacam-se algumas justificativas dos

alunos:

“Porque facilita o entendimento e o estudo” (Aluno 3).
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“Porque nos ajuda a pensar de uma forma diferente nas resolug¢des
das questdes” (Aluno 1).

“Porque néo estudamos desse jeito em sala de aula” (Aluno 8).

A justificativa do aluno 8 esta coerente com o que afirma Bairral (2009)
quando destaca a pouca utilizacao das TIC na sala de aula de Matematica.

A partir da analise das respostas apresentas a terceira pergunta, verificou-se
que 67% dos alunos consideraram o nivel das atividades moderado, justificando
pelo fato de exigir um pouco mais de atencdo na resolucdo das atividades. Os
demais alunos consideraram dificil (Grafico 3.5), sem justificativa. Isso se explica
pelo fato de as atividades investigativas ainda ndo serem muito comuns. Pode-se
observar que as respostas dos alunos estdo coerentes com o que aconteceu na
resolucdo das atividades investigativas, ou seja, os alunos apresentaram realmente
muitas dificuldades.

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

33%

0,

0% T -+
MF F M D MD
MF: Muito Facil M: Moderado MD: Muito Dificil

F: Facil D: Dificil

Grafico 3.5: Nivel das atividades na experimentagao

Ao analisar as respostas da quarta pergunta, verificou-se que 67% dos alunos
consideraram facil a manipulacao dos applets. Os demais (33%) consideraram muito
facil. Estes indices sinalizam a preocupacao da autora com a qualidade dos applets,
0 que ressalta a importancia do teste exploratério, pois este tem como objetivo
verificar algum erro ou alguma dificuldade na manipulacdo dos applets e na
resolugdo das atividades.

Destacam-se dois comentarios que retratam isto, um de um aluno que

avaliou como f4cil e outro de um aluno que considerou muito facil, respectivamente:
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“O applet explica detalhadamente” (Aluno 9).
“Legal e pratico mexer nos applets” (Aluno 7).

A partir da analise da resposta da pergunta 5, verificou-se que nenhum aluno
considerou necessario realizar modificacdes nos applets.

E importante destacar que, mesmo com todas as dificuldades demonstradas
na resolucédo das atividades, todos os alunos consideraram que o0 uso dos applets

favorece a construcdo de conhecimentos matematicos.

Na pergunta 7, questionou-se sobre a importancia do papel do professor
durante a utilizacdo dos applets, verificou-se que 44% consideraram importante o
papel do professor e 56% consideraram muito importante. Considera-se que estes
indices estdo relacionados a importancia das intervencdes realizadas pela
mediadora no momento em que os alunos apresentavam duvidas. Segundo Moran,
Masetto e Behrens (2003) o papel principal do professor € ajudar os alunos a
interpretar dados, a relaciona-los e a contextualiza-los. Seu papel fundamental é o
de orientador/mediador (MORAN; MASETTO; BEHRENS, 2003).

A pergunta 8 visou avaliar a unidade de aprendizagem. Por meio das respos-
tas, verificou-se que critérios relacionados a usabilidade da unidade de aprendiza-

gem foram muito bem avaliados (Grafico 3.6).

A ultima pergunta é direcionada as sugestées ou criticas quanto a unidade de

aprendizagem. Apenas um aluno apresentou o seguinte comentario:

“A aprendizagem é muito criativa e estimula a aprendizagem” (Aluno
9).

Os demais alunos nao apresentaram sugestoes ou criticas.

O primeiro estudo de caso foi muito importante para identificar que alguns
ajustes deveriam ser feitos. Esse estudo permitiu identificar dificuldades do publico a
que se destina (alunos do Ensino Médio) ao usar os applets e resolver as atividades.
A falta de conhecimentos de trigonometria e vetores foram fatores primordiais para
as dificuldades diagnosticadas no estudo de numeros complexos. Esse fato foi
considerado na preparacdo do segundo estudo de caso. Além disso, como ja
mencionado na secao 3.2.8, foi possivel perceber que a extensdo do conteudo
contemplado no material elaborado requer mais tempo do que foi planejado,
independente das dificuldades dos alunos.
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Usabilidade

100% 1- E facil de usar.

2- Tem instrugdes claras.

80%
3- E engajador / motivador.

60% 4- Visualmente atraente.
5- E interativo.

6- Navegacao fécil e consis-
tente ao longo de toda unida-

de.
: : : : H : 7- Compativel com diferentes
navegadores.
o o 8- Projeto gréfico (desenho de
[ 1] pagina) de alta qualidade.
0 o

Gréfico 3.6: Avaliacdo da unidade quanto a critério de usabilidade

Na subsecdo a seguir sdo descritas as analises das atividades do segundo
estudo de caso.

3.3 Experimentacao das Atividades: segundo estudo de caso

Para realizacdo do segundo estudo de caso, foram necessarios quatro
encontros. No primeiro foram aplicadas as atividades e o questionario de sondagem.
O segundo, terceiro e quarto encontros foram realizados no mesmo laboratério de
informatica do primeiro estudo, aos sabados, no turno da manha, com duragcao de 3
horas cada. Participaram deste estudo inicialmente 26 alunos que tiveram interesse

e disponibilidade.
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Quadro 3.3: Encontros realizados no segundo estudo de caso
Numero de

Acoes realizadas Data participantes Local
12 Atividades e questionario de
Encontro sondagem. 23/08/10 21 Sala de aula
Atividades de prérrequisito.

. Apr,esentagao da parte hlstor.|0a dos Laboratério
2° numeros complexos, da unidade, 28/08/10 26 de
Encontro de algumas ferramentas do Informatica

GeoGebra. Atividades 1,2 e 3da
primeira parte da apostila.
32 Atividades de 4 a 8 da primeira 11/09/10 26 Labo(;:torlo
Encontro parte da apostila. Informatica
42 Atividades de 9 a 15 da primeira 18/09/10 o4 Labo(;:torlo
Encontro parte da apostila. Informatica

Neste segundo estudo de caso, optou-se por alunos que ja haviam concluido
o estudo sobre trigonometria. Devido ao pouco tempo para conclusao deste trabalho
monografico, optou-se por ndo usar os applets de potenciacao e radiciagcdo. Assim,
a apostila utilizada nesta fase da pesquisa apresenta algumas modificacoes em
relagdo a anterior (Apéndice H). Na primeira parte da apostila, foram acrescentadas
15 atividades de aplicacao, distribuidas ao final de cada atividade investigativa. O
objetivo da insercdo destas atividades foi possibilitar a aplicacdo do que foi
conjecturado na manipulacao dos applets. Além disso, foram retiradas as atividades
associadas aos applets de radiciacao e potenciagao.

Os alunos que participaram deste segundo estudo de caso passaram pelas
mesmas etapas?® dos participantes que realizaram o primeiro estudo de caso. Assim,
inicialmente, foi verificado se os alunos ja haviam estudado temas considerados
prérrequisitos para o estudo de numeros complexos (atividades de sondagem). Além
disso, investigou-se a experiéncia dos alunos quanto ao uso de TIC, por meio de um

questionario.

Por meio da andlise das atividades de sondagem, verificou-se que os alunos
deste estudo de caso, assim como os do primeiro, também apresentaram
dificuldades na soma de vetores. Sendo assim, este tema foi explicado antes da

resolucdo das atividades investigativas. Optou-se, também, por revisar a

% Atividades e questiondrio de sondagem; experimentacdo das atividades e questiondrio de
experimentagéo.
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circunferéncia trigonométrica, analisando seno e cosseno de angulos na primeira e
na segunda volta (Figura 3.5).

Figura 3.5: Apresentagao da Circunferéncia Trigonomeétrica - Segundo Estudo de Caso

Todos os 19 alunos que preencheram o questionario, assim como os alunos
do primeiro estudo de caso, utilizam tecnologia no dia a dia e também na escola
(com a finalidade de fazer pesquisas). Apenas 16% dos alunos ja utilizaram
tecnologia nas aulas de Matematica. Assim como os alunos do primeiro caso, esses
alunos nunca utilizaram applet em aulas de Matematica. A maioria dos alunos (89%)
considerou que o uso de tecnologias digitais pode contribuir para a aprendizagem de
Matematica, sob a justificativa de que as referidas tecnologias ja fazem parte do dia
a dia e, portanto, podem ser usadas para apoiar a aprendizagem. Esse
posicionamento esta de acordo com Oliveira (2010), quando este afirma que o uso
de computadores merece ser destacado, pois abre portas para um mundo de
informacdes e novos procedimentos com relagdo a escrita e a organizagdo de
dados.

Utilizando a apostila com as modificacdes descritas anteriormente, ocorreu a
experimentacdo das atividades e dos applets com alunos do Ensino Médio, no
ambito do segundo estudo de caso, como descrito na proxima sec¢ao.

3.3.1 Analise das atividades

Por meio da analise da resolucdo das atividades e da observagdo das
atitudes e dos comentarios dos alunos, foi possivel perceber a importancia do
conhecimento de trigonometria nas atividades propostas neste trabalho monogréfico.
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Nesse estudo de caso, de maneira geral, os alunos resolveram mais facilmente as

atividades que os do primeiro estudo de caso.

Na atividade 1, os alunos apresentaram dificuldades analogas aos alunos do
primeiro estudo de caso, na exemplificagdo dos numeros complexos de acordo com
as condicoes estabelecidas no enunciado da letra e. Apds alguns questionamentos
feitos pela professora, os alunos atingiram o objetivo da atividade. Nesta mesma
atividade, na letra f, os alunos apresentaram dificuldades em justificar se seria
possivel algum numero imaginario puro ou real ser representado fora dos eixos das
ordenadas ou abscissas, respectivamente, pois acharam ébvio que isso nao seria
possivel, o que implicaria nao precisar justificar. Nesse momento, a mediadora pediu
para que os alunos explicassem, oralmente, a justificativa, com isso, os mesmos
conseguiram se expressar, mas nao conseguiam explicar colocando no papel. A
mediadora recomendou, entdo, que os alunos colocassem na resposta exatamente
0 que eles disseram. A partir dai, os alunos conseguiram arrumar a justificativa no
papel.

Nas atividades 2 e 4, os alunos apresentaram dificuldades no uso da
ferramenta utilizada para construir o paralelogramo, que possibilita analisar
geometricamente a soma e a subtragdo de dois numeros complexos,
respectivamente. Considera-se que esta dificuldade pode estar relacionada a pouca
compreensao do que seja um vetor, apesar de a mediadora ter explicado o assunto
no inicio da aula. Oliveira (2010) aborda essa questao, afirmando que os alunos nao
conseguem resolver determinados problemas relacionados aos nimeros complexos
devido a deficiéncias de prérrequisitos da Matematica no Ensino Médio, como é o
caso de vetores que ndo € abordado neste nivel de escolaridade. Além disso, era a
primeira vez que os alunos utilizavam a referida ferramenta do GeoGebra. Embora a
mesma tivesse sido explicada no inicio da aula, entende-se que é no uso efetivo que

surgem as duvidas.

Na atividade 3, apenas uma aluna nao respondeu corretamente o item d, por
problema na interpretacdo do enunciado. O item mencionado solicitava que os
pontos que sao imagens de z; € z, fossem movidos até obter z; = 3 + 2i e z, = -3 -2i
e, entdo, o vetor zz; = z; + z, fosse observado (Figura 3.6a). A referida aluna
entendeu que era para mover o ponto que € a imagem de z; até obter z; = 3 + 2i e

observar z; (Figura 3.6b) e depois mover z, até obter z, = -3 -2i e observar z;. Tais
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acOes geraram a figura que nao foi a solicitada na questdo. Sendo assim, ela
declarou que z; = 6 + 3i, porém deveria ter afirmado que z; = 0 + 0i (vetor nulo). Este
fato ressalta a importancia da socializacdo das respostas, pois foi por meio desta
que se tornou possivel analisar o porqué da resposta errada e assim, corrigi-la, no
momento certo. Considera-se, assim como Perego e Buriasco (2005), que o erro é
muitas vezes tao importante quanto o acerto na aprendizagem dos alunos. Este
pode servir, ao professor, como fonte de informacado sobre a construcdo do
conhecimento dos seus alunos (PEREGO, BURIASCO, 2005). Por conseguinte, é
importante conhecé-lo e entendé-lo, investigando sua natureza (PEREGO,
BURIASCO, 2005).

4_
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Figura 3.6a: Representacao errada da Figura 3.6b: Representacéo correta do
aluna no enunciado da letra d enunciado da letra d

Figura 3.6: Resposta da Atividade 3

Assim como na atividade 1, na atividade 6, item d, os alunos responderam
corretamente, mas apresentaram dificuldades em expressar por escrito as
justificativas (Quadro 3.4a). Apds alguns questionamentos feitos pela mediadora, os
alunos construiram suas justificativas oralmente; sendo assim conseguiram
descrever as justificativas da mesma forma que responderam oralmente (Quadro
3.4b). Segundo Vygotsky (1987 apud MOYSES, 2007), o pensamento ndo tem um
paralelo imediato em palavras. Isso constata o fato de expressar o seu préprio
pensamento para outras pessoas ajuda o aluno a organiza-lo (FORMAN; GAZDEN,
1988 apud MOYSES, 2007).
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Quadro 3.4: Resposta da Atividade 6

d) Sendo 2, um ndmero complaxo em que a parte real e a parte imagindria sdo diferentes
de zaro & Z. um ndmero real, & possivel gue 2, =z, + 7 S&ja um ndmero real? E possivel
que T, seja um imaginario pure’? Justifique suas respostas.

o o o el ﬁ\?-nn - :.-:Lhu'arr'-
P

L

Quadro 3.4a: Resposta do aluno que ndo conseguiu justificar

d) Sendo z, um ndmero complexo em que a parte real e a parte imagindria sdo diferentes
de zero e z; um namero real, & possivel que 2, = z, + Z; seja um namero real? E possivel
que 2, seja um imaginario puro? Justifique suas respostas.
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Quadro 3.4b: Resposta do aluno que justificou

Na atividade 7, os alunos apresentaram dificuldades no item e (este foi
acrescentado na nova versao da apostila). Atribui-se este fato ao uso de duas
notacdes dos numeros complexos (Quadro 3.5) na mesma atividade (ponto e forma
algébrica) e ao uso de sistemas lineares para resolucao da atividade. Segundo
Perego e Buriasco (2005), os alunos quando se encontram diante de alguma
situacdo na qual e para qual sdo desafiados a interpretar e pensar, sentem

dificuldades. Apo6s alguns questionamentos da mediadora, a atividade foi resolvida
corretamente.

Quadro 3.5: Resposta da Atividade 7
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Na atividade 8, assim como no primeiro estudo de caso, os alunos
apresentaram duvidas sobre direcéo e sentido. Ha indicios de que este fato ocorreu
pela falta de atencédo dos alunos, pois esses conceitos foram revisados no inicio da
aula. Trés alunos fizeram a comparacdo solicitada na atividade apenas
considerando o0 comprimento; isso, provavelmente, tenha ocorrido devido a falta de
atencao ao lerem o enunciado (Quadro 3.6). Este fato foi diagnosticado no momento
da aula e comentado pela mediadora com toda a turma; porém estes alunos nao
modificaram suas respostas, embora sinalizassem que entenderam o que foi

explicado.
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Quadro 3.6: Resposta da Atividade 8

Atividade 8

Abra o applet *Multipiicacio de um nimero complexo por um escalar” (Mult. por
escalar) ¢ delermine 0 que se pede

a) Marque as caixas que aparecem no appled e execute o que for solicitado
b) O que é possivel afirmar sobre o comprimento, a direcdo e o sentido do velor que
representa z,, em relacio ao vetor que representa z,, quando

2 0<k<1

2.722 ——

2> k=1

Zi:22

> k>1
LR 2k

Sk=-1

2 ¢ rasrPow oo 24

> -1<k<0
22222

Fk<-1
2322)

Na atividade 9, no item g, uma aluna apresentou a seguinte resposta:
|2+3i|=2+3i Para que a aluna pudesse refletir sobre o erro, a professora pediu
que voltasse ao applet “modulo e conjugado” e observasse o que foi conjecturado
para o célculo do médulo de um numero complexo. A partir desta acao, a aluna
conseguiu resolver corretamente o item g. A resposta apresentada sinaliza que ela

calculou 0 médulo do nimero complexo como se ele fosse um ndamero real.

As atividades que os alunos conseguiram resolver com facilidade, atingindo

os objetivos das mesmas, ndo foram comentadas nesta segéao.

Devido ao pouco tempo, nao foi possivel realizar em aula as atividades da
segunda parte da apostila, entdo foi solicitado que os alunos levassem a apostila
para casa para resolverem as atividades. Apenas trés alunos resolveram. Algumas

atividades foram resolvidas com alguns erros, como mostrado no quadro 3.7.
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Quadro 3.7: Resposta da Atividade 4 da segunda parte da apostila.

4) Calcule o argumento dos nimeros complexos:
a)z= I3 -i xul:l:\b‘d:vl‘ I94 P
b)z=0,5—0,5i—.',|2j: j?._l_:,;\ \Ji',J'j #9045 =V 9)

Observa-se que, ao realizar a atividade 4, a aluna calculou o médulo dos
nameros complexos ao invés de calcular o argumento. Imagina-se que os trés
alunos resolveram as atividades, juntos, pois os trés calcularam desta forma, ou
seja, trocaram argumento por modulo. As demais atividades da segunda parte da

apostila foram realizadas corretamente.

Apoés a realizacdo das atividades, como ocorreu no primeiro estudo de caso,
os alunos do segundo estudo de caso responderam um questionario com perguntas
sobre os applets e as atividades, assim como sobre a unidade propriamente dita. Na

proxima subsecao sao apresentadas as analises das respostas.

3.3.2 Analise dos questionarios

A primeira pergunta desse questionario refere-se a clareza dos enunciados.
Feitas as analises, verificou-se que dos 19 alunos que participaram deste segundo
estudo de caso e responderam ao questionario, apenas um considerou 0s
enunciados parcialmente claros sem apresentar justificativas. Os demais alunos

consideraram claros.

Ao analisar a segunda pergunta, verificou-se que 84% disseram que as
atividades contribuiram, sim, para a compreensao dos tépicos de numero complexos
e 16% consideraram que as atividades contribuiram parcialmente para a
compreensao dos topicos de numeros complexos. Um dos participantes que
considerou parcialmente afirmou que: “As vezes complicava” (Aluno 18). Um dos
participantes que concordou que as atividades contribuiram para a compreensao
dos topicos de numeros complexos justificou assim: “Sim, pois foi pela maneira
dindmica na qual foi apresentada” (Aluno 10). Essa justificativa sinaliza a
importancia de elaborar atividades mais dinamicas, uma vez que, por meio destas,
pode-se motivar os alunos (BAIRRAL, 2009), como apresentado no capitulo 1 deste

trabalho.
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A terceira pergunta tem o objetivo de avaliar o nivel das atividades. Para 84%
dos alunos o nivel das atividades em moderado, 5% facil e para 11% dificil. Sao
destacados comentéarios dos participantes que classificaram como facil, moderado e
dificil, respectivamente.

“Foram menos enjoativas” (Aluno 19).

“Algumas contas foram mais complicadas para desenvolver, mas
com a ajuda da professora foi possivel resolvé-las” (Aluno 2).

“Precisa ler mais vezes o que se pede” (Aluno 8).

O comentario deste ultimo aluno releva uma grande dificuldade dos alunos
que € a interpretacdo dos enunciados das atividades. Segundo Perego e Buriasco
(2005), as dificuldades relativas a questbes discursivas sobre Matematica, estao
diretamente relacionadas a interpretacao dos enunciados.

Ao analisar as respostas da quarta questao, verificou-se que 63% dos alunos
consideraram facil a manipulagao dos applets, 11% consideraram muito facil e 26%
consideraram moderado. Estes indices sinalizam a qualidade dos applets, uma vez
que a maioria considerou facil e muito facil. Sdo destacadas as justificativas de

participantes que classificaram como facil, muito facil e moderado, respectivamente.

“Porque as explicacdes dadas no computador sdo bastante claras”
(Aluno 1).

“E tudo bem claro de entender” (Aluno 15).

“Foi um pouco complicado porque era a primeira vez que mexia no
applet’ (Aluno 17).

Nenhuma modificagdo dos applets foi sugerida pelos participantes, isto foi
observada pela analise da quinta questao.

Analisando a sexta questdo, verificou-se que todos os participantes
consideraram que o0s applets favorecem a construcdo de conhecimentos

matematicos. Apresentam-se duas justificativas dos alunos:

“Porque é uma maneira mais pratica e menos estressante de estudar
matematica” (Aluno 11).

“Porque com a informatica fica mais facil” (Aluno 1).
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Estes posicionamentos estdo de acordo com Antunes (2002), quando este
afirma que os computadores apresentam inimeros recursos que, se bem utilizados,

facilitam a exploracao da linguagem matematica e do raciocinio légico do aluno.

Ao analisar a sétima questao, verificou-se que 84% dos alunos consideram
muito importante o papel do professor e os demais 16% consideraram importantes.
Estes indices destacam a importancia da mediacdo realizada pelo professor,
resposta considerada coerente com as a¢des que ocorreram neste estudo de caso.

Quanto a avaliagdo da usabilidade da unidade proposta na oitava pergunta
(Grafico 3.7), verificou-se que embora muitos concordem com os critérios listados
(facil de usar, tem instrucées claras, € engajador, ...), um numero significativo de
participantes ndo concorda nem discorda. Considera-se que tais resultados nao

sinalizam que a unidade esta ruim, mas que alguns aspectos ainda precisam ser

analisados.
Usabilidade
100%
1- E facil de usar.
80% 2- Tem instrugdes cla-
ras.
60% 3- E engajador / moti-
vador.
M 4- Visualmente atra-
40% 1 ] ] ente.
5- E interativo.
20% A 6- Navegacao facil e
consistente ao longo
0% de toda unidade.
’ 5 2 . . 5 ; 7- Compativel com di-
W Concordo Plenamente @Concordo ferem?s nave,g_adores'
m N30 concordo nem discordo  EDiscondo 8- Projeto graflco (de-
O Discordo Completamente mMN&o se aplica ou sem resposta senho de péglna) de
alta qualidade.

Grafico 3.7: Avaliagao da unidade quanto ao critério de usabilidade — segundo estudo de

caso

No préximo capitulo, descrevem-se as consideragbes finais deste trabalho

monografico.



CONSIDERAGCOES FINAIS

Neste capitulo sdo apresentadas as consideracdes finais sobre a pesquisa
promovida neste trabalho monogréafico. Além disso, sdo expostas as contribuicoes,
as dificuldades encontradas durante a realizacdao desta monografia e formas de
continuidade do trabalho desenvolvido.

Diversas etapas foram realizadas ao longo da pesquisa realizada. A
realizacdo do teste exploratério foi muito importante; por meio deste foi possivel
corrigir algumas falhas presentes nos applets e também aprimorar as atividades da
apostila. Os participantes mostraram muito interesse durante o minicurso, o que
pode ser atribuido a qualidade dos recursos e ao fato de o enfoque, dado ao tema
ser diferente do que eles conheciam. As atitudes dos participantes, seus
questionamentos e as respostas dos questionarios indicaram que a unidade de

aprendizagem esta coerente com seus objetivos.

O primeiro estudo de caso possibilitou identificar as dificuldades apresentadas
pelo publico alvo (alunos do Ensino Médio) ao usarem a unidade de aprendizagem e
resolverem as atividades. Grande parte dessas dificuldades foram decorrentes da
falta de conhecimentos sobre trigonometria e vetores. Além disso, foi possivel
perceber que a extensdo do conteudo contemplado no material elaborado requer
mais tempo do que foi planejado, independente das dificuldades dos alunos. No
segundo estudo de caso optou-se por alunos que ja haviam concluido o estudo de

trigonometria; este fato influenciou, positivamente, na resolucdo das atividades.

Ao comparar os alunos que participaram do primeiro estudo de caso com 0s
que participaram do segundo estudo de caso, considera-se que os ultimos se
mostraram mais interessados, motivados e apresentaram mais facilidade na

resolucéo das atividades.

Tanto os alunos do primeiro estudo de caso quanto os do segundo
apresentaram mais dificuldades nas atividades 2 e 4. Essa afirmagéo foi baseada na

observacéo feita pela mediadora durante a aula. Atribui-se essas dificuldades a falta
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atencao de alguns alunos durante as explicacbes e ao fato de ndao possuirem

conhecimentos sobre vetores.

Os participantes do teste exploratério mostraram maior interesse durante a
resolucado das atividades do que os alunos do Ensino Médio. Considera-se que o
pouco interesse dos alunos do Ensino Médio deu-se pelo fato deste tema nao ser
contemplado no planejamento pedagdgico das turmas dos alunos em questao, ou
seja, nao seria cobrado na avaliacdo, e pela falta de conhecimentos sobre vetores.
Considera-se que o interesse dos participantes de teste exploratério, se deu pelo
fato de a abordagem ser diferente das que s&o apresentadas nos livros sobre

nimeros complexos.

Neste trabalho estabeleceu a seguinte questdo de pesquisa: Qual o
desempenho dos alunos no estudo de numeros complexos, ao utilizarem a unidade
de aprendizagem “Investigando em C”? Todas as agdes desenvolvidas no ambito
deste trabalho monogréafico permitiram afirmar que o desempenho dos alunos foi
muito bom. Inicialmente, apresentavam dificuldades em compreender os enunciados
das atividades, devido ao carater investigativo das mesmas, mas no decorrer do
trabalho as dificuldades foram superadas. O destaque geométrico ressaltado pelos
applets e pelas atividades influenciou, positivamente, no desempenho dos alunos.
Isso foi verificado a partir dos comentarios feito pelos mesmos e pelas respostas das
atividades.

Algumas dificuldades foram encontradas e superadas durante o
desenvolvimento deste trabalho. Para a elaboracédo dos applets e das atividades, por
exemplo, foi necessario muito estudo dos recursos do software GeoGebra e de
como este poderia contribuir para a abordagem de numeros complexos. A falta de
referencial te6rico que trate da aprendizagem de numeros complexos com uso de
recursos tecnologicos digitais, também foi uma dificuldade. Além disso, foi dificil
encontrar alunos com as caracteristicas necessarias para o desenvolvimento do
trabalho no momento da pesquisa. Outra dificuldade foi compreender as aplicacdes
de numeros complexos em outras areas do conhecimento visto que estas envolviam
muitos conteudos dificeis e fora da area de dominio da autora deste trabalho. No

entanto, o resultado final foi muito gratificante.
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Destaca-se que o trabalho aqui desenvolvido contribuiu de forma significativa
para a experiéncia docente da autora. Esta teve oportunidade de desenvolver e
aplicar recursos pedagoégicos, com o0s quais 0s alunos participaram ativamente do
processo de aprendizagem. Este trabalho possibilitou, também, a melhoria da escrita
e do processo de pesquisa, além de ampliar os conhecimentos do uso das TIC e

sobre numeros complexos.
Para dar continuidade a este trabalho sugere-se:

- Experimentar a unidade de aprendizagem com alunos do Ensino Médio que
ja tenham estudado vetores e trigonometria, e ainda nao tenham estudado numeros

complexos.

- Experimentar a unidade de aprendizagem com alunos da licenciatura em
Matematica, no primeiro contato dos mesmos com o tema em questao, no referido

nivel de ensino.

Além das agdes citadas, analisando todo o trabalho desenvolvido surge uma
questdo que pode fundamentar outras pesquisas: O que pode ser feito para
melhorar a interpretacdo dos enunciados por parte dos alunos do Ensino Médio,

bem como o registro do que é conjecturado?

De modo geral, 0 uso da unidade de aprendizagem e consequentemente, dos
recursos nela contido, foram satisfatérios. Estes permitiram explorar certas
habilidades, como a visualizagdo e simulagdo, o que possibilitou a construcdo de

conhecimentos.

O desenvolvimento da Unidade de Aprendizagem e de todos os recursos que
a mesma contém, iniciado no periodo da bolsa de iniciacao cientifica, possibilitou a
publicacao de artigos cientificos e a realizacdo de minicursos:

- Artigo — Investigando Em C: Uma Unidade De Aprendizagem Online Para Estudo
De Numeros Complexos na RENOTE. Revista Novas Tecnologias na Educacgéo, v.
7,p. 1-10, 2009.

- Resumo expandido — Desenvolvimento de uma Unidade de Aprendizagem Online
para o Estudo de Numeros Complexos. 6° Circuito de Iniciacdo Cientifica do IFF.
2009. Comunicacao oral (publicada nos Anais do evento, por meio de um artigo

completo).
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— Numeros Complexos: Unidade de Aprendizagem Online Investigando em C. V
EEMAT (Encontro Estadual de Educacao Matematica do Rio de Janeiro), realizada
no Colégio Pedro Il no dia 05/02/2010.

- Minicurso — Numeros Complexos: Uma abordagem com auxilio de recursos

digitais. Il Semana de Matematica do IF Fluminense. Realizada em 2010.

Com a unidade “Investigando em C”, espera-se, colaborar para o processo de
ensino e aprendizagem de numeros complexos, no Ensino Médio. Destaca-se que é
importante que a unidade de aprendizagem esteja em constante processo de
desenvolvimento, pois atualizacbes e ampliacbes vao enriguecendo-a. A
interatividade, as investigacdes, o estabelecimento de conjecturas, entre outras
aclOes possibilitadas pelos applets, permitem praticas docentes mais coerentes com

o perfil dos alunos das atuais sociedades.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANTUNES, C. Novas maneiras de ensinar, novas formas de aprender. Porto Alegre:
Artmed, 2002.

ARAUJO, N. B. F. Ndmeros Complexos: Uma proposta de mudanca metodoldgica
para uma aprendizagem significativa no Ensino Médio. Natal, 2006.111f. Dissertacao
(Mestrado em Ensino de Matematica) — UFRN, Natal, 2006. Disponivel em:
<http://www.ppgecnm.ccet.ufrn.br/publicacoes/publicacao_34.pdf> Acesso em: 06
out. 2010.

BAIRRAL, M. A. Tecnologias da Informacdo e Comunicagdo na Formacgéo e Educa-
cdo Matematica. v. 1. Rio de Janeiro: Ed. da UFRRJ, 2009.

BALDIN, Y. Y. UtilizagGes Diferenciadas de Recursos Computacionais no Ensino de
Matematica. In: CARVALHO, L. M.; GUIMARAES, L. C. (Org.). Histdria e Tecnologia
no Ensino da Matematica. Rio de Janeiro: IME: UERJ, p. 29-37, 2002.

BATISTA, S. C. F. SoftMat: Um Repositério de Softwares para Matematica do Ensino
Meédio - Um Instrumento em Prol de Posturas mais Conscientes na Sele¢éao de
Softwares Educacionais. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias de Engenharia). Cam-
pos dos Goytacazes, RJ, Universidade Estadual do Norte Fluminense — UENF,
2004.

BEHAR, P. A.; GASPAR M. |. Uma perspectiva curricular com base em objetos de
aprendizagem, 2007. Disponivel em: <http://ihm.ccadet.unam.mx/
virtualeduca2007/pdf/37-PB.pdf> Acesso em: 26 nov. 2009.

BRANDAO L. O; ISOTANI, S; MOURA. J. G. Imergindo a geometria dindmica em
sistemas de educacao a distancia: iGeom e SAW. Revista Brasileira de Informatica
na Educacgéo (RBIE), Porto Alegre, v.14 n. 1, p.41-49, 2006.

BRAVIANO, R.; RODRIGUES, M. H. W. L. Geometria Dinamica: Uma nova Geome-
tria. Revista do Professor de Matematica (RPM), Sao Paulo: Sociedade Brasileira de
Matematica, n. 49, p. 22-26, 2002.

CARNEIRO, J. P. A Geometria e o Ensino dos Numeros Complexos. Revista do
Professor Matematica (RPM). Sao Paulo: Sociedade Brasileira de Matematica, n. 55,
p. 15-25, 2004.

CERRI C.; MONTEIRO M. S. Histdria dos Numeros Complexos. CAEM - Centro de
Aperfeicoamento de Ensino de Matematica Instituto de Matematica e Estatistica da
USP, 2001. Disponivel em: <http://www.ime.usp.br/~martha/caem/complexos.pdf>
Acesso em: 19 dez. 2010.

CLEICK, James. Caos: A criacdo de uma nova Ciéncia. Rio de Janeiro: Campus,
1991.

CORNELL UNIVERSITY, Departament of Mathematics. Jonh H. Hubbard, 2003. Dis-
ponivel em:<http://www.math.cornell.edu/People/Faculty/hubbard.html> Acesso em:
02 dez. 2010.



105

CRESWELL, J. W. Projeto de pesquisa: métodos qualitativos, quantitativos e mistos.
Traducao de Luciana de Oliveira da Rocha. 2. ed. Porto Alegre: Artmed, 2007.

D’AMBROSIO, U. Educacdo matemética: da Teoria a Pratica. 8. ed. Campinas, SP:
Papirus, 2001.

DANTAS, E. M; NASCIMENTO, E. C. S do. Numeros Complexos: Uma Analise de
Livros Didaticos do Ensino Médio. In: V Semana da Matematica da UFF, 2010, Rio
de Janeiro RJ. Anais. Rio de Janeiro, RJ, 2010.

DANTE, L. R. Matemética Contexto e Aplicagdes. Volume Unico. Sdo Paulo: Atica,
2008.

DEITEL, H. M; DEITEL, P. J. Java, como programar. Traducao de Carlos Arthur
Lang Lisboa. 4. ed. Porto Alegre: Bookman, 2003.

EZEQUIAS. Para que servem os Numeros Complexos? Rio de Janeiro, 1998.
Monografia da Universidade Federal do Rio de Janeiro (IM/ UFRJ). Disponivel em:
<http://www.profezequias.net/complexo.html>. Acesso em: 11 out. 2010.

FORMAN, E.; GAZDEN, C. Exploring Vygotskian perspective in education: The
cognitive value of peer interaction. In: WERTSCH, J. V. Culture, commucation and
cognition: Vygostkian perspective. Cambridge Univesrsity Press, 1988, p. 323-347.

GIL, A. C. Métodos e técnicas de pesquisa social. 5. ed. Sdo Paulo: Atlas, 1999.

INEP. O que € o PISA. Inep: Sala de imprensa. 2007. Disponivel em:
<http://www.inep.gov.br/imprensa/noticias/internacional/news07_05.htm> Acesso
em: 05 jul. 2009.

JUNGES, M. O Universo e seus fractais: a contribuicao de Mandelbrot. 2010.
Disponivel em: <http://www.ihuonline.unisinos.br/index.php?
option=com_content&view=article&id=3628&secao=349> Acesso em: 11 nov. 2010.

LAVILLE, C.; DIONNE, J. A. Construgdo do Saber: Manual da metodologia da
pesquisa em ciéncias humanas. Traducao de Heloisa Monteiro e Francisco Settineri.
Porto Alegre: Artmed, 1999.

LEE, H. S; HOLLEBRANDS, K. F. Students’ use of technological features while
solving a mathematics problem. Journal of Mathematical Behavior, v.25, n. 3, p.
252-266, 2006.

LIMA, E. L. Sobre a Evolugcédo de Algumas Idéias Matematicas. Revista do Professor
de Matematica (RPM). Sao Paulo: Sociedade Brasileira de Matematica, n. 06, p. 1-
8., 1985.

MATQOS, J. F. L. Matematica, educacao e desenvolvimento social — Questionando
Mitos que Sustentam Opc¢des Atuais em Desenvolvimento Curricular em
Matematica. In: ENCONTRO INTERNACIONAL EM HOMENAGEM A PAULO
ABRANTES - EDUCACAO MATEMATICA: caminhos e encruzilhadas, 2005, Lisboa.



106

Comunicagdes. 2005. Disponivel em:
<http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/[fmatos/comunicacoes.html>. Acesso em: 30 jun.
09.

MELLO, J. L. P. (Coordenador Técnico). Matematica, Construgdo e Significado.
Volume Unico. Sao Paulo: Editora Moderna, 2005.

MESQUITA, A.; MOTA, M. G. Fractais- A Linguagem do Caos. Anais do Clube
Militar Naval. s.d. Disponivel em:
<http://www.teoriadacomplexidade.com.br/textos/fractais/FRACTAIS-A-
LinguagemDoCaos.pdf> Acesso em: 02 nov. 2010.

MILIES, C. P. A Emergéncia dos Numeros Complexos. Revista do Professor de
Matematica (RPM). Sao Paulo: Sociedade Brasileira de Matematica, n. 24, p. 5-15,
1993.

MORAN, J. M. Ensino e Aprendizagem Inovadores com Tecnologias. Revista
Informatica na Educacgégo: Teoria & Pratica, v. 3, n.1 Porto Alegre: UFRGS. Programa
de P6s-Graduacao em Informatica na Educacéo, p. 137-144, 2000.

MORAN, J. M.; MASETTO M. T.; BEHRENS, M. A. Novas tecnologias e mediagdo
pedagdgicas. 7. ed. Campinas-SP: Papirus, 2003.

MOREIRA, L. S.; BARCELOS, G. T.; BATISTA, S. C. F. Gerando Applets no
Software Geogebra. In: SEMANA DE MATEMATICA DO IF Fluminense, 3, 2010,
Campos dos Goytacazes, RJ. Anais... Campos dos Goytacazes, RJ, 2010.

MOYSES, L. Aplicacées de Vygotsky & Educacdo Matemética. 8.ed. Campinas-SP:
Papirus, 2007.

NCTM, Estandares curriculares y de evaluacion para la educacion matematica.
Sevilha: SAEM Thales, 1991. (versao original em inglés 1989).

NCTM. Normas profissionais para o ensino da matematica. Lisboa: IIE e APM, 1994.

OLIVEIRA,C.N.C. Numeros complexos: um estudo dos registros de representacao e
de aspectos graficos. Dissertacao (Mestrado em Educacao Matematica)- PUC/SP,
Sao Paulo, 2010. Disponivel em:
<http://www4.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/carlos_nely oliveira.pdf> Acesso
em: 06 out. 2010.

PASSERINO, L. M.; KOCH, S. K. S.; MACIEL, M.; MARTINS, M. del C. Mediacao
por Meio de Evidéncias no Contexto Linglistico em Ambientes Virtuais de
Aprendizagem. In: XIX SIMPOSIO BRASILEIRO DE INFORMATICA NA
EDUCAGCADO. Fortaleza, CE. Anais. Fortaleza, CE: Universidade Federal do Cear3,
2008. v. 1. p. 430-440. 2008.

PAZQOS, R. P. Visualizando fungbes complexas. In: Il CONGRESSO
INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA, ULBRA, Canoas, RS, 20-22
Outubro de 2005. Disponivel em:
<http://rpanta.com/downloads/artigo/RPP_ComplexVisual.PDF> Acesso em: 12 nov.
2010.



107

PEREGO S. C, BURIASCO R. L. C. Reqgistros Escritos em Matematica: que
informacdes podem fornecer na avaliacao? Revista Educagcdo Matematica em
Revista. Revista da Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica, n.18/19, p. 46-
56, 2005.

PEREIRA MELO, J.A. Avaliacao de objetos de aprendizagem: cruzando caminhos e
produzindo novos olhares. Revista Latinoamericana de Tecnologia Educativa -
RELATEC, v.8, n.2, p.59-75, 2009. Disponivel em:
<http://campusvirtual.unex.es/cala/editio/index.php?
journal=relatec&page=article&op=viewFile&path[]=527 &path[]=425>.Acesso em: 10
jan. 2010.

PONTE, J. P. Novas tecnologias na aula de matematica. Revista Educacao e
Matematica (APM), n. 34, p.2-7, 1995.

PONTE, J. P.; OLIVEIRA, H.; VARANDAS, J. M. O Contributo das Tecnologias de
Informacao e Comunicacao para o Desenvolvimento do Conhecimento e da
Identidade Profissional. In: FIORENTINI, D. (Ed.). Formacao de professores de
Matematica: Explorando novos caminhos com outros olhares. Campinas: Mercado
de Letras, 2003 p. 159-192, 2003.

RAMOS, A. F.; DOMENICO, L. C. de, TORRES, P. L. Uma experiéncia com objetos
de aprendizagem no ensino da Matematica. UNIrevista, Sao Leopoldo, RS, v. 1, n.
2, p. 1-11, 2006. Disponivel em:
<http://www.unirevista.unisinos.br/_pdf/UNIrev_Ramos_et_al.pdf>. Acesso em: 08
jan. 2010.

RICIERI, A. P. Assim nasceu o imaginario: Origem dos niumeros complexos. Sao
Paulo, Edicées Prandiano, 1993.

SANTOS, E. T. Um applet para o ensino de geometria descritiva na internet. In:
XXVII COBENGE, Natal, RN, 1999, Anais. Natal, RN, 1999. Disponivel em:
<http://docentes.pcc.usp.br/toledo/pdf/cobenge99 applet.pdf>. Acesso em: 11 maio
2010.

SANTOS, V. C. P. Mathlets: Possibilidades e Potencialidades para uma Abordagem
Dinamica e Questionadora no Ensino de Matematica. Dissertagdo (Mestrado em
Ensino de Matematica), Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro-RJ,
2008.

SEITER, C. Every Math for Dummies. IDG Books Worldwide, inc, 1995.

SILVA, E. L. da; MENEZES, E. M. Metodologia da Pesquisa e elaboragdo de
dissertacdo. 3. ed. Floriandpolis: Laboratério de Ensino a Distancia da UFSC, 2001.
Disponivel em: <http://projetos.inf.ufsc.br/arquivos/Metodologia%20da%20Pesquisa
%203a%20edicao.pdf>. Acesso em: 20 dez. 2009.

SILVA, E. L. da; SOUZA, A. R. de; MARQUES, E. M. R. Alguns estudos de fluxo de
fluidos utilizando software grafico. Revista Brasileira de Ensino de Fisicav. 31, n. 3,
2009. Disponivel em: <http://www.scielo.br/pdf/rbef/v31n3/090306.pdf> Acesso em:
11 out. 2010.



108

UNDERWOOD, J.; HOADLEY, C; LEE, H. S; HOLLEBRANDS, K. F; DIGIANO C;
RENNINGER K. A. IDEA: identifying design principles in educational applets.
Educational Technology Research and Development, v. 52. n. 2, p.99-112, 2005.

UNIVERSITY OF ST ANDREWS. Biografia de Niels Fabian Helge Von. 2000
Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/biographies/koch.html>
Acesso em: 12 nov. 2010.

UNIVERSITY OF ST ANDREWS. Biografia de Gaston Julia Maurice. 2008
Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/biographies/julia.html| >
Acesso em: 12 nov. 2010.

VYGOTSKY, L. S. Pensamento e linguagem. Sao Paulo: Martins Fontes, 1987.

VYGOTSKY, L. S. A formacgéo social da mente: o desenvolvimento dos processos
psicologicos superiores. 7. ed. Sao Paulo: Martins Fontes, 2007.

YIN, R. K. Estudo de caso: planejamento e métodos. 3. ed. Porto Alegre: Bookman,
2004.



APENDICES



Apéndice A: Apostila do teste exploratério 2



111

.. INSTITUTO FEDERAL DE Secretaria de Educagao Ministério
EDUCACAO, CIENCIA ETECNOLOGIA  Profissional e Tecnolégica da Educacao

.. FLUMINENSE
Campus Campos-Centro
DIRETORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAQAO/GERENCIA DE PESQUISA

PROJETO: TECNOLOGIAS DE INFORMAGAO E COMUNICAGAO NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM DE
MATEMATICA

Estudando Numeros Complexos com Applets

b

]

fd fmm

F= (3, 3

Re
———4
o a o
'
3
i
3_
E: ]
- -
z - [}
2 12, ¥
1 ’
& /
r
:‘ o
1 ’ g
- 4
r y
l
’
r,
o
T T =
4 3 2 d-=7/|0 1 2 3 4
-
sy borm
L 1
r
’
’
r
’
’ - -2—
’ - ;2

Débora Maciel da Costa.
Gilmara Teixeira Barcelos
Silvia Cristina Freitas Batista
Campos dos Goytacazes
2010

Atividade 1



112

Abra o applet “Potenciacao” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas 1 e 2 do applet e execute o que for solicitado.
b) Descreva a relagdo entre os moédulos de z e z2 , assim como, a relacdo entre seus

argumentos.

c) Marque a caixa 3 e execute o que for solicitado.
d) Descreva a relagcdo entre os mddulos de z e z°® , assim como, a relagdo entre seus

argumentos.

e) Marque a caixa 4 e execute o0 que € solicitado para n = 4.
f) Descreva a relagdo entre os modulos de z e z* , assim como, a relagdo entre seus

argumentos.

g) Volte o seletor k ao inicio do seu segmento, torne n = 2 e desmarque as caixas 2, 3 e 4.
Altere o complexo z, movendo o ponto que € sua imagem, refaga os itens anteriores e

registre suas respostas abaixo.

h) A partir do que foi observado e conjecturado nos itens anteriores escreva z" em fungéo de

P e 0, considerando que z = p(cosO+isenB).

i) Marque a caixa 5 e verifique se o que foi conjecturado no item h esta correto.

Atividade 2
Abra o applet “Radiciacao” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas 1 e 2 do applet e execute o que for solicitado.

b) Descreva a relacdo entre os moédulos de ws e wz e, também, a relacdo entre seus

argumentos.
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c) Marque a caixa 3 e execute o que for solicitado.
d) Descreva a relagéo entre os médulos de w; e w,, assim como, entre seus argumentos.

Além disso, descreva a relagdo entre os médulos de w. e ws, assim como, entre seus

argumentos.

e) Marque a caixa 4 e execute o que for solicitado para n = 4.
f) Descreva a relagao entre os médulos de wi e we, assim como, entre seus argumentos.

Descreva as referidas relagdes também para w. € ws; Ws € Wa.

g) Volte o seletor w ao inicio do seu segmento, torne n = 2 e desmarque as caixas 3 e 4.
Altere o complexo z, movendo o ponto que € sua imagem, refaga os itens anteriores e

registre suas respostas abaixo.

h) Observe que o numero indicado no seletor n corresponde ao indice da raiz do complexo

z. Descreva a relagao entre o valor de n e 0 nUmero de raizes correspondentes.

i) Para n > 2, descreva a relagdo entre os pontos que sdo as imagens das raizes e 0s
poligonos regulares formados.

j) Considerando n = 2, seria possivel determinar a raiz w», a partir da raiz w;? Justifique sua

resposta.

k) Considerando n = 3, descreva como seria possivel determinar as outras duas raizes, a

partir da raiz wi.
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) Marque a caixa 5 e observe a dedugdo da segunda férmula de De Moivre.

lll. Atividades sem utilizar os applets

1) (UNICAMP - SP) Um tridngulo equilatero, inscrito em uma circunferéncia de centro na

origem, tem como um de seus vértices o ponto do plano associado ao numero complexo

\/§+1i.

a) Que numeros complexos estdo associados aos outros dois vértices do mesmo triangulo?

Faca a figura desse triangulo.
b) Qual a medida do lado desse triangulo?

2) (FUVEST — SP - adaptado) Sendo o numero complexo z = cos 48° + i sen 48° , determine

ovalorde 7' + 7% +1.

3) (U.F.SANTA MARIA - SP) A soma das raizes cubicas do niumero complexo z = 8i é:

a) —4i c)0 e) 4i

b) —24/3i d) 24/3 i

4) Considere o nimero complexo z = cosg+zseng. Ovalorde 7° + 7% +7'* é:

a) —i c)i—-2 e) 2i
oy L3
2

' d) i
2 l

.27

20
, 1+ |,
5) O valor do numero complexo L é:
+i

a) 1 c) —i e) 2%
b) i d) -1

6) (UFRJ 2009) No jogo Batalha Complexa sdo dados numeros complexos z e w,

chamados mira e alvo respectivamente. O tiro certeiro de z em W é o nimero complexo ?

talque 1z=w.



115

30°)

[wi=4

Considere a mira z e o0 alvow indicados na figura acima. Determine o tiro certeiro de z em

w,
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l. Introducao

Contrariando o que €, muitas vezes, divulgado nos livros didaticos, a construcao da teoria dos
nameros complexos nao teve origem na analise das equacgdes do segundo grau, mas sim, na
busca da solugéo da equacao do terceiro grau (MILIES, 1993).

Na primeira metade do século XVI, o matematico italiano Gerénimo Cardano apresentou, em

sua obra Ars Magna, uma forma de resolver equacdes clbicas do tipo x> + px=gq,com Pe 94

reais (forma esta que havia sido descoberta por outro matematico italiano, Niccolo Tartaglia)

(MELLO, 2005). Cardano, ao resolver a equagdo x> = 15x + 4, da qual ele conhecia a raiz 4, se

deparou com raizes quadradas de numeros negativos, algo que era considerado inexistente na
época (MELLO, 2005).

Raphael Bombelli (1526-1573), um admirador da Ars Magna de Cardano, publicou uma obra
denominada I'Algebra, em 1572, expondo os mesmos assuntos, mas de forma mais didatica
(MILIES, 1993). Nessa obra, ele estudou a resolugao de equagdes de grau nao superior a quatro e

considerou, em particular, a equagdo x> =15x +4. Ao aplicar a férmula de Cardano para o

célculo das raizes, ele decidiu prosseguir, considerando a possibilidade de existéncia de
expressoes envolvendo raizes quadradas de numeros negativos. Dessa forma, ele conseguiu

obter raiz 4, previamente conhecida.

A partir de entdo, os matematicos foram considerando cada vez mais a existéncia de raizes
quadradas de numeros negativos, dando origem a um novo tipo de numero (MELLO, 2005).
Assim, no século XVI, estava ocorrendo, na Matematica, algo semelhante ao que ocorreu no

tempo dos gregos antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos numeros racionais com a

construcdo do nimero /2, que ndo é racional, ou seja, verificava-se que o conceito de nimero

precisava ser, novamente, estendido (CERRI; MONTEIRO, 2001).

Os itens abaixo descrevem, brevemente, a evolugao dos Numeros Complexos (MILIES, 1993):
e O simbolo +/—1 foi introduzido, em 1629, por Albert Girard;
e Os termos real e imaginario foram empregados, em 1637, por René Descartes;

e O simbolo i foi usado, em 1777, por Leonhard Euler para representar +/—1 . Este simbolo
apareceu impresso pela primeira vez, em 1794, e se tornou amplamente aceito apds seu
uso por Carl Friederich Gauss, em 1801;

e A expressdo numero complexo foi introduzida por Gauss, em 1832;
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e A representacdo grafica dos numeros complexos foi desenvolvida, de forma independente,
por Caspar Wessel, em 1799; Jean-Robert Argand, em 1806 e Gauss, em 1831. Porém,

quem, verdadeiramente, tornou a interpretagcdo geométrica amplamente aceita foi Gauss;

e A formalizagdo completa dos nimeros complexos como pares ordenados de numeros reais

foi desenvolvida por William Rowan Hamilton, em 1833.

O estudo de Numeros Complexos evoluiu e se faz presente em, praticamente, todos os
grandes ramos da Matematica, tais como Algebra, Topologia, Geometria (Analitica, Diferencial ou
Algébrica), Analise, entre outros (LIMA, 1985). Além disso, os Complexos estdo presentes em
aplicagbes como dinamica dos fluidos e eletromagnetismo (LIMA, 1985).

Il. Conhecendo alguns Recursos do Software GeoGebra
Os applets utilizados nas atividades da secéo Ill foram desenvolvidos com o software

GeoGebra. Os recursos deste software sao disponibilizados nos applets, de forma

totalmente funcional.

O GeoGebra ¢é um sistema de Geometria Dinamica, livre, desenvolvido por Markus
Hohenwarter, disponivel, em portugués, no endereco eletrénico
<http://www.geogebra.at/>. Este permite realizar constru¢des tanto com pontos, vetores,
segmentos, retas, secbes cobnicas, como com fungdes que podem se modificar,
posteriormente, de forma dinamica. O referido software possibilita o estudo de variaveis

vinculadas a numeros, vetores e pontos.

Abaixo descrevemos alguns recursos necessarios para a realizagao de atividades da

secao lll.

Em todos os botdes da Barra de Botdes (Figura 1) aparece uma seta no canto inferior direito.
Esta, ao ser clicada, permite visualizar as opcoes existentes.

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Y = o] |[%d

Ao clicar na setinha do 3% botéo, da esquerda para direita, encontramos as duas ferramentas

[
L
)

Reta definida por dois pontos
Dois pontos

a=:t

N

%

®

%

T L] L
7 7 7

Figura 1: Barra de Botdes

descritas abaixo.

Vetor definido por dois pontos — marcando-se dois pontos, tragca-se o vetor com origem no
primeiro ponto determinado e ponto final no segundo.
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Vetor a partir de um ponto — essa ferramenta permite que, tendo um vetor v ja construido,
construa-se outro representante de v, a partir de um ponto considerado. Para tanto, marca-se um
ponto (que sera a origem do outro representante de v), seleciona-se esta ferramenta, clica-se, com

o botao esquerdo do mouse, sobre o vetor v ja construido e, depois, sobre 0 ponto considerado.

Além de conhecer essas duas ferramentas, também é importante conhecer certas
funcionalidades, acessiveis ao clicar com o botdo direito do mouse sobre um objeto.
Consideremos, por exemplo, um ponto marcado na tela do Geogebra. Ao clicar com o botéo direito
sobre este ponto, sera aberta a janela mostrada na figura 2.

A
.

Ponto A
Coordenadas polares

Exibir objeto
Exihir rotulo
Hahilitar rastro
Ohjeto auxiliar

Renomear
Redefinir
/  Apagar

e 0% 2

(]

Propriedades ...

Figura 2: Opg¢des para o Ponto A

e Para exibir ou esconder o “nome” do objeto basta clicar em (Exibir rétulo).
e (Caso queira apagar algum objeto, basta clicar no (Apagar).
)

e Para renomear o0 objeto é preciso clicar em Renomear). Na janela que se abrira deve-se

colocar o “nome” desejado e clicar em “Aplicar”.

e Para trocar a cor do objeto é preciso clicar em _ (Propriedades). Dessa forma, é aberta a
janela mostrada na figura 3. Nesta janela é preciso selecionar a aba “Cor”, clicar na cor
desejada e, a seguir, clicar em “Fechar”.



A
°
( =)
¢ Propriedades =
Objetos Basico | Cor | Estilo | Aigebra | Avangado
Ponto
s Nome: A =
Valor. (-1.9,4.72) =—
| Exibir objeto
| Exibir rétulo:  Nome -
Exibir Trago
Fixar objeto
Objeto auxiliar
g  Fecnar |
Figura 3: Propriedades
A,
»
€ Propriedades o
Prsigaii Basico| Cor | Estilo | Algebra | Avangado
Fonto - . J
» & ||
Recent

7 Apagar |

i

SCPECTEEEY

visuaizar

Fechar |

Figura 4: Aba Cor
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Il. Atividades utilizando os applets sobre Numeros Complexos

Esta secao contém atividades investigativas, elaboradas por Débora M. da Costa, Gilmara T.
Barcelos e Silvia Cristina F. Batista, a serem realizadas com auxilio dos applets® sobre nimeros

complexos.

Atividade 1
No quadro da segdo Applets, da Unidade de Aprendizagem sobre Numeros Complexos
“Investigando em C€”, clique em “Plano Complexo” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Represente, no plano complexo do applet, a imagem dos niumeros complexos z; =2 —9i, z> = -1

+ 4i e zz = 2 + 6i. ldentifique e anote o quadrante a que cada um deles pertence.

Numeros complexos Quadrantes
z,=2-09i

Zo = -1 + 4i

Z3; =2 + 6i
c) Apresente um complexo z4, cuja imagem seja representada no 3° quadrante do plano complexo
(represente, no applet, a imagem do complexo apresentado):

d) Complete os espagos abaixo com sinal de > ou <:

Se um complexo z = a + bi tem imagem representada no:

o 3% quadrante,entdo a__ 0 e b__ 0;
. 12 quadrante,entdo a__ 0 e b__ 0;
. 2° quadrante,entéo a__ 0 e b__ 0;
. 4° quadrante,entdto a__ 0 e b__ 0.

e) Um namero complexo z € um imaginario puro se a parte real de z é nula. Um ndmero complexo
€ um numero real se a parte imaginaria de z é nula. Em cada item abaixo, apresente na forma
algébrica um numero complexo atendendo ao que se pede e represente a imagem deste, no plano
complexo do applet:

- um numero imaginario puro, que tenha parte imaginaria positiva:

- um ndmero imaginario puro, que tenha parte imaginaria negativa:

- um numero real positivo:

- um ndmero real negativo:

% Os referidos applets foram desenvolvidos no dmbito do projeto de pesquisa Tecnologias
de Informacao e Comunicacéo no Processo de Ensino e Aprendizagem de Matematica, por
Débora M. da Costa, bolsista de iniciacao cientifica IFFluminense Campus Campos-Cen-
tro,

Gilmara T. Barcelos e Silvia Cristina F. Batista.
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f) E possivel que algum nimero imaginario puro tenha imagem representada fora do eixo das
ordenadas? E possivel que algum ndmero real tenha imagem representada fora do eixo das
abscissas? Justifique suas respostas.

g) Salve o arquivo em "Meus documentos” nomeando-o “Atividade1”.
Atividade 2
Abra o applet “Adicao de Complexos” (Adicdo Num. Complexos) e determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Considere um numero complexo z., distinto de zi, z. e z;, e trace, no plano complexo do applet, o

vetor que o representa. Para tanto, use o recurso “Vetor definido por dois pontos” ( ). Se
desejar, indique junto ao vetor tragcado, o seu rétulo z, e estabelega uma cor para 0 mesmo, como
explicado na secao |Il.

c) Represente o vetor correspondente a soma z; + z4 tragando, inicialmente, o paralelogramo

definido pelos vetores que representam z; e z,. Para tanto, use o recurso “Vetor a partir de um

"

ponto” ( ). Se desejar, indique junto ao vetor soma, o rétulo
Z1 + 24 € estabeleca uma cor para 0 mesmo.

d) Salve o arquivo, em “Meus documentos” nomeando-o “Atividade2”.

Atividade 3

Abra, novamente, o applet “Adicdo de Complexos” (Adicao Num. Complexos) e determine o
que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet.

b) Movimente o ponto que é a imagem de z;, até que z; esteja sobre o eixo imaginario. O numero
complexo zs € imaginario puro ou um numero real? Descreva o que vocé observou quanto a parte

real de z; e z..

¢) Movimente o ponto que é a imagem de z., até que z; esteja sobre o eixo real. O numero
complexo é imaginario puro ou um numero real? Descreva o que vocé observou quanto a parte

imaginéria de z; e z».
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d) Mova o ponto que € a imagem de z; até obter z; = 3 + 2i. Mova o ponto que € a imagem de z
até obter z, = -3 —2i. Descreva 0 que observou quanto a zs.

e) Mova o ponto que é a imagem de z. até obter z.= 0 + 0i. Descreva o que vocé observou quanto

azZi+ Zo

Atividade 4

Abra o applet “Subtragdo de Complexos” (Subtragdo Num. Complexos) e determine o que se
pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Desmarque as caixas 2, 3, 4,5 e 6.

c) Considere um numero complexo zs, distinto dos complexos apresentados na tela, e trace no
plano complexo, o vetor que o representa (para tanto, proceda como no item b da atividade 2).
Trace, também, o vetor que representa — zs.

d) Construa o paralelogramo definido pelos vetores que representam z; e — zs (para tanto, proceda
como no item ¢ da atividade 2). A seguir, trace o vetor que representa a soma z; + (-zs), que €
correspondente a subtracdo z; — zs.

e) Salve o arquivo, em “Meus documentos” nomeando-o “Atividade4”.

Atividade 5

Abra, novamente, o applet “Subtragcdo de Complexos” (Subtragdo Num. Complexos) e
determine o que se pede:

a) Marque as caixas 1, 2 e 3 que aparecem no applet.

b) Movimente o ponto que é a imagem de z; até que z; represente um numero imaginario puro.

Descreva o que vocé observou quanto a parte real de z; € z».

¢) Mova o ponto que é a imagem de z. até obter z, = 0 + 0i. Descreva o que vocé observou com

relacdo a zz = z1 — 2.

d) Desmarque as caixas 2 e 3 e marque a caixa 5.
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e) Movimente o ponto que é a imagem de z. até que zs represente um numero real. Descreva o

que vocé observou quanto a parte imaginaria de z; e z..

Atividade 6

Abra o applet “Adicao de um numero complexo com um real” (Adicdo Num. Real) e determine
0 que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Descreva o que vocé observou com relacao a parte imaginaria de z; e zs.

c¢) Ao mover o ponto que representa a imagem de z; até obter z; = -z», que vetor representa a soma

Za?

d) Sendo z; um nimero complexo em que a parte real e a parte imaginaria séo diferentes de zero e
Z, um nGmero real, é possivel que zs = z; + z, seja um ndmero real? E possivel que zs seja um

imagindrio puro? Justifique suas respostas.

Atividade 7

Abra o applet “Adicao de um numero complexo com um imaginario puro” (Adicao Im. Puro) e
determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Descreva o que vocé observou com relagao a parte real de z; e zs.

c¢) Ao mover o ponto que representa a imagem de z; até obter z; = - z,, que vetor representa a soma

Za?

d) Sendo z; um nimero complexo em que a parte real e a parte imaginaria séo diferentes de zero e
Z, um nmero imaginario puro, é possivel que zs = z: + z> seja um nimero real? E possivel que zs

seja um imaginario puro? Justifique suas respostas.




126
Atividade 8

Abra o applet “Multiplicacdo de um numero complexo por um escalar” (Multiplicacao por

Escalar) e determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) O que é possivel afirmar sobre 0 comprimento, a dire¢cao e o sentido do vetor que representa z,

em relagao ao vetor que representa zi, quando:

2> 0<k<1

Sk=1

> k>1

>k=-1

2>-1<k<0

“>k<-1

Atividade 9
Abra o applet “Médulo e Conjugado” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Compare a parte real z com a de z. Descreva o que vocé observou.

c) Compare a parte imaginaria de z com a de z e descreva o que vocé observou.

)l

d) Movimente o ponto P e observe z e 0 seu conjugado (canto superior esquerdo do applet). E
possivel que z seja igual ao seu conjugado? Em caso afirmativo, qual a condicdo para que isso

ocorra?
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e) Movimente o ponto P e observe o médulo de z e o do seu conjugado (canto superior

esquerdo do applet). Descreva a relagao entre o modulode z e 5.

Atividade 10
Abra o applet “Forma Trigonométrica” (F. Trigonométrica) e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Desmarque as caixas 4, 5 e 6 que aparecem no applet.
c¢) Movimente o ponto P, observe os valores de £ e & apresentados no canto inferior esquerdo da

tela, e escreva o nimero complexo na forma trigonométrica (z = p(cosa+isen)).

Atividade 11

Abra o applet “Poténcias de i” e determine o0 que se pede:

a) Marque somente até a caixa 10 e descreva o que vocé observou.

b) Marque a caixa 11 e verifique se 0 que vocé descreveu no item anterior esta de acordo com a

teoria apresentada nessa caixa.

c) Calcule ;7.

Atividade 12

Abra o applet “Multiplicagéo por unidade imaginaria” (Mult. unidade Im.) e determine o que se
pede:
a) Movimente os seletores que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para outro quadrante e

execute, novamente, o que é solicitado no applet.

c) Descreva o que vocé observou com relagdo a multiplicagdo de um numero complexo pela
unidade imaginaria (i ).

Atividade 13

Abra o applet “Divisao por unidade imaginaria” (Div. unidade Im.) e determine o que se pede:
a) Movimente os seletores que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
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b) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para outro quadrante e
execute, novamente, o que € solicitado no applet.

c) Descreva o que vocé observou com relacdo a divisdo de um numero complexo pela unidade

imaginaria (i ).

Atividade 14

Abra o applet “Potenciacao” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas 1 e 2 do applet e execute o que for solicitado.

b) Descreva a relagao entre os médulos de z e z2, assim como, a relagdo entre seus argumentos.

c) Marque a caixa 3 e execute o que for solicitado.

d) Descreva a relagédo entre os modulos de z e z° , assim como, a relagdo entre seus argumentos.

e) Marque a caixa 4 e execute o que € solicitado para n = 4.

f) Descreva a relagao entre os médulos de z e z*, assim como, a relagao entre seus argumentos.

g) Volte o seletor k ao inicio do seu segmento, torne n = 2 e desmarque as caixas 2, 3 e 4. Altere o
complexo z, movendo o ponto que é sua imagem, refaga os itens anteriores e registre suas

respostas abaixo.

h) A partir do que foi observado e conjecturado nos itens anteriores escreva z" em fungdo de £ e

8, considerando que z = p(cos6+isenB).

i) Marque a caixa 5 e verifique se o que foi conjecturado no item h esta correto.
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Atividade 15
Abra o applet “Radiciacao” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas 1 e 2 do applet e execute o que for solicitado.

b) Descreva a relagao entre os médulos de w; e w» e, também, a relagao entre seus argumentos.

c) Marque a caixa 3 e execute o que for solicitado.
d) Descreva a relagéo entre os modulos de w; e w,, assim como, entre seus argumentos. Além

disso, descreva a relagéo entre os médulos de w. e ws, assim como, entre seus argumentos.

e) Marque a caixa 4 e execute o que for solicitado para n = 4.
f) Descreva a relagao entre os médulos de w; e w,, assim como, entre seus argumentos. Descreva

as referidas relagdes também para w. € ws; Ws € Wa.

g) Volte o seletor w ao inicio do seu segmento, torne n = 2 e desmarque as caixas 3 e 4. Altere o
complexo z, movendo o ponto que é sua imagem, refaga os itens anteriores e registre suas

respostas abaixo.

h) Observe que o numero indicado no seletor n corresponde ao indice da raiz do complexo z.

Descreva a relagéo entre o valor de n e o nimero de raizes correspondentes.

i) Para n > 2, descreva a relagao entre os pontos que sao as imagens das raizes e os poligonos
regulares formados.

j) Considerando n = 2, seria possivel determinar a raiz w,, a partir da raiz w;? Justifique sua
resposta.
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k) Considerando n = 3, descreva como seria possivel determinar as outras duas raizes, a partir da

raiz wi.

) Marque a caixa 5 e observe a deducdo da segunda formula de De Moivre.

lll. Atividades sem utilizar os applets

1) Represente, no plano de Argand—Gauss, os nimeros complexos z, = 1 + i; Zo=- 43

+i; z3 = 4i.

2) Determine os valores de m, m € IR, para os quais 0 nimero complexo :
a)zi =7+ (Bm+12)i é real ;

b) z> = (2m?2- 18) + 5i é imaginario puro.

3) Sendo z1 =-4 + 2i e z, = 2 — i, represente, N0 mesmo plano complexo, z1, z,, 1 + 22 € Z1 — Z».
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-4

4) Calcule o argumento dos numeros complexos:
a)z=+3 -i

b) z=0,5-0,5i

5) Sendoz=3-2iew=-5+i, calcule:

a)|z—w|
b)|z.w|

6) (FUVEST — SP) Determine os nimeros complexos ztalque z+z =4e z.z=13,emque z é0

conjugado de z.

7) (FATEC - SP) Na figura abaixo, os pontos A, B e C sdo imagens dos nimeros complexos z+, z. €
z3 , respectivamente, no plano de Argand-Gauss.

Im
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Se |zi| = |z2| = |zs| = /3 € B=60°, entdo z: + z2 + z5 é igual a:

a) (3-+3) d) 3+31i
b) 3-4/3 1 e) 3i-43
c) (3+\/§)i

8) Determine as coordenadas do ponto A’ obtida da rotacdo de 90°, no sentido anti-horario, do

ponto A(3,4) em torno da origem.
9) Represente, no plano de Argand-Gauss, 0os numeros complexos da forma
z = a + bi que satisfazem as condigdes:

a)a>2eb=3 b)a=3eb<5

m m m i
10) Dados os complexos z; = 3(COSE+I'SGHEJ e z2= 4[cosz+|-sen ZJ’ calcule:

z, —
a) ;- b) z: . z,

i m . 1T 2m 21 i
11) Dados os niimeros complexos z = 2 COSEH-SGHE ew=4 COS?H-SGH? , determine
0 produto z . w.
12) (UNESP 2007) Considere os numeros complexos w =4 + 2i e z = 3a+4ai, onde a é um

numero real positivo e i indica a unidade imaginaria. Se, em centimetros, a altura de um triangulo é
| z | e a base é a parte real de z . w, determine @ de modo que a &rea do tridngulo seja 90 cm?.

13) (FGV 2008) Os quatro vértices de um quadrado no plano Argand-Gauss sdo numeros
complexos, sendo trés deles 1 + 2i, - 2 + i e -1 - 2i. O quarto vértice do quadrado € o numero

complexo:

a)2+i d)-1+2i
b)2-—i e)-2-i
c)1-2i

14) (UFRS 2007) O argumento do numero complexo z é % , € 0 seu mddulo é 2.



133

Entao, a forma algébrica de z é:

a)-i d) V3 -i
b) i. e) V3 +i
c) V3i

15) (UNICAMP - SP) Um tridngulo equilatero, inscrito em uma circunferéncia de centro na origem,

tem como um de seus vértices o ponto do plano associado ao niimero complexo /3 +1i.

a) Que numeros complexos estao associados aos outros dois vértices do mesmo triangulo? Faca a
figura dese triangulo.
b) Qual a medida do lado desse triangulo?

16) (FUVEST — SP - adaptado) Sendo o nimero complexo z = cos 48° + i sen 48° , determine o

valor de 7' + 7% +1.

17) (U.F.SANTA MARIA - SP) A soma das raizes cubicas do nimero complexo z = 8i é:
a) —4i c)0 e) 4i

b) —24/3i d) 2./3

18) Considere o nimero complexo z = cosg+zseng .Ovalorde 73 +7°+4 ;12 é:

a) —i c)i—2 e) 2i
b) l+£
2

: d) i
2! )

.27

20

. 1+ |,
19) O valor do niumero complexo L : } e:
+1i

a) 1 c) —i e) 2%
b) i d) -1

20) (UFRJ 2009) No jogo Batalha Complexa sédo dados numeros complexos z e W, chamados

mira e alvo respectivamente. O tiro certeiro de z em W é o niumero complexo ? tal que 1z =w.
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30°]

Iw] =4

Considere a mira z e 0 alvow indicados na figura acima. Determine o tiro certeiro de zem w.
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Apéndice C: Questionario do teste exploratério
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. . . INSTITUTO FEDERAL DE Secretaria de Educacao Ministério
EDUCAGAO, CIENCIA ETECNOLOGIA  Profissional e Tecnolégica da Educacio

. . FLUMINENSE
Campus Campos-Centro

Questionario — Teste Exploratério
Estudando Numeros Complexos com applets desenvolvidos no software Geogebra

Nome: (opcional):

1.Vocé considera que os enunciados das atividades estdo claros?

O Sim O] Nao O Parcialmente
Caso sua opcao tenha sido “Parcialmente”, liste a sec@o e o nimero das atividades cujos enunciados
precisariam ser melhorados.

2. Vocé considera que as atividades contribuiram para a compreensao dos topicos de Numeros Com-
plexos em estudo?

O Sim L Nao L] Parcialmente
Por qué?

3. Voceé classificaria o nivel das atividades como:
O muito facil O facil O moderado Odificil [ muito dificil
Comente

4. Vocé ja havia utilizado algum applet antes desse teste exploratério, no contexto educacional?
O Sim O] Nao

5. Na sua opinido, utilizar os applets de Nimeros Complexos foi:
O muito facil [ facil 0O moderado [ dificil [ muito dificil
Comente

5.1 Caso vocé tenha achado o uso de algum applet “dificil” ou “muito dificil”, ainda assim julga vali-
da a sua utilizag@o para fins pedagégicos?
O Sim O Nao
Comente

6. Vocé considera necessdrio realizar alguma modificagao nos applets de Nimeros Complexos?
I Sim ] Nao
6.1 Em caso afirmativo, informe os applets e as modificacdes a serem feitas.

7. De maneira geral, vocé considera que o uso de applets favorece a construcdo de conhecimentos
matemaéticos?

O Sim ] Nao LI Depende de:

Por qué ?
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. . . INSTITUTO FEDERAL DE Secretaria de Educagao Ministério
EDUCACAO, CIENCIA ETECNOLOGIA Profissional e Tecnolégica da Educacao

. . FLUMINENSE
Campus Campos-Centro

8. Voceé considera que o papel do professor durante a utilizacao de applets, é:

[ muito importante; L] pouco importante;
L] importante; [] quase desnecessario;
[ desnecessario.

Comente:

9. Visando avaliar a unidade de aprendizagem: Investigando em X, considere a escala abaixo e, em
cada linha, assinale com um x a coluna que julgar mais adequada.

Critério de Avaliacao - Escala: 5 — Concordo plenamente; 4 — Concordo; 3 — Ndo concordo nem
discordo; 2 — Discordo; 1 — Discordo completamente; N/A — Nao se aplica ou sem resposta.

Contetado S 43 2 1 NA
Claro e conciso.

Altamente relevante.

Apresenta informacgdes precisas.

Inclui quantidade apropriada de material.

Apresenta alta qualidade (redacao e edi¢do).

Avaliacao Geral do Item

Usabilidade S 43 2 1 NA
E facil de usar.

Tem instrugdes claras.

E engajador / motivador.

Visualmente atraente.

E interativo.

Navegacao facil e consistente ao longo de toda unidade.

Compativel com diferentes navegadores.

Projeto grafico (desenho de pdginas) de alta qualidade.

Avaliacao Geral do Item

Didatica S 43 2 1 NA
Define claramente os objetivos de aprendizagem.

Demonstra relacionamento entre conceitos.

Faz bom uso de animagdes e simulagdes.

Didaticamente eficiente.

Avaliacao Geral do Item

10. Vocé tem alguma sugestdo ou critica a fazer 2 Unidade de Aprendizagem Investigando em C?
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Apéndice D: Questionario de sondagem
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Questionario — Sondagem
Estudando Numeros Complexos com applets desenvolvidos no software Geogebra

Nome: (opcional):

1. Voceé usa tecnologias digitais no seu dia a dia?

] Sim ] Nao

1.1 Em caso afirmativo, assinale, na lista abaixo, a(s) tecnologia(s) que vocé usa, no computador:
[ msn ] e-mail

O] orkut L jogos

L] facebook L sites/softwares relacionados a musicas
O] twiter [ sites/softwares relacionados a video

O Internet para pesquisa O softwares de manipulacdo de imagens
L] outros:

1.2 Em caso afirmativo, assinale, na lista abaixo, a(s) tecnologia(s) que vocé usa, no celular:

[l msn L jogos

I orkut O recursos de musica
[0 facebook O recursos de video
[ twiter [ sms

[ internet para pesquisa 0] camera digital

[J e-mail O Bluetooth

I outros:

2. Vocé ja utilizou alguma tecnologia digital, na escola?
O Sim 0 Nao

Em caso afirmativo, qual a(s) tecnologia(s) e para que finalidade(s)?

3. Vocé ja utilizou alguma tecnologia digital, nas aulas de Matematica?
O Sim O Nao

3.1 Em caso afirmativo, cite o nome da(s) tecnologia(s) utilizada.

4. Voceé ja utilizou algum applet, nas aulas de Matemética?
O Sim O Nao

4.1 Em caso afirmativo, cite o(s) conteido(s) principal(is) abordado(s) por meio dos applets.

5. Vocé considera que, de maneira geral, o uso tecnologias digitais pode contribuir para a aprendiza-
gem de Matematica?
O Sim 0 Nao

Comente.




Apéndice E: Questionario da experimentacao
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Questionario — Experimentacao
Estudando Numeros Complexos com applets desenvolvidos no software Geogebra
Nome: (opcional):

1. Vocé considera que os enunciados das atividades estao claros?

O Sim O] Nao O Parcialmente
Caso sua opcao tenha sido “Parcialmente”, liste a sec@o e o nimero das atividades cujos enunciados
precisariam ser melhorados.

2. Vocé considera que as atividades contribuiram para a compreensao dos topicos de Numeros Com-
plexos em estudo?

O Sim O] Nao O Parcialmente
Por qué?

3. Vocé classificaria o nivel das atividades como:
O muito facil O facil O moderado Odificil [ muito dificil
Comente

4. Na sua opinido, manipular os applets de Nimeros Complexos foi:
L muito facil O facil [ moderado [ldificil [ muito dificil
Comente

4.1 Caso vocé tenha achado o uso de algum applet “dificil” ou “muito dificil”, ainda assim julga vali-
da a sua utilizacao para fins didaticos?
O Sim 0 Nao
Comente

5. Vocé considera necessdrio realizar alguma modificagao nos applets de Nimeros Complexos?

I Sim ] Nao
5.1 Em caso afirmativo, informe os applets e as modificacdes a serem feitas.

6. De maneira geral, vocé considera que o uso de applets favorece a constru¢do de conhecimentos
matemaéticos?

O Sim ] Nao LI Depende de:

Por qué ?

7. Vocé considera que o papel do professor durante a utilizacdo de applets, é:
L muito importante; L] pouco importante;
L] importante; [] quase desnecessario;



143
O desnecessério.

. . INSTITUTO FEDERAL DE Secretaria de Educacao Ministério
EDUCACAO, CIENCIA ETECNOLOGIA  Profissional e Tecnolégica da Educacao

.. FLUMINENSE

Campus Campos-Centro
8. Visando avaliar a unidade de aprendizagem: Investigando em X, considere a escala abaixo e, em
cada linha, assinale com um x a coluna que julgar mais adequada.

Critério de Avaliacao - Escala: 5 — Concordo plenamente; 4 — Concordo; 3 — Ndo concordo nem
discordo; 2 — Discordo; 1 — Discordo completamente; N/A — Nao se aplica ou sem resposta.

Contetado S 43 2 1 NA
Claro e conciso.

Altamente relevante.

Apresenta informacgdes precisas.

Inclui quantidade apropriada de material.

Apresenta alta qualidade (redacao e edi¢do).

Avaliacao Geral do Item

Usabilidade S 43 2 1 NA
E facil de usar.

Tem instrugdes claras.

E engajador / motivador.

Visualmente atraente.

E interativo.

Navegacao facil e consistente ao longo de toda unidade.

Compativel com diferentes navegadores.

Projeto grafico (desenho de pdginas) de alta qualidade.

Avaliacao Geral do Item

Didatica S 43 2 1 NA
Define claramente os objetivos de aprendizagem.

Demonstra relacionamento entre conceitos.

Faz bom uso de animagdes e simulagoes.

Didaticamente eficiente.

Avaliacao Geral do Item

9. Vocé tem alguma sugestdo ou critica a fazer 2 Unidade de Aprendizagem: Investigando em C?




Apéndice F: Atividades de sondagem
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Nome:
Turma: Data:
Atividades
1- Determine as coordenadas dos pontos marcados no plano cartesiano abaixo:
D 3

2- Efetue as operacgdes indicadas:

a) (2b+4c—a)+(a—3b-5¢) c) 6a—(8¢)

b) (10x+10y)—(8x+15y) &) (x+y?)2x+3)

e) (a+2b)

3- Observe o paralelogramo abaixo e identifique os pares de lados paralelos, regis-

trando-os nas linhas abaixo.
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4- Determine o0 seno e o cosseno de 0°, 60°, 90°, 120°, 180°, 240°, 270°, 300°, 360° e 420°

90°

60°
o h 0
j .
270°

5- Observe os vetores dados:

=
=
L J

lul=3 [w[=2 |wi =5

Represente graficamente o vetor resultante r em cada situacao proposta, utilizando a
regra de adicao de vetores.
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rh=u+V f=V-u

Regra do paralelogramo Regra do paralelogramo
l3=V+W f[4=W-V

Regra do paralelogramo Regra do paralelogramo

6- No triangulo ABC, abaixo, o segmento ED é paralelo ao segmento BC. Determine a me-
dida dos segmentos AE e AD.
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Apéndice G: Explicagao dos Prérrequisitos
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Apéndice H: Apostila experimentacao- segundo estudo de caso
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l. Introducao

Contrariando o que é, muitas vezes, divulgado nos livros didaticos, a construgao da teoria dos
numeros complexos nao teve origem na analise das equagbes do segundo grau, mas sim, na
busca da solugao da equagéo do terceiro grau (MILIES, 1993).

Na primeira metade do século XVI, o matematico italiano Ger6nimo Cardano apresentou, em
sua obra Ars Magna, uma forma de resolver equagdes clbicas do tipo x*> + px =¢g,com Pe ¢4
reais (forma esta que havia sido descoberta por outro matematico italiano, Niccolo Tartaglia)
(MELLO, 2005). Cardano, ao resolver a equagdo x> = 15x + 4, da qual ele conhecia a raiz 4, se
deparou com raizes quadradas de numeros negativos, algo que era considerado inexistente na
época (MELLO, 2005).

Raphael Bombelli (1526-1573), um admirador da Ars Magna de Cardano, publicou uma obra
denominada [/'Algebra, em 1572, expondo os mesmos assuntos, mas de forma mais didatica
(MILIES, 1993). Nessa obra, ele estudou a resolugao de equagbes de grau nao superior a quatro e
considerou, em particular, a equagdo x> =15x + 4. Ao aplicar a férmula de Cardano para o
célculo das raizes, ele decidiu prosseguir, considerando a possibilidade de existéncia de
expressoes envolvendo raizes quadradas de numeros negativos. Dessa forma, ele conseguiu

obter raiz 4, previamente conhecida.

A partir de entdo, os matematicos foram considerando cada vez mais a existéncia de raizes
quadradas de numeros negativos, dando origem a um novo tipo de numero (MELLO, 2005).
Assim, no século XVI, estava ocorrendo, na Matematica, algo semelhante ao que ocorreu no
tempo dos gregos antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos nuimeros racionais com a
construgdo do nimero /2 , que ndo é racional, ou seja, verificava-se que o conceito de nimero
precisava ser, novamente, estendido (CERRI; MONTEIRO, 2001).

Os itens abaixo descrevem, brevemente, a evolugao dos Numeros Complexos (MILIES, 1993):
e O simbolo ~/—1 foi introduzido, em 1629, por Albert Girard;
e Os termos real e imaginario foram empregados, em 1637, por René Descartes;

e O simbolo i foi usado, em 1777, por Leonhard Euler para representar ~/—1 . Este simbolo
apareceu impresso pela primeira vez, em 1794, e se tornou amplamente aceito apos seu
uso por Carl Friederich Gauss, em 1801;

e A expressao humero complexo foi introduzida por Gauss, em 1832;

e A representagao grafica dos numeros complexos foi desenvolvida, de forma independente,
por Caspar Wessel, em 1799; Jean-Robert Argand, em 1806 e Gauss, em 1831. Porém,
quem, verdadeiramente, tornou a interpretagcdo geométrica amplamente aceita foi Gauss;



e A formalizagdo completa dos nimeros complexos como pares ordenados de numeros reais

foi desenvolvida por William Rowan Hamilton, em 1833.

O estudo de Numeros Complexos evoluiu e se faz presente em, praticamente, todos os
grandes ramos da Matematica, tais como Algebra, Topologia, Geometria (Analitica, Diferencial ou
Algébrica), Andlise, entre outros (LIMA, 1985). Além disso, os Complexos estdo presentes em
aplicagbes como dinamica dos fluidos e eletromagnetismo (LIMA, 1985).

Il. Conhecendo alguns Recursos do Software GeoGebra

Os applets utilizados nas atividades da secéao Il foram desenvolvidos com o software GeoGe-
bra. Os recursos deste software sao disponibilizados nos applets, de forma totalmente funcional.

O GeoGebra € um sistema de Geometria Dindmica, livre, desenvolvido por Markus Ho-
henwarter, disponivel, em portugués, no endereco eletrénico <http://www.geogebra.at/>. Este per-
mite realizar construgbes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas, segées cbnicas, como com
funcdes que podem se modificar, posteriormente, de forma dinamica. O referido software possibilita

o estudo de variaveis vinculadas a numeros, vetores e pontos.
Abaixo descrevemos alguns recursos necessarios para a realizagao de atividades da secéo Il

Em todos os botdes da Barra de Botdes (Figura 1) aparece uma seta no canto inferior direito.
Esta, ao ser clicada, permite visualizar as opgdes existentes.

Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

R = Q<)

57 i7) ) i)

.
L]
i

=
«
i)

Reta definida por dois pontos
Dois pontos

A
L ]

x-__ as2

2z

$7

Figura 1: Barra de Botdes

W)

Ao clicar na setinha do 3% botéo, da esquerda para direita, encontramos as duas ferramentas
descritas abaixo.

Vetor definido por dois pontos — marcando-se dois pontos, tragca-se o vetor com origem no
primeiro ponto determinado e ponto final no segundo.

',.'
Vetor a partir de um ponto — essa ferramenta permite que, tendo um vetor v ja construido,
construa-se outro representante de v, a partir de um ponto considerado. Para tanto, marca-se um
ponto (que sera a origem do outro representante de v), seleciona-se esta ferramenta, clica-se, com

o botdo esquerdo do mouse, sobre o vetor v ja construido e, depois, sobre o ponto considerado.

Além de conhecer essas duas ferramentas, também é importante conhecer certas

funcionalidades, acessiveis ao clicar com o0 botdo direito do mouse sobre um objeto.



Consideremos, por exemplo, um ponto marcado na tela do Geogebra. Ao clicar com o botéo direito

sobre este ponto, sera aberta a janela mostrada na figura 2.

A
-

Ponto A
Coordenadas polares

Exihir ahjeta
Exihir rdtulo
Hahilitar rastro

Chjeto auxiliar

Renamear
Redefinir
Apagar

N O N2

@ Propriedades ...

Figura 2: Opgdes para o Ponto A

e Para exibir ou esconder o “nome” do objeto basta clicar em EI (Exibir rétulo).
e (Caso queira apagar algum objeto, basta clicar no (Apagar).
)

e Para renomear o0 objeto é preciso clicar em Renomear). Na janela que se abrira deve-se

colocar o “nome” desejado e clicar em “Aplicar”.

e Para trocar a cor do objeto é preciso clicar em = (Propriedades). Dessa forma, é aberta a
janela mostrada na figura 3. Nesta janela é preciso selecionar a aba “Cor”, clicar na cor

desejada e, a seguir, clicar em “Fechar”.
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Figura 3: Propriedades
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Figura 4: Aba Cor




Il. Atividades utilizando os applets sobre Numeros Complexos

Esta secao contém atividades investigativas, elaboradas por Débora M. da Costa, Gilmara T.
Barcelos e Silvia Cristina F. Batista, a serem realizadas com auxilio dos applets®” sobre niimeros

complexos.

Atividade 1
No quadro da segdo Applets, da Unidade de Aprendizagem sobre Numeros Complexos

“Investigando em C€”, clique em “Plano Complexo” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Represente, no plano complexo do applet, a imagem dos numeros complexos zy=2-9i,

z=-1+4i e z; = 2 + 6i. Identifique e anote o quadrante a que cada um deles pertence.

Numeros complexos Quadrantes
2, =2-9i

Zo = -1 + 4i

Z3 =2 + 6i
c) Apresente um complexo z., cuja imagem seja representada no 3° quadrante do plano complexo
(represente, no applet, a imagem do complexo apresentado):

d) Complete os espagos abaixo com sinal de > ou <:

Se um complexo z = a + bi tem imagem representada no:

o 3% quadrante,entdo a__ 0 e b__ 0;
J 12 quadrante,entdo a__ 0 e b__ 0;
J 2° quadrante,entéo a__ 0 e b__ 0;
o 42 quadrante,entdo a_ 0 e b__ 0.

e) Um ndmero complexo® z é um imaginario puro se a parte real de z € nula. Um nUmero
complexo € um ndmero real se a parte imaginaria de z € nula. Em cada item abaixo, apresente na
forma algébrica um numero complexo atendendo ao que se pede e represente a imagem deste, no
plano complexo do applet. (Salve o arquivo contendo todos os pontos em "Meus documentos”
nomeando-o “Atividade1”)

27 Os referidos applets foram desenvolvidos no ambito do projeto de pesquisa Tecnologias de Informacdo e
Comunicacao no Processo de Ensino e Aprendizagem de Matematica, por Débora M. da Costa, bolsista de
iniciagao cientifica IFFluminense Campus Campos-Centro,

Gilmara T. Barcelos e Silvia Cristina F. Batista.

28 Os numeros representados no eixo x sdo da forma (x, 0) = x + Oi= X, isto é, sdo numeros reais. Por esse
motivo, o eixo x é chamado eixo real.

Os complexos representados no eixo y sdo da forma (0, y) = 0+ yi = yi. Esses complexos sdo chamados de
numeros imaginarios puros.

As coordenadas x e y, do complexo z = x + yi sdo chamadas respectivamente de parte real e parte imaginaria
de z. Escreve-se Re(z) = x e Im(z) = y. (LIMA et al, 2006, p. 161).



- um ndmero imaginario puro, que tenha parte imaginaria positiva:

- um numero imaginario puro, que tenha parte imaginaria negativa:

- um ndmero real positivo:

- um numero real negativo:

f) E possivel que algum nimero imaginario puro tenha imagem representada fora do eixo das
ordenadas? E possivel que algum ndmero real tenha imagem representada fora do eixo das
abscissas? Justifique suas respostas.

g) Sem utilizar os recursos dos applets, nos itens i, ii e iii, determine m, sendo m € IR, a fim de
que:

i) z=2 + (m - 4)i seja real iii) z= (2 + m) + (4 — m?)i seja imaginario puro

ii) z=(2m - 6) + 4i seja imaginario puro

h) Sem utilizar os recursos dos applets, considere z = (4 —x, 2x - 3 ) e:
i) escreva z na forma algébrica
ii) determine x € IR para que se tenha Re(z) > 0

i) determine x para que z seja um numero real.

Atividade 2
Abra o applet “Adigao de Complexos” (Adicao de Comp.) e determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Considere um numero complexo z,, distinto de zi, z; e zs, e trace, no plano complexo do applet, o

vetor que o representa. Para tanto, use o recurso “Vetor definido por dois pontos” ( ). Se
desejar, indique junto ao vetor tracado, o seu rétulo z, e estabeleca uma cor para 0 mesmo, como

explicado na segéo Il.

Y

c) Represente o vetor correspondente a soma z; + z4 tragando, inicialmente, o paralelogramo

definido pelos vetores que representam z; e z,. Para tanto, use o recurso “Vetor a partir de um

'.'

ponto” ( ). Se desejar, indique junto ao vetor soma, o roétulo
Zy + 24 e estabeleca uma cor para 0 mesmo.

d) Salve o arquivo, em “Meus documentos” nomeando-o “Atividade2”.



Atividade 3

Abra, novamente, o gpplet “Adigdo de Complexos” (Adicdo de Comp.) e determine o que se
pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet.

b) Movimente o ponto que é a imagem de z;, até que z; esteja sobre o0 eixo imaginario. O numero
complexo zs € imaginario puro ou um numero real? Descreva o que vocé observou quanto a parte

real de z; e z..

¢) Movimente o ponto que é a imagem de z,, até que z; esteja sobre o eixo real. O numero
complexo é imaginario puro ou um numero real? Descreva o que vocé observou quanto a parte

imaginaria de z1 e z..

d) Mova o ponto que € a imagem de z; até obter z; = 3 + 2i. Mova o ponto que € a imagem de z
até obter z, = -3 —2i. Descreva 0 que observou quanto a zs.

e) Mova o ponto que é a imagem de z. até obter z.= 0 + 0i. Descreva o que vocé observou quanto

azi + Zo,

Atividade 4

Abra o applet “Subtracdo de Complexos” (Sub. de Comp.) e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Desmarque as caixas 2, 3, 4,5 e 6.

c) Considere um numero complexo zs, distinto dos complexos apresentados na tela, e trace no
plano complexo, o vetor que o representa (para tanto, proceda como no item b da atividade 2).

Trace, também, o vetor que representa — zs.

d) Construa o paralelogramo definido pelos vetores que representam z; e — zs (para tanto, proceda
como no item ¢ da atividade 2). A seguir, trace o vetor que representa a soma z; + (-zs), que €
correspondente a subtracdo z; — zs.

e) Salve o arquivo, em “Meus documentos” nomeando-o “Atividade4”.



Atividade 5

Abra, novamente, o applet “Subtragcdo de Complexos” (Sub. de Comp.) e determine o que se
pede:

a) Marque as caixas 1, 2 e 3 que aparecem no applet.

b) Movimente o ponto que é a imagem de z; até que z; represente um numero imaginario puro.

Descreva o que vocé observou quanto a parte real de z; e z..

¢) Mova o ponto que é a imagem de z. até obter z, = 0 + 0i. Descreva o que vocé observou com

relacdo a zz = z1 — 2.

d) Desmarque as caixas 2 e 3 e marque a caixa 5.
e) Movimente o ponto que é a imagem de z, até que zs represente um numero real. Descreva o

que vocé observou quanto a parte imaginaria de z; e z».

f) Sem utilizar os recursos dos applets e considerando que zi=1 +2i,z.=-1+3i e Z3=2-2i,

calcule z1 + zo — zs.
Atividade 6

Abra o applet “Adicao de um numero complexo com um real” (Adicdo com real) e determine o

que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Descreva o que vocé observou com relacao a parte imaginaria de z; e zs.

¢) Ao mover o ponto que representa a imagem de z; até obter z, = -z,, que vetor representa a soma

23?

d) Sendo z; um nimero complexo em que a parte real e a parte imaginaria sao diferentes de zero e
Z, um ndmero real, é possivel que zs = z: + z2 Seja um nimero real? E possivel que zs seja um

imaginario puro? Justifique suas respostas.




Atividade 7

Abra o applet “Adicao de um numero complexo com um imaginéario puro” (Adicao Im. Puro) e
determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) Descreva o que vocé observou com relagao a parte real de z; e zs.

c¢) Ao mover o ponto que representa a imagem de z; até obter z; = - z,, que vetor representa a soma

Za?

d) Sendo z; um nimero complexo em que a parte real e a parte imaginaria séo diferentes de zero e
Z, um ndmero imaginario puro, é possivel que zs = z: + z> seja um nimero real? E possivel que zs

seja um imaginario puro? Justifique suas respostas.

e) Sem utilizar os recursos dos applets, determine m, n e p de modo que z1 + Zo = Z3 — 22, Z1 + Z3 =
(5,4), z1=(0,m),z2=(n-2)+pi € zz= 5—(2m + 3n + 1)i

Atividade 8

Abra o applet “Multiplicacdo de um numero complexo por um escalar’ (Mult. por escalar) e
determine o que se pede:

a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.
b) O que é possivel afirmar sobre 0 comprimento, a dire¢cao e o sentido do vetor que representa z,
em relagdo ao vetor que representa z;, quando:

2> 0<k<1

> k=1

2> k>1

>k=-1




->-1<k<0

“>k<-1

1
¢) Sem utilizar os applets e considerando que zi= 1+ 2i, z2=-1+3iez; =2 - 2i, calcule 3z + >

Zo — 223.

Atividade 9
Abra o applet “Médulo e Conjugado” e determine o que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Compare a parte real z com a de z. Descreva o que vocé observou.

c) Compare a parte imaginaria de z com a de z e descreva o que vocé observou.

)l

d) Movimente o ponto P e observe z e 0 seu conjugado (canto superior esquerdo do applet). E
possivel que z seja igual ao seu conjugado? Em caso afirmativo, qual a condicdo para que isso

ocorra?

f) Movimente o ponto P e observe o médulo de z e o do seu conjugado (canto superior
esquerdo do applet). Descreva a relagao entre o moédulo de z e z-

f) Sem utilizar os recursos dos applets e considerando que z:= 2 - 3i, z> = 3 + 5i, calcule:

I) Zy + Z,

i) z, +z,
g) Sem utilizar os recursos dos applets, determine o mddulo dos seguintes nimeros complexos:

i) z = 2+ 3i



Atividade 10

Abra o applet “Forma Trigonométrica” (F. Trigonométrica) e determine 0 que se pede:
a) Marque as caixas que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Desmarque as caixas 4, 5 e 6 que aparecem no applet.
c¢) Movimente o ponto P, observe os valores de P e & apresentados no canto inferior esquerdo da

tela, e escreva o nimero complexo na forma trigonométrica (z = p(cosa +isena)).

d) Sem utilizar os recursos dos applets, escreva na forma trigonométrica o nUmero complexo z = 1

+43.

e) Sem utilizar os recursos dos applets, escreva na forma algébrica o numero complexo z = 2

T T
cos = +isen= |,
[ 4 4j

Atividade 11
Abra o applet “Poténcias de i” e determine o que se pede:

a) Marque somente até a caixa 10 e descreva o que vocé observou.

b) Marque a caixa 11 e verifique se 0 que vocé descreveu no item anterior esta de acordo com a

teoria apresentada nessa caixa.

c) Sem usar os recursos dos applets, calcule ;%" - ;'

Atividade 12

Abra o applet “Multiplicagéo por unidade imaginaria” (Mult. unidade Im.) e determine o que se
pede:
a) Movimente os seletores que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para outro quadrante e

execute, novamente, o que é solicitado no applet.

c) Descreva o que vocé observou com relacdo a multiplicacdo de um numero complexo pela

unidade imaginaria (i ).

d) Sem usar os recursos dos applets, determine i(-2 + 3i).



Atividade 13

Abra o applet “Divisao por unidade imaginaria” (Div. unidade Im.) e determine o que se pede:
a) Movimente os seletores que aparecem no applet e execute o que for solicitado.

b) Retorne todos os seletores ao ponto original. Movimente o ponto P para outro quadrante e
execute, novamente, o que é solicitado no applet.
c) Descreva o que vocé observou com relagdo a divisdo de um nuamero complexo pela unidade

imaginaria (i ).

d) Sem usar os recursos dos applets, determine
Atividade 14

a) Abra o applet “ Multiplicagdo na forma trigonométrica ” (Multiplicagdo trigonométrica). Marque
as caixas que aparecem no mesmo e execute o que for solicitado. Por meio desse applet, é
possivel observar como se calcula a multiplicagdo de dois numeros complexos na forma

trigonométrica.

2r . 2x
b) Sem usar os recursos dos applets e considerando que z; = Z(Cos?+zsen?j, z2=4

T . T . 7 ,
COSgHseng €Z3= cosE+zsen5 ,determine z;.z2 e z>. zs.

Atividade 15

a) Abra o applet “ Divisdo na forma trigonométrica ” (Divisdo trigonométrica). Marque as caixas que
aparecem no mesmo e execute o que for solicitado. Por meio desse applet, € possivel observar
como se calcula a divisdo de dois numeros complexos na forma trigonométrica.

b) Sem usar os recursos dos applets e considerando os complexos zi, z. € z; da atividade 14,

22

. <y
determine — e .
<5 <3



lll. Atividades sem utilizar os applets

1) Represente, no plano de Argand—-Gauss, os numeros complexos z1 = 1 + i;

+i; z3=4i.

2) Determine os valores de m, m € IR, para 0s quais 0 nimero complexo :

a)zi =7+ (Bm+12)i éreal ;

b) z. = (2m?2- 18) + 5i € imaginario puro.

El

3) Sendo z: =-4 + 2i e z, = 2 — i, represente, N0 mesmo plano complexo, z1, z,, 1 + 22 € 21 — Z».

4) Calcule o argumento dos numeros complexos:

a)z=4+3 -i
b) z = 0,5 —0,5i

5) Sendoz=3-2iew=-5+i, calcule:



a)|z—w|
b)|z.w]

6) (FUVEST — SP) Determine os nimeros complexos ztalque z+z =4e z.z=13,emque z é0

conjugado de z.

7) (FATEC - SP) Na figura abaixo, os pontos A, B e C sdo imagens dos nimeros complexos z1, z. €

z3 , respectivamente, no plano de Argand-Gauss.

Im

1c
Se |zi| = |z2| = |z5| = /3 € 8=60°, entdo z: + 2> + zs é igual a:

a) 3-3) d) 3+ 31
b) 3- /3 e) 3i-+/3
c) B+3)

8) Determine as coordenadas do ponto A’ obtida da rotacdo de 90°, no sentido anti-horario, do

ponto A(3,4) em torno da origem.

9) Represente, no plano de Argand-Gauss, 0s nUmeros complexos da forma
z = a + bi que satisfazem as condigdes:

a)a>2eb=3 b)a=3eb <5

m . m m . m
10) Dados os complexos z; = 3[cosE+|-sen Ej e 2= 4[cosz+|-sen Zj , calcule:

z, _
a) o~ b) z; . z,



) m Ll 2m 21 ]
11) Dados os nimeros complexos z = 2 cos€+|-sen€ ew=4 cos?+|~sen? , determine
0 produto z . w.

12) (UNESP 2007) Considere os nimeros complexos w = 4 + 2i e z = 3a+4ai, onde ¢ é um

namero real positivo e i indica a unidade imaginaria. Se, em centimetros, a altura de um tridngulo é

| z | e abase é a parte real de z . w, determine a@ de modo que a area do triangulo seja 90 cm?.

13) (FGV 2008) Os quatro vértices de um quadrado no plano Argand-Gauss sdo numeros
complexos, sendo trés deles 1 + 2i, - 2 + i e -1 - 2i. O quarto vértice do quadrado € o nimero

complexo:

a)2+i d)-1+2i
b)2—i e)-2-i
c)1-2i

14) (UFRS 2007) O argumento do numero complexo z é % , € 0 seu mddulo é 2.

Entao, a forma algébrica de z é:

a) - d) V3 -i
b) i. e) V3 +i
c) J3i

15) (UNICAMP - SP) Um tridngulo equilatero, inscrito em uma circunferéncia de centro na origem,

tem como um de seus vértices o ponto do plano associado ao nimero complexo /3 +1i.

a) Que numeros complexos estao associados aos outros dois vértices do mesmo triangulo? Faga a
figura dese triangulo.
b) Qual a medida do lado desse triangulo?

16) (FUVEST — SP - adaptado) Sendo o niumero complexo z = cos 48° + i sen 48° , determine o

valor de 7' + 7% +1.

17) (U.F.SANTA MARIA - SP) A soma das raizes cubicas do nUmero complexo z = 8i é:
a) —4i c)0 e) 4i

b) —24/3i d) 2./3



18) Considere o nimero complexo z = cosg+zseng. Ovalorde 73 + 76 + 712 é:

a) —i c)i—2 e) 2i
oy L3
2

' d) i
> 1

.27

20
1+i°
19) O valor do numero complexo L : } é:
+i

a) 1 c) —i e) 2%
b) i d) -1

20) (UFRJ 2009) No jogo Batalha Complexa sao dados numeros complexos z e W, chamados

mira e alvo respectivamente. O tiro certeiro de z em w é o numero complexo ¢ tal que fz=w.

30°]

[w] = 4

Considere a mira z e o alvo W indicados na figura acima. Determine o tiro certeiro de zem w.
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