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RESUMO

Neste trabalho, o principal objetivo € contribuir para o ensino e a aprendizagem de
Numeros Complexos. Varios autores pesquisados afirmam que as maiores
dificuldades no estudo deste assunto surgem quando Sdo necessarios conceitos
prévios de Trigonometria. Nos livros didaticos, tanto a Trigonometria quanto 0s
Numeros Complexos sdo tratados de modo insatisfatério, sendo seu estudo
predominantemente algébrico. Assim, buscou-se um elemento integrador, que
permitisse abordar ambos os contetdos. As Coordenadas Polares constituiram-se o
aliado perfeito, pois poderiam ser utilizadas ndo s6 para revisitar a circunferéncia
trigonométrica como para representar geometricamente um numero complexo,
destacando seu modulo e seu argumento principal. A introducdo das Coordenadas
Polares deu-se de forma bastante natural, e os alunos ndo demonstraram
dificuldades em sua utilizagdo. A representacdo geométrica do numero complexo,
gue em geral é abordada de forma sucinta nos livros didaticos, facilitou sua
compreensao, pois permitiu o trabalho tanto com transformacdes de tratamento
como de conversdao de um mesmo objeto matematico — o Numero Complexo. Os
pressupostos tedricos desta monografia apoiam-se em um trip€, composto pelas
teorias da representacdo semiotica de Raymond Duval, da criacdo didatica e da
transposicdo didatica, de Yves Chevallard. A analise de resultados €

primordialmente atitudinal e qualitativa, como deve ocorrer em estudos de caso.

PALAVRAS-CHAVE: Educacdo Matematica. Trigonometria. Numeros Complexos.

Coordenadas Polares.



ABSTRACT

POLAR COORDINATES IN HIGH SCHOOL: CONTRIBUTIONS TO TEACHING
AND LEARNING OF TRIGONOMETRY AND COMPLEX NUMBERS

In this work, the main goal is to make teaching and learning of Complex Numbers
easier. Thus, there were proposed activities to aid the comprehension of certain
concepts of Trigonometry, particularly those which are crucial to the understanding of
the trigonometric form of Complex Numbers. In text books, both Trigonometry and
Complex Numbers are poorly treated, their study being mainly algebraic. In this
sense, there was a search for an element of integration, which would allow the
approach to both subjects. Polar coordinates constituted the perfect ally, because
they could be used not only to revisit the trigonometric circle, but also to
geometrically represent a Complex Number, focusing its absolute value and its main
argument. The introduction of the polar coordinates system happened in a very
natural way, and the students didn't show difficulties using it. The geometric
representation of complex numbers, poorly treated in textbooks, made their
comprehension easier, as long as it allowed the work with both treatment and
conversion transformations of the same object — the Complex Number. This
monograph's theoretical basis is supported by a tripod, composed by the theories of
semiotic representations, by Raymond Duval, of didactical creation and of didactical
transposition, by Yves Chevallard. The analysis is mainly attitudinal and qualitative,

as it should be in case studies.

KEYWORDS: Mathematics Education. Trigonometry. Complex Numbers. Polar

Coordinates.
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INTRODUCAO

Com base nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(BRASIL, 2000), pode-se afirmar que o ensino da Trigonometria é extremamente
necessario, inclusive como desenvolvedor de habilidades e competéncias na

aprendizagem de Matematica.

Outro tema que exemplifica a relagdo da aprendizagem de
Matematica com o desenvolvimento de habilidades e competéncias é
a Trigonometria, desde que seu estudo esteja ligado as aplicacdes,
evitando-se o investimento excessivo no célculo algébrico das
identidades e equacdes para enfatizar os aspectos importantes das
funcdes trigonométricas e da analise de seus gréficos. (BRASIL,
2000, p. 44)

Mesmo com tal importancia, os alunos ainda encontram obstaculos no estudo
de Trigonometria. Diversos autores pesquisados séo claros ao mencionar este fato.

Francisco de Oliveira (2006, p.11), em sua dissertacdo de mestrado, relata que

Em aproximadamente 18 anos de trabalho com turmas de oitava
série e do Ensino Médio, observamos a dificuldade apresentada
pelos alunos durante aulas de trigonometria, ou quando sédo
abordados problemas a ela relacionados, ou mesmo problemas da
fisica que usam algum conceito trigonométrico basico.

Klein (2008, p.1), escolheu a Trigonometria como tema de pesquisa

[...] principalmente pela importancia e relevancia do conhecimento
que encerra para a vida diaria do estudante, mas também pelas
dificuldades manifestadas pelos estudantes para compreendé-lo
significativamente e, finalmente, pelo desafio de reverter os
resultados negativos de aprendizagem nessa area de conhecimento.

Os problemas na aprendizagem de Trigonometria refletem-se no estudo de
Numeros Complexos, a partir do momento em que se inicia sua escrita na forma
trigonométrica ou polar. Araujo (2006, p.15) ressalta este fato ao comentar as
dificuldades demonstradas pelos alunos, desde as perguntas feitas em sala de aula

até o baixo rendimento em atividades avaliativas.

[...] observamos que nossos alunos do segundo ano apresentam
notaveis dificuldades durante as aulas referentes ao conteudo de
Numeros Complexos. Estas dificuldades se acentuam mais quando
aparecem numeros representados na forma trigonométrica e em
guestdes que envolvem a primeira e a segunda férmula de De
Moivre. (ARAUJO, 2006, p. 15)



De acordo com Carneiro (2004, p.5), "Hoje em dia, € bastante claro, para
todos os que trabalham com Matematica, o papel central que exercem os NUmeros
Complexos, e suas inUmeras utilidades." Apesar de sua relevancia, o estudo dos
Numeros Complexos é feito de forma rapida e sem sentido, pois “[...] baseia-se em
uma abordagem puramente algébrica, onde estdo ausentes o significado e as
aplicacdes destes numeros.” (CARNEIRO, 2004, p. 1).

Lima (2001), ao analisar o “livro genérico”, demonstra sua insatisfagdo em
relacdo a forma como ambos os temas (Trigonometria e Niumeros Complexos) sao
tratados. Ele enfatiza o “tratamento demasiadamente longo” da Trigonometria e a
“imperdoavel auséncia” de aplicagdes geométricas das operagbes entre NUmeros
Complexos. (LIMA, 2001, p. 464-467)

Segundo o mesmo autor, em grande parte do Brasil a unica referéncia do
professor para estudo ou preparacdo de aulas € o livro didatico. (LIMA, 2001, p. 462)
Uma das possiveis razbes para o aparente 'descaso’ em relacdo aos Numeros
Complexos seja talvez a abordagem incipiente do ‘livro genérico”’. Sentindo-se
inseguro a respeito do tema, o professor o estuda superficialmente com os alunos.

Ao mesmo tempo, segundo Carneiro (2004, p. 1), "[...] ha uma outra
abordagem possivel, a geométrica, onde desde o primeiro momento os complexos
apresentam-se como pontos ou vetores do plano [...]".

Em tal "abordagem geométrica”, porém, os alunos sentem dificuldade, pois ha
lacunas em Trigonometria que prejudicam sua compreensdo. De acordo com Araujo
(2006, p.70), quando se trata de Numeros Complexos, “A dificuldade do aluno na
maioria das vezes refere-se a falta de conhecimento do contetdo anterior, no caso,
a Trigonometria.”.

Para o aluno, ndo ficam claros os varios registros do objeto Numero
Complexo, nem as transformacfes entre eles. A representacdo grafica (a qual
alguns autores se referem como representacdo geométrica) tem um papel muito
importante neste contexto, pois a compreensao do objeto como um todo depende da
coordenacao de varios registros. (DUVAL, 2009, p. 38)

Ao mesmo tempo, o estudo de diferentes sistemas de coordenadas pode
auxiliar a visualizacdo das varias maneiras de representar o mesmo obijeto,

conforme as Orientac8es Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p. 93).
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No caso dos Numeros Complexos, as Coordenadas Polares podem ser
utiizadas como auxilio a visualizagdo, uma vez que sua escrita na forma
trigonométrica € uma aplicacdo do sistema de Coordenadas Polares.

Da mesma forma, a circunferéncia trigopnométrica pode ser abordada tanto
sob o ponto de vista do sistema de coordenadas retangulares como polares.

A proposta deste trabalho €, portanto, a introdu¢cdo do sistema de
Coordenadas Polares como elemento facilitador do ensino e da aprendizagem de
Numeros Complexos e Trigonometria.

A questéo de pesquisa pode ser escrita:

"Como a introducéo de Coordenadas Polares no Ensino Médio pode contribuir
para o0 processo de ensino e aprendizagem de Numeros Complexos e
Trigonometria?"

O publico alvo sdo alunos do 3° ano do Ensino Médio, que ja estudaram
Trigonometria e a forma algébrica dos Numeros Complexos.

A metodologia utilizada é o estudo de caso Unico explanatorio, segundo Yin

(2010).



1 BREVE HISTORICO

Neste capitulo, um pouco sera dito sobre a historia da Trigonometria e dos
Numeros Complexos. Acredita-se que € importante, para quem estuda Matemética,
saber como surgiu e evoluiu determinado conceito. O estudo histérico também é
necessario para conhecer os obstaculos epistemoldgicos do processo de construcao
do saber matematico, que, segundo Pommer (2010), surgem da resisténcia a um
novo conhecimento, fazem parte da construcao do saber matematico e aparecem ao
longo da histéria do desenvolvimento dos conceitos. A andlise dos obstaculos
enfrentados pelos matematicos no passado auxilia na compreensao das dificuldades
atuais dos alunos. (COSTA, 2003)

Cabe ressaltar que varias divergéncias foram encontradas, principalmente no
gue diz respeito a historia da Trigonometria, entre os autores pesquisados. Optou-se
por apresentar apenas 0s pontos comuns, sem discutir as demais questdes, a fim de
se ater ao objetivo do capitulo.

Foram utilizados como principais referéncias os textos de Boyer (1996), Eves

(2008) e Garbi (2010), além dos citados em cada secéao.

1.1 Trigonometria

A palavra trigonometria significa medida de triangulos, e é formada pelos
vocabulos gregos tri (trés), gono (angulo) e metrdm (medida). Segundo consta, 0
criador do termo teria sido o matematico polonés Bartholomeo Pitiscus (1561-1613),
gue o utilizou pela primeira vez em 1595. (CARMO; MORGADO; WAGNER, 1992)

Antes de falar sobre seu surgimento, € preciso esclarecer 0 que sera
designado aqui por Trigonometria. Segundo Costa (2003), caso seja a ciéncia
analitica estudada atualmente, esta surgiu no século XVII, depois do
desenvolvimento do simbolismo algébrico. Porém, referindo-se a geometria aplicada
a Astronomia, os trabalhos de Hiparco no século Il a.C. marcaram seu aparecimento
— embora existam sinais anteriores de seu uso pelos egipcios, babilénios e
chineses. Adotando o significado literal, medidas do triangulo, seu inicio remonta ao
segundo ou terceiro milénio antes de Cristo. Sera suficiente comentar algumas
etapas de seu desenvolvimento, desde a época de Hiparco até sua afirmacédo como

ciéncia independente da Astronomia.
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De acordo com Moreira (2005), a Trigonometria ndo surgiu a partir de
problemas exclusivamente matematicos, como se poderia supor. Sua origem é
incerta, mas os estudos do astronomo grego Hiparco de Niceia (em torno de 120
a.C.) s&o um marco em seu desenvolvimento.

Influenciado pela Matematica dos babilénios, Hiparco acreditava que a melhor
base de contagem era a 60. Ndo se sabe ao certo quando se difundiu a diviséo da
circunferéncia em 360 partes iguais, mas parece que a ideia partiu dele, assim como
a denominagdo arco de 1 grau para cada parte em que a circunferéncia ficou
dividida. Deve-se a Hiparco, ainda, a divisdo do arco de 1° em 60 partes iguais,
obtendo o arco de 1 minuto, e a associacdo de cada arco de uma circunferéncia de
raio arbitrario & corda delimitada por ele.

Hiparco construiu o que foi provavelmente a primeira tabela trigonométrica,
com os valores das cordas associadas a uma sequéncia de arcos de 0° a 180°. Ele
observou que a raz&o entre as medidas do arco e da corda diminui quando o valor
do arco decresce de 180° para 0°. Passou entdo a associar cada corda de um arco
ao angulo central correspondente, 0 que representou um grande avanco na
Astronomia. Isto Ihe valeu o titulo de Pai da Trigonometria.

Com o passar do tempo, outros estudiosos, como Ptolomeu (120-150 d.C.),
deram prosseguimento a seu trabalho. Este astrbnomo grego escreveu o Almagesto
—"A maior" (Al magest), considerado pelos tradutores arabes a mais importante obra
da Trigonometria da Antiguidade, com treze volumes. O modelo de Astronomia nele
contido prevaleceu até o século XVI.

No século Ill, os indianos e os arabes introduziram a Trigonometria esférica,
cujo objetivo principal era o estudo das relacdes entre lados e angulos de um
triangulo desenhado sobre uma superficie esférica. A llustracdo 1, a seguir, mostra
um triangulo esférico desenhado sobre a superficie da Terra, e outro, sobre uma

regido terrestre '‘pequena’ o suficiente para ser considerada plana.
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llustracdo 1 — Figura: Triangulo esférico e triangulo plano

Fonte: Santos, 2009, p. 29.

As formulas fundamentais da Trigonometria plana conhecidas hoje séo
devidas aos matematicos hindus dos séculos V a XIl. Entre eles, destaca-se um
astronomo indiano do século VI, Aryabhata, que associou o valor de um angulo
central a medida da corda determinada por ele na circunferéncia, elaborando uma
tabela de valores do dobro do seno (esta nomenclatura ainda nao existia). O estudo
das razdes trigonométricas em triangulos retangulos foi desenvolvido depois que o0s
matematicos arabes traduziram as obras deixadas pelos hindus e estabeleceram,
para qualquer triangulo, a lei dos senos.

No século XIlll, o astronomo persa Nasir Eddin Al-Tusi (1201-1274) reuniu
todos os resultados conhecidos na Trigonometria da época, tanto de origem grega
guanto de origem indiana e arabe, em seu Tratado sobre o Quadrilatero. Pela
primeira vez, a Trigonometria foi tratada como ciéncia dissociada da Astronomia.

Sua introducdo na Europa Ocidental deveu-se aos arabes, tendo se iniciado
com a traducao dos manuscritos classicos.

No século XV, a publicacdo de uma introducdo completa, escrita por
Johaness Miller, um astrébnomo prussiano mais conhecido por Regiomontano (1436-
1476), estabeleceu a Trigonometria como um ramo da Matematica. Nesta obra,
Tratado sobre triangulos, havia, por exemplo, a Lei dos senos aplicada a triangulos
esféricos.

Ja no século XVI, Francois Viete (1540-1603) estabeleceu varias relacoes
trigopnométricas associando-as as solucfes complexas de equacgdes do 3°grau, 0
que criou um elo entre Trigonometria e Algebra. Introduziu também novos teoremas

gue permitiram relacionar lados e angulos de triangulos néo retangulos.
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No século XIX, a Trigonometria atingiu seu ponto maximo, ligando-se a
Andlise através das séries. Hoje, é usada em muitas outras ciéncias, como na
Fisica, para decomposicdo de forcas, que sdo grandezas vetoriais; no célculo de
angulos de refracdo e de reflexdo, etc. E indispensavel também em topografia,

cartografia e, claro, na astronomia.
1.2 Numeros Complexos

Segundo Cerri (2001, p.1), os Numeros Complexos surgiram no século XVI,
da necessidade de resolver equacdes algébricas de 32 e 4° graus, quando Cardano
e Tartaglia disputavam o crédito por sua resolucdo. (Girolamo Cardano, 1501-1576 e
Niccolo Tartaglia, pseuddnimo de Niccolo Fontana, 1499-1557, matematicos
italianos. Tartaglia significa gago, e Fontana adotou tal pseuddénimo por ter um
defeito na fala, o que Ihe rendeu o apelido.)

Tudo comecgou quando, por volta de 1510, Scipione del Ferro, matematico
italiano (1465-1525, aproximadamente), comecou a estudar as equacdes de 3° grau,
encontrando a formula para a solucéo de

X +px+q=0.

O fato € que Del Ferro faleceu antes de publica-la, e apds sua morte, seu
aluno Antonio Maria Fior, sobre o qual ndo se tem muitas informacgdes, ‘apoderou-se’
de tal descoberta e prop6s a Niccolo Fontana, também conhecido como Tartaglia,
um desafio: resolver tal tipo de equacdo. Tartaglia ndo s6é a resolveu, como
descobriu também uma solucéo geral para equacdes do tipo

X +px?+q=0.

Girolamo Cardano, que pouco tinha em comum com Tartaglia além da
nacionalidade, nessa época estava escrevendo a Pratica Arithmeticae Generalis,
que versava sobre Algebra, Aritmética e Geometria. Quando soube que Tartaglia
havia descoberto a solucdo geral da equacdo de 32 grau, tentou convencé-lo a
compartilhar com ele a descoberta, para publica-la em seu proximo livro,
assegurando-lhe o devido crédito.

De inicio, Tartaglia resistiu as investidas de Cardano, pois pretendia ele
mesmo publicar a solucdo das cubicas, a fim de alcancar certa reputacdo como

matematico. Mas, quando este acenou com a possibilidade de conseguir-lhe um
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patrono, e tendo ele poucos recursos, Tartaglia acabou revelando-a para Cardano,
mediante a promessa de jamais publicé-la.

Confirmando os temores de Tartaglia, Cardano quebrou seu juramento e
publicou em 1545, na Ars Magna, a formula de Tartaglia, que até hoje é conhecida
como 'Formula de Cardano', ou 'Formula de Cardano-Tartaglia. A deducdo da
férmula usando os simbolos atuais da algebra encontra-se em Vassallo Neto (2010,
p.31-33), e faz parte do Anexo. Nao serdao feitas demonstragdes aqui, pois o
objetivo é examinar um pouco da histéria dos Numeros Complexos, expondo 0s
inimeros obstaculos vivenciados até sua aceitacao pela comunidade matematica.

Voltando entdo ao tema, no processo de busca da solucdo para as cubicas,
0S matematicos italianos 'esbarraram' em raizes quadradas de niumeros negativos.
Isto aconteceu porque, para testar suas resolucdes, eles usavam equacdes das
guais conheciam pelo menos uma raiz. Por exemplo,

x’+4=6x

tem x = 2 como raiz. A partir dai, a substituicdo

2
xX=u+ =—
u

gue acredita-se ter sido idealizada por Scipione Del Ferro, transforma a equacéo em
u® +4u° +8=0.
Encontrando uma solucdo desta biquadrada, o valor correspondente de x
seria solucéo da equacéo original. Ao resolvé-la, porém, havia uma 'surpresa’
u’+4u’+8=0
v=u’
VY +4v+8=0

O discriminante da equacdo de 2° grau encontrada era negativo, 0 que

levaria, pela aplicacdo da formula tradicional, a v =-2 + 2J-1ouv=-2-2-1.

Um impasse. O “pulo do gato” consistiu em ir em frente assim

mesmo, apesar de v—1 “ndo fazer sentido”. E se supuséssemos que
esta “coisa imaginaria” satisfizesse as leis usuais da Algebra?

Constatariamos entdo que u = 1 + +—1 seria uma solugéo, pois as

leis usuais da Algebra acarretam que u® = (1+\/—_1)3 =-2+2~+-1.

Por outro lado, estas mesmas leis garantem também que a
substituicdo x = u + 2/u = 2 reproduz a raiz que j4 se conhecia,
provando que o esquema funcionava, embora ninguém conseguisse
explicar por que. Como dizia o proprio Cardano na Ars Magna:
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“‘esquega a tortura mental que isto significa e va operando...”.
(CARNEIRO, 2004, p. 3-4 — grifo do autor)

Segundo Cerri (2001, p. 4), Rafael Bombelli (1526-1572), também italiano,
chegou aos "novos numeros" em 1572, no livro L'Algebra parte maggiore
dell'Arithmetica, propondo que

9{/2+\/—121 e ?{/2—»\/—121, raizes da equacao
x3-15x-4=0

(que possuia uma raiz conhecida, x = 4), fossem reescritos como

a+J-be a- \/3 respectivamente, onde b > 0.

O desenvolvimento de Bombelli, que pode ser encontrado em Vassallo Neto
(2010, p. 34-35), também faz parte do Anexo, pelas mesmas razdes mencionadas
anteriormente neste trabalho.

Apos Bombelli, outros matematicos, como o francés Abraham de Moivre
(1667-1754) e os irmaos Jacques e Jean Bernoulli (1654-1705 e 1667-1748,
respectivamente), contribuiram para o avanco da teoria dos Numeros Complexos.

Segundo Vassallo Neto (2010), Francois Viete (1540-1603), ainda na segunda
metade do século XVI, encontrou na Trigonometria a solucdo do problema da
equacdo x° — 15x — 4 = 0, com raiz real x = 4, mas que quando resolvida pela
férmula de Cardano, levava a raizes quadradas de numeros negativos. Substituindo
x = k-cos(B), chegou a solucdo da equacdo sem utilizar raizes quadradas de
nameros negativos. Viete se destacou ao integrar estes nimeros aos conceitos
trigonométricos.

Na primeira metade do século XVII, Pierre de Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650), simultanea e independentemente, criaram a Geometria
Analitica. Fermat ndo publicou suas ideias. Descartes, ao contrario, em seu livro
Discurso Sobre o Método de Bem Utilizar a Razéo e de Encontrar a Verdade nas
Ciéncias, publicado em 1637, escreveu La Geometrie, considerado pedra
fundamental da Geometria Analitica.

Com o dominio da Geometria Analitica, Descartes retomou o estudo das
equacdes algébricas, sobre as quais escreveu: “Nem sempre as raizes verdadeiras

(positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo sdo reais. As vezes elas sdo

imaginarias." Por isso, ¥—1 foi chamado de nlimero imaginario, nomenclatura que

permanece até hoje. (CERRI, 2001, p.5-6)
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Foi Leonhard Euler (1707-1783), porém, que fez o trabalho mais importante e
decisivo sobre o assunto. Dentre inUmeras contribuigfes, Euler se esfor¢cou para

melhorar a simbologia. Muitas das notagfes utilizadas atualmente foram introduzidas

por ele, como a substituicdo de +—1 por 1 e a escrita dos NUmeros Complexos na

forma z = a + bi.

Assim a férmula de Tartaglia nos fornece todas as solucdes de
equacdes do tipo x* + px + g = 0, ou seja, Tartaglia embora néo
soubesse, estava resolvendo de forma total as equacgdes de grau 3.
Bombelli deu o primeiro passo para a compreensédo das questbes
que surgiram em seguida, mas foi Euler que desvendou
completamente o mistério. Por tudo isto e muito mais € que Euler é
conhecido como o matematico que dominou os Numeros Complexos.
(CERRI, 2001, p. 11)

No final do século XVIII e no inicio do século XIX, segundo Carneiro (2004),
um noruegués e um suico, Caspar Wessel, em 1798 e Jean Robert Argand, em
1806, respectivamente, foram os primeiros a perceber que os Numeros Complexos
poderiam ser representados como pontos ou vetores do plano. Porém, a ideia so foi
aceita quando endossada por Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Assim, apesar dos Numeros Complexos terem surgido no século XVI,
podemos dizer que estes “novos numeros” s6 foram aceitos centenas de anos
depois, quando Gauss associou o0 conjunto dos Numeros Complexos ao plano, e

principalmente usou

[...] os complexos para obter diversos resultados sobre Geometria
plana e sobre 0s nimeros reais, e até sobre os niameros inteiros. [...]
Foi utilizando o plano complexo que Gauss deu sua demonstracao
geométrica de que todo polinbmio de coeficientes reais pode ser
decomposto em fatores de grau maximo dois, o que equivale ao
Teorema Fundamental da Algebra. (CARNEIRO, 2004, p. 5)

Desde seu surgimento, os Numeros Complexos haviam sido usados de forma
envergonhada e acompanhados de nomes que traduziam a desconfianca que girava
em torno do assunto — imaginarios e complexos — mas ainda assim eram cada vez
mais utilizados.

A ideia de considerar as partes real e imaginaria de a + bt como as
coordenadas retangulares de um ponto do plano deixou os matematicos mais a

vontade com esses numeros. A representacao grafica superou o desconforto inicial

causado por ~—1. “Ver é crer, e ideias anteriores sobre a nao existéncia e o carater
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ficticio dos numeros imaginarios foram geralmente abandonadas.” (EVES, 2008,
p.524). Os Numeros Complexos poderiam, enfim, ser manipulados efetivamente.
"Assim, a representacao dos Numeros Complexos como pontos de um plano
supera os obstaculos da existéncia destes nimeros e abre caminho para novas
discussoes e representacdes.” (VASSALLO NETO, 2010, p. 41)
Por tudo o que foi exposto, neste trabalho considera-se de fundamental
importancia para a compreensao do objeto mateméatico Namero Complexo, o estudo

de sua representac&o no plano.



2 LIVROS DIDATICOS E DIFICULDADES DE ENSINO E APRENDIZAGEM

Inicialmente, havia-se subdividido este capitulo em trés secdes: Livros
didaticos, Dificuldades de ensino e Dificuldades de aprendizagem. Porém, no
decorrer da pesquisa, percebeu-se que a abordagem do livro didatico influencia
tanto as dificuldades de ensino quanto de aprendizagem em sala de aula, e que
ambas estédo interligadas. H4, por outro lado, dificuldades inerentes ao assunto, ou
seja, dificuldades especificas, que precisam ser destacadas. Estas serdo tratadas na
primeira secdo, enquanto a segunda se ocupard dos obstaculos da sala de aula,

gerados ou nao pelo livro didatico.

2.1 Dificuldades Especificas

Existe uma dificuldade intrinseca ao conteudo de Numeros Complexos, que é
o fato de nado representarem quantidades. Isto, por si sO, ja suscita inquietacao e
desconfianca em professores e alunos. (ROSA, 1998, p. 25) Em 2009, Walter

Spinelli fez a mesma observacao.

A grande indignacdo dos alunos de Ensino Médio, e também de
muitos professores, quando do estudo dos Numeros Complexos (nao
Reais) refere-se ao fato de que esse tipo de nimero ndo se adequa a
nenhuma das necessidades pertinentes a seu cotidiano. Afinal,
Numeros Complexos ndo exprimem resultados de contagens e nem
representam quantidades; além disso, ndo faz muito sentido ordena-
los, e usa-los como elemento basico de codificacdo €, no minimo,
estranho. Assim, de acordo apenas com 0S usOS que 0s alunos
conhecem até entdo, um complexo ndo mereceria receber o titulo de
“namero”. (SPINELLI, 2009, p. 4)

Isto € compreensivel, remetendo-se ao breve histérico feito no capitulo
anterior. Varios obstaculos epistemoldgicos, baseados em paradigmas preexistentes,
tiveram que ser superados até que os Numeros Complexos fossem aceitos pela
comunidade cientifica como objetos matematicos legitimos.

Segundo Pommer (2010, p. 1),

Os obstaculos de origem epistemoldgica se devem as resisténcias
advindas do proprio conhecimento e que fazem parte da construgéo
do saber matematico, sendo encontrados na histéria do
desenvolvimento e evolugéo dos conceitos. [...] estes obstaculos ndo
podem ser evitados, j& que se constituem como porta de acesso aos
respectivos conhecimentos.
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Ao terminar o Ensino Fundamental, o aluno tem a nitida impressdo de que
ndo existem raizes quadradas de numeros negativos, mesmo que o professor tenha
0 cuidado de dizer que uma equacédo de 2° grau de discriminante negativo nao
possui raizes reais. I1sso porque a palavra real, para ele, significa algo que existe, e
ndo um elemento do conjunto dos nimeros reais. Ao se defrontar com os NUmeros
Complexos, o aluno sente-se enganado. Como € que, de repente, aquilo que nao
existia simplesmente passou a existir? O conhecimento dos numeros reais, ao
mesmo tempo em que é necessario para a compreensao dos Numeros Complexos,
pode também se constituir um obstaculo para sua aprendizagem. Este € um
obstaculo didatico. (ROSA, 1998, p.35; LOPES, 2011, p. 3)

[...] os obstaculos didaticos nascem da escolha das estratégias do
ensino, deixando-se formar, no momento da aprendizagem,
conhecimentos errbneos ou incompletos que se revelardo mais
tarde como obstaculos ao desenvolvimento da conceituacao.
Reconhecer um obstaculo permite ao professor rever sua primeira
apresentacdo do conceito em questdo, para explicitar melhor a
dificuldade vivida pelo aluno. (ROSA, 1998, p.35)

A dificuldade de abstracdo que envolve o conceito de unidade imaginaria
também é observavel historicamente. Na verdade, somente quando associada ao
ponto (0; 1) do plano de Argand-Gauss, passou a ser aceita como objeto matematico
legitimo. Houve a necessidade de visualizagédo, por meio da representacdo grafica.
No ensino de Numeros Complexos, se esta representacdo grafica for omitida, ou
apresentada tardiamente, € provavel que a mesma dificuldade de abstracdo que

atravessou séculos seja enfrentada pelos alunos. (LOPES, 2011, p. 3)

2.2 A salade aula e os livros didaticos

Ao mencionar analise de livros didaticos, de imediato vem & mente o classico
Exame de textos, de Elon Lages Lima (LIMA, 2001). No Posfacio, o autor comenta o
gue ele chama de livro genérico, reunindo caracteristicas comuns as doze colecdes
analisadas na obra. Externa ali sua insatisfacdo com a forma pela qual os temas

Trigonometria e NUmeros Complexos sao tratados.

Trigonometria. Tratamento demasiadamente longo, com énfase em
trivialidades, omissdes importantes, conceitos mal definidos e
auséncia de problemas contextuais atraentes. O radiano é mal
definido, as calculadoras ndo sdo enfatizadas e nunca é claramente



21

exposta a diferenca entre o seno (por exemplo) de um angulo e seno
de um ndmero. (LIMA, 2001, p. 464)

[...]

NUumeros Complexos. A aritmética dos Numeros Complexos néo
apresenta dificuldades. A conexdo com a Geometria, porém é
deficiente, o que € estranho pois a Geometria Analitica acabou de
ser estudada. E mais um exemplo de falta de conexdo entre os
capitulos. As aplicacbes geométricas das operagdes entre complexos
(principalmente a multiplicagéo), tdo belas como variadas, ndo séo
exploradas. Isso é imperdoavel pois todo matematico ou usuario da
Matematica, ao pensar em numero complexo, sempre 0 imagina
como um ponto no plano coordenado e as operacbes séo
interpretadas como transformacfes geométricas. (LIMA, 2001, p. 467)

Pesquisas posteriores mostram que, infelizmente, muitos dos aspectos
negativos destacados por Lima persistem até hoje.

Nanci Araujo (2006), em sua dissertacdo de mestrado, analisou a abordagem
de Numeros Complexos em dez livros didaticos frequentemente adotados ou
indicados para estudo por professores do Ensino Médio. Em geral, tais livros
apresentam o conteudo tentando resolver uma equacéo do 2° grau de discriminante

negativo. Em seguida, declaram que o conjunto dos nimeros reais foi ampliado para

resolver estes tipos de problema, substituem J-1 por 1 e definem o conjunto dos
Numeros Complexos. Ndo ha mencédo ao contexto historico nem a resolucdo de
cubicas. Alguns sequer apresentam o numero complexo na forma de par ordenado.
Segundo ela, de acordo com a amostra escolhida, o livro “ndo oferece
condicBes para o professor elaborar e organizar suas aulas, nem [...] motivacdes

para o aluno desenvolver seus conhecimentos prévios.” (p. 74)

Tudo isso nos leva a refletir que falta clareza no conteudo
apresentado para que o aluno possa melhor compreender o assunto
e seu significado nos textos didaticos, uma vez que, os Numeros
Complexos foram criados para atender a determinados propdsitos.
Eles tém seus significados, os quais sdo muitos bem definidos.
Tomando como fundamento o levantamento feito pela analise
apresentada, entendemos que os livros didaticos ndo tém motivado a
aprendizagem do nosso aluno, em relagdo aos Numeros Complexos.
(ARAUJO, 2006, p. 74)

Em entrevista realizada pela mesma autora com vinte professores de
Matematica do Ensino Médio, os entrevistados apontaram suas duas maiores
dificuldades ao ensinar Numeros Complexos: o livro didatico, pois as pesquisas
realizadas para a preparacdo das aulas estdo nele baseadas, e a falta de

conhecimento dos alunos em Trigonometria.
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Tudo o que foi exposto até agora esta em consonancia com o que afirma
Lima (2001), sobre a importancia do livro didatico ndo sé para o aluno, como para o

professor:

s

[...] o livro didatico €, na maioria dos casos, a Unica fonte de
referéncia com que conta o professor para organizar suas aulas, e
até mesmo para firmar seus conhecimentos e dosar a apresentacao
gue fara em classe. Assim, é necessario que esse livro seja nédo
apenas acessivel e atraente para o aluno, como também que ele
constitua uma base amiga e confiavel para o professor, induzindo-o a
praticar os bons habitos de clareza, objetividade e precisao, além de
ilustrar, sempre que possivel, as relacbes entre a Matemética e a
sociedade atual. (LIMA, 2001, p.1)

Desta forma, quando o livro didatico dificulta o trabalho com determinado
assunto, o professor tende a deixa-lo de lado ou trata-lo superficialmente, ja que néo
se sente a vontade para explora-lo. Por outro lado, tampouco o aluno tem motivacéo
para estuda-lo.

Spinelli (2009, p.4) faz uma ponderagdo muito pertinente acerca do que é

usualmente estudado sobre Niumeros Complexos em sala de aula.

Boa parte do tradicional estudo dos Complexos no Ensino Médio fica
restrita ao tratamento das operacdes entre eles, de modo semelhante
ao qual é submetida a crianca quando, na educacéo infantil, comeca
a tomar contato com as operagfes entre numeros naturais. Se 0
estudo das operacbes pelas criancas, nesse caso, ocorre sobre o
contexto de suas praticas cotidianas — contagem de pontos nos
jogos, célculo do troco na cantina etc — vale refletir sobre qual
contexto se desenvolve o estudo das operacdes entre complexos no
nivel médio.

Reis Neto (2009), ao analisar a abordagem de Numeros Complexos em trés

livros didaticos de autores renomados, lancados a partir de 2005, concluiu que

Nos trés livros escolhidos para analise foi observado que a geometria
dos complexos é pouco explorada tanto sob o ponto de vista teérico
como nas aplicacoes.

Os exercicios sdo resolvidos através da verificagdo de formulas e
voltados para o treinamento de calculos que deixam o aluno apenas
com uma visao formal e algébrica.

N&o ha questBes que estimulem a visdo geométrica ou a criatividade
e ndo ha preocupacdo em fazer a conexdo entre o contetdo ja
conhecido e o conteldo dos Numeros Complexos e assim buscar
uma apresentagdo significativa para motivar o aluno. (REIS NETO,
2009, p. 43)
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Isto acontece tanto em Numeros Complexos quanto em Trigonometria.

Pereira (2010) ressalta que o ensino de Trigonometria

[...] sempre apresentou deficiéncias, entre as quais destacamos a
extensdo do programa; o pouco ou quase nenhum dominio dos
alunos de conhecimentos prévios importantes como o estudo da
circunferéncia e seus elementos, de semelhanca de triangulos e de
simetria; a pouca afinidade dos professores com o conteudo, sua
histéria e sua aplicacdo em diversas areas do conhecimento
humano. (PEREIRA, 2010, p.4)

Varios autores pesquisados falam sobre a dificuldade dos alunos em
Trigonometria, que termina por refletir-se no estudo dos Numeros Complexos.
Oliveira (2006) e Klein (2008) sao dois deles, e relatam as dificuldades apresentadas
pelos alunos em sala de aula, observadas ao longo de muitos anos de magistério.

Conforme Pereira (2010), um agravante é o fato do programa de
Trigonometria ser bastante extenso e cumulativo, come¢cando em geral no 92 ano,
pela Trigonometria no triangulo retdngulo, onde se estudam seno, cosseno e
tangente de um angulo menor do que 90°. Nesta introducdo, normalmente nédo ha
grandes problemas de aprendizagem.

Quando tais conceitos sdo retomados no Ensino Médio, e estendidos para
angulos maiores ou iguais a 90°, utilizando a circunferéncia unitaria, surgem
dificuldades de varias ordens. A definicdo de radiano ndo é bem compreendida, no
sentido de que o aluno ndo sabe por que ele é necessario.

Segundo Quintaneiro, Giraldo e Pinto (2010, p. 1-2), os livros didaticos
introduzem as nocdes de seno e funcdo seno de diferentes maneiras, e nem sempre
conceitos tratados em um mesmo volume sdo "consistentes entre si, do ponto de
vista matematico ou do ponto de vista pedagogico”. E comum passar de senos e
cossenos de grandezas angulares as funcbes seno e cosseno de numeros reais

sem maiores explicacoes.

Alguns autores mencionam as palavras arco e angulo sem qualquer
distingdo, sem deixar claro que a unidade radiano pode expressar
uma medida linear (comprimento do arco subentendido pelo angulo).
Nesse tipo de abordagem, sdo omitidas algumas questdes
importantes, tais como: Por que o uso da unidade radiano é
necessario? Como é possivel que um mesmo conceito matematico
possa ser definidko de formas diferentes? (QUINTANEIRO;
GIRALDO; PINTO, 2010, p. 2, grifo do autor)
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Além disso, o comportamento de seno e cosseno em cada quadrante, 0s
arcos congruos e a simetria existente em relagdo aos eixos coordenados ou a
origem do sistema cartesiano na redugédo ao 1° quadrante nédo ficam claros para o
aluno, e ele passa a memorizar ao invés de compreender. O livro didatico, por sua
vez, traz exercicios mecanicos, que nao estimulam o raciocinio.

Logo em seguida é feito o estudo das funcdes, equacdes e inequacdes
trigonométricas, bem como das identidades de seno, cosseno e tangente da soma
ou subtracéo de arcos. As demonstracdes das identidades s&o geralmente omitidas,
e o0 aluno se vale de recursos mnemonicos para decora-las.

Quintaneiro (2010, p. 2), ao analisar um questionario aplicado a um grupo de
professores, observou que, "[...] em geral, ndo ha articulagdo entre suas ideias
sobre trigonometria no tridangulo retangulo, trigonometria no circulo, grafico de
fungbes trigonométricas e definicdo formal das nogbes fundamentais da

trigonometria.”

Estes fatores levam a que se desenvolva o ensino de trigonometria
baseado no estudo de férmulas e regras, descontextualizado e sem
significado para a maioria dos alunos, recorrendo a memaorizacao de
exercicios padrdes, muitos dos quais sem aplicacbes no dia a dia,
ocasionando uma aprendizagem deficitaria por parte do aluno.
(PEREIRA, 2010 p. 4)

Na aprendizagem deficitaria citada, os alunos deixam conceitos e significados
de lado, fazem exercicios-padrdo e ndo veem aplicacbes da Trigonometria em
outras areas do conhecimento. Segundo pontuado por Quintaneiro (2010, p. 2), uma
das razfes para que isto aconteca, além do tratamento pouco atraente por parte do
livro didatico, € a dificuldade que o proprio professor sente no estudo da

Trigonometria.



3 PRESSUPOSTOS TEORICOS

No presente capitulo, hA uma breve explanagdo sobre os conceitos de
transposicdo e criacdo didatica, de acordo com Yves Chevallard. Também séo
abordados os registros de representacfes semioticas, segundo Raymond Duval.

Ao pesquisar sobre transposicdo didatica e criacdo didatica, foram
encontradas diferentes interpretacbes destes conceitos, de acordo com o autor.
Optou-se entéo por pautar-se em trabalhos de Pais (2008a, 2008b), Damm (2008), e
na dissertacdo de Neves (2009). Os dois primeiros, por serem reconhecidamente
autoridades no assunto, e a terceira por utilizar como base tedrica a obra mais
significativa de Yves Chevallard, além de comentar as interpretacfes de outros
pesquisadores sobre tais conceitos.

Ja no estudo da teoria de Raymond Duval, constituiram-se referéncia basica o
livro do proprio autor, recentemente traduzido para o portugués, Duval (2009), bem

como seu artigo publicado em Machado (2010), ndo dando margem a dubiedades.

3.1 Transposicao Didatica

O conceito de transposicao didatica, introduzido pelo sociélogo Michel
Verret em 1975, foi revisitado pelo educador e pesquisador francés Yves

Chevallard, na década de oitenta.

Um conteddo do saber que tenha sido designado como saber a
ensinar, sofre a partir de entdo um conjunto de transformacdes
adaptativas que vao torna-lo apto a ocupar um lugar entre os objetos
de ensino. Este “trabalho” que transforma um objeto de saber a
ensinar em um objeto de ensino é denominado de transposi¢édo
didatica. (CHEVALLARD, 2005, p. 45 apud NEVES, 2009, p. 55 -
grifos do autor)

Segundo Neves (2009, p. 25), o objetivo da transposicdo didatica €, na
verdade, promover o continuo processo de atualizacdo dos saberes ou conteudos
escolares, de forma a acompanhar a evolucdo dos saberes cientificos (produto das
comunidades cientificas).

Quando os conteudos escolares tornam-se ultrapassados em relacdo ao
modelo social ao qual pertencem, é preciso apresenta-los de forma diferente. Esta

nova apresentacdo € baseada em elementos estreitamente ligados aos saberes
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cientificos. Portanto, absorve as alteracdes destes saberes, quando passam por
uma crise paradigmatica.

Ressalte-se aqui que as transposicdes em Matematica ndo distorcem
definicdes, teoremas ou saberes, s6 porque foram contextualizados para a educacéo
basica. Apenas reformulam o texto do saber escolar com elementos da pratica da

transposicgéo.

O saber produzido pela transposicao didatica sera, portanto, um
saber exilado de suas origens e separado de sua producao historica
na esfera do saber cientifico, legitimando-se, no entanto, em saber
ensinado, como algo que ndo € de nenhum tempo nem de nenhum
lugar, e nédo se legitima mediante o recurso da autoridade de um
produtor, qualquer que seja ele. [...] (CHEVALLARD, 2005, p.18,
apud NEVES, 2009, p. 26)

Das palavras de Chevallard (2005), depreende-se que 0 saber escolar
desvincula-se do saber cientifico, como consequéncia do processo de transposicao
didatica realizado. Destituido de historia e autoria, o saber escolar pode dar ao aluno
a (falsa) impressdo de que foi inventado ou descoberto por algum génio, de um
momento para outro. Podem ficar para trds também os motivos que levaram ao
surgimento do conceito, bem como sua evolucéo até tornar-se o que €, no momento
em que o aluno o estuda: é o saber pronto e acabado, que ndo suscita no aluno
interesse, nem o estimula a raciocinar.

Alguns autores dividem o processo de transposicdo didatica em dois
momentos: a transposicao didatica externa e a transposicéo didatica interna, talvez

pelo fato de Chevallard definir transposicéo didatica stricto sensu e lato sensu.

7

Quando a evolucdo das ideias é analisada em relacdo a um
determinado conceito, [...] trata-se de uma transposicdo didatica
stricto sensu. Por outro lado, se a analise é desenvolvida no contexto
mais amplo, ndo se atendo a uma nocao particular, trata-se de uma
transposicao didatica lato sensu. (PAIS, 2008a, p. 20)

Segundo o0s autores supracitados, a transposicdo didatica externa se da
guando, a partir do conjunto de saberes cientificos disponiveis, elegem-se aqueles
gue serao ensinados na escola.

Escolhidos os saberes a ensinar, cabe ao professor cumprir a tarefa de
ensina-los. Ao fazé-lo, o professor pode, ao invés de simplesmente ater-se ao livro
texto e repetir, 'ipsis litteris', o que nele esta escrito, explicar de forma diferente,

utilizar outra linguagem, outros métodos, materiais, enfim, recursos que, ele acredita,



27

irdo contribuir positivamente para o processo de ensino e aprendizagem. Esta é a
segunda etapa da transposicao didatica: a transposicdo didéatica interna.

Por outro lado, ha pesquisadores que questionam a existéncia de duas etapas,
enxergando a transposicao didatica como um processo Unico. Alguns argumentam
que, quando o professor faz algo diferente do que preconiza o livro didatico, pode
prejudicar a aprendizagem ao invés de auxilia-la, comprometendo o saber escolar.
Ha também quem diga que ndo se pode garantir a ocorréncia da transposicao
interna, enquanto a externa sempre acontece. Logo, néo faria sentido dividir a
transposicdo didatica em dois momentos. (NEVES, 2009, p. 67-71)

As criacdes didaticas, por sua vez, sdo elementos de uma transposicédo
didatica que transformam-se em ferramentas, auxiliando o processo de ensino de

algum conteudo escolar.

Podemos considerar a existéncia de uma transposicdo didatica,
como processo de um conjunto, como situacbes de criacdes
didaticas de objetos (de conhecer e ensinar ao mesmo tempo) que
se fazem “necessarias” pelas exigéncias do funcionamento didatico.
(CHEVALLARD, 2005, p.47, apud NEVES, 2009, p. 42 — grifos do
autor)

Tais criacfes surgem de necessidades inerentes ao objeto de saber estudado,
e contribuem para sua compreensao. Sua finalidade n&o € tornar-se conteudo de
ensino. Porém, isto aconteceu em alguns casos, como, por exemplo, nos produtos

notaveis.

Sado exemplos de criacbes didaticas: os produtos notaveis que
surgiram para auxiliar a fatoracdo de equacdes algébricas, a
descricdo dos Numeros Complexos em matrizes quadradas para
simplificar célculos e melhorar a relagéo entre Niameros Complexos e
a forma polar de escrevé-los, os diagramas de Venn que serviram
como recurso para representacdo grafica, os fatoriais que
“nasceram” para simplificar notacdes dos calculos de probabilidades
e da andlise combinatéria, etc.. Dessa forma, podemos esperar pela
identificacdo de outras criacdes didaticas existentes no quadro
educacional ou cientifico. (NEVES, 2009, p. 42 — grifo da autora)

Segundo Pais (2008b, p.17), as criagdes “motivadas por supostas
necessidades do ensino para servirem como recursos para outras aprendizagens”
nao provém, necessariamente, de trabalho cientifico. Logo, qualquer pessoa que se
preocupe com a melhoria do processo de ensino e aprendizagem pode, com a

intencdo de auxilid-lo, propor uma criacédo didatica. (NEVES, 2009, p. 42)
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Polémicas a parte, a existéncia e a necessidade tanto da transposi¢cao quanto
da criacdo didatica sdo inquestionaveis em todos os trabalhos analisados.

A partir da andlise das pesquisas, entende-se que uma criacdo didatica pode
acontecer quando um contetdo ndo previsto pelo programa ou curriculo escolar
para determinada série é introduzido pelo professor, no intuito de ajudar a
aprendizagem de outro assunto. Compreende-se, ainda, que 0 processo de
utilizacdo de um conteddo como ferramenta para o ensino de outro, chamado de
criacao didatica, € parte do processo de transposicdo didatica, pois "[...] € o conjunto
das criacdes didaticas que evidencia a diferenca entre o saber cientifico e o saber
ensinado.” (PAIS, 2008a, p. 20)

Neste trabalho, especificamente, a apresentacédo do sistema de Coordenadas
Polares ndo é um conteudo previsto para o Ensino Médio. No entanto, acredita-se
gue a introducdo deste assunto contribuira positivamente para o trabalho com
Trigonometria e Numeros Complexos.

O objeto de saber, que sao as Coordenadas Polares, torna-se um objeto de
ensino, pois utilizando este sistema de coordenadas a circunferéncia trigonomeétrica
sera revisitada e abordar-se-a a forma trigonométrica de Numeros Complexos. Isto
caracteriza uma criacao didatica.

Ao mesmo tempo, no processo de transposicdo didatica dos Numeros
Complexos, o elemento que lhes garantiu a aceitacdo como saber cientifico legitimo
— a representacao grafica — ndo mereceu destaque no saber escolar. A introducéo
das Coordenadas Polares visa também resgatar a importancia da representacao
grafica para a compreensdo dos Numeros Complexos. Assim como ocorreu na
historia da evolucdo do conceito, a representacdo grafica pode ajudar o aluno a

visualizar e compreendes os Numeros Complexos como objetos matematicos.
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3.2 Representacdes Semioticas

A semidtica pode ser considerada, de forma bastante simplista, como tudo o
gue se relaciona com a linguagem e 0s signos, ou como a teoria geral das
representacoes.

Signo é qualquer coisa que, em certa medida, representa ou substitui algo
para alguém. Figuras, simbolos, palavras, sao signos, pois ao vé-los faz-se a
associacdo com aquilo que representam. Por exemplo, ao ver o logotipo do IFF,
imediatamente pensa-se na instituicdo, mais precisamente no campus em que se
estuda. Alunos de outros campi provavelmente associardo o0 mesmo logotipo ao
campus onde estudam. Um signo pode gerar varios interpretantes, dependendo do

sujeito:

[...] o signo é aquilo que, sob determinado aspecto, representa
alguma coisa para alguém, criando em sua mente um signo
equivalente. Nessa operacdo € gerado o interpretante. Aquilo que o
signo representa € denominado seu objeto.

Representacdo caracteriza-se pela relagdo entre o signo e o objeto.
Representar é estar no lugar de outro, de tal forma que, para uma
mente interpretante, o signo é tratado como sendo o préprio objeto,
em determinados aspectos.

[...] o termo representacdo envolve necessariamente uma relagéo
triadica, que é um esquema do processo continuo de geracdo dos
signos. O processo representativo se define pelas relacdes
imbricadas que se estabelecem entre signo-objeto-interpretante, nas
gquais os termos atuam determinando ou sendo determinados pelos
outros elementos da triade.

A semidtica peirceana é extensa e tem como principal objeto de
estudo ndo exatamente o0 signo, mas a semiose (processo de acdo
do signo). [...] afinal, os pensamentos se processam por meio de

signos, continuamente. (GAMBARATO, 2005, p. 211)

A Matematica trabalha, por exceléncia, com objetos abstratos. Portanto, para
mobilizar um saber matematico, é preciso usar representacfes que sejam

conscientes e externas.

[...] a passagem do ndo-consciente ao consciente corresponde a um
processo de objetivagdo para 0 sujeito que toma consciéncia. A
objetivacéo corresponde a descoberta pelo préprio sujeito do que até
entdo ele mesmo nao supunha, mesmo se outros lhe houvessem
explicado. As representacdes conscientes s80 aquelas que
apresentam este carater intencional [...]. (DUVAL, 2009, p. 40-41)
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Ainda segundo o autor, as representacfes podem ser externas ou internas.
Externo é tudo aquilo diretamente visivel e observavel sobre um individuo, um
organismo ou um sistema, e interno, tudo que ndo o é. Para Duval (2009, p. 42), as
representacfes externas sdo, por natureza, representacdes semioticas, acessiveis a
todos que aprenderam o sistema semiético utilizado. Ja as representacdes internas
sdo aquelas que pertencem a um sujeito e nao sao reveladas a outro pela producéo
de uma representacao externa.

Segundo Duval (2009, p. 15-17), semiésis € a "apreensao ou a producéo de
uma representacdo semibtica”, e noésis sao "atos cognitivos como a apreensao
conceitual de um objeto, a discriminacdo de uma diferenca ou a compreensao de
uma inferéncia". Segundo ele, ndo h& noésis sem semidsis.

Em Matematica,

[...] as representacgbes através de simbolos, signos, codigos, tabelas,
graficos, algoritmos, desenhos s&o bastante significativas, pois
permitem a comunicagao entre 0s sujeitos e as atividades cognitivas
do pensamento, permitindo registros de representacéo diferentes de
um mesmo objeto matematico. (DAMM, 2008, p. 170).

Este trecho de Regina Damm ajuda a entender a nog¢ao de registro, mas nao

o define. A definicdo propriamente dita pode ser encontrada em Duval (2009, p. 37):

Tais registros constituem os graus de liberdade de que um sujeito
pode dispor para objetivar a si proprio uma ideia ainda confusa, um
sentimento latente, para explorar informacdes ou simplesmente para
poder comunica-las a um interlocutor. A questdo da relacdo entre
semidsis e noésis concerne somente aos sistemas que permitem
essas trés atividades de representacdo e ndo a todos os sistemas
semioticos. (DUVAL, 2009, p. 37 — grifos do autor)

Duval (2009, p. 37-38) aponta trés fenbmenos relativos a semidsis que devem
ser considerados no estudo das aprendizagens intelectuais fundamentais: a
diversificacdo dos registros de representacdo semidtica, a diferenciacdo entre
representante e representado (ou entre forma e conteludo) e a coordenacéo entre os
diferentes registros de representacdo semiodtica disponiveis.

Ele destaca ainda que € essencial distinguir "as atividades, tao diferentes, de

7

tratamento e de conversdo das representacdes”. Um tratamento é uma
transformacdo efetuada no interior de um registro. A conversdo € uma
transformacao que faz passar de um registro a outro. Ela requer a coordenacéo dos

registros pelo sujeito que a efetua. (DUVAL, 2009, p. 39)
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Isto significa que o tratamento é a transformacéo da representacdo em outra
equivalente, no mesmo registro, enquanto a conversdo € a transformacdo da
representacdo em outra equivalente, mas em outro registro.

O quadro a sequir (llustracéo 2), extraido de Duval (2010, p.14), sintetiza os
registros de representacéo e comenta o tratamento em cada tipo de registro.

llustracdo 2 — Quadro: Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no
pensamento matematico

Representacdo Discursiva Representacao Nao
Discursiva
Registros Lingua natural Figuras geométri_cas planas
Multifuncionais Associagdes verbais ou em perspectivas .
Os tratamentos nao (conceituais). (()C,Olnflglf)rg%c;?s em dimensao

Formas de raciocinar:

= argumentacao a partir de
observacoes, de crengas...;

= deducdo valida a partir de

sdo algoritmizaveis. = apreensao operatéria e ndo
somente perceptiva;

= construcdo com

definicdo ou de teoremas. Instrumentos.
Registros Sistemas de escritas Graficos cartesianos
Monofuncionais = numeéricas (binaria, = mudancgas de sistemas de
Os tratamentos s3o decimal, fracionaria...); coordenadas;
principalmente = algébricas; = interpolagéo, extrapolagéo.
algoritmos = simbdlicas (linguas formais).
Célculo

Fonte: Duval, 2010, p. 14.

Por exemplo, quando sao escritas as representacdes equivalentes
2x+1)=4 e 2x+2=4,

transforma-se 2(x + 1) = 4' em '2x + 2 = 4'. Muda-se a representacdo, mas nao o
registro, que continua a ser algébrico. Este € um exemplo de tratamento.

Por outro lado, quando tem-se uma representacdo em linguagem natural: 'a
soma de duas unidades ao dobro de um numero resulta em quatro unidades' e
escreve-se outra algebricamente equivalente, por exemplo, 2x + 2 = 4', faz-se uma
conversdo, pois houve mudanca de registro (linguagem natural para escrita
algébrica).

Almouloud (2007, p. 74) ressalta que “existem tratamentos que podem se
tornar algoritmos (um conjunto de regras operatorias), como aqueles que o ensino
da Matematica tende a privilegiar [...] eles (os algoritmos) sdo comuns tanto no

Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio.”
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No ensino de Matematica, o problema se estabelece justamente
porque s6 se levam em consideracdo as atividades cognitivas de
formacédo de representacfes e os tratamentos necessarios em cada
representacdo. No entanto, o que garante a apreensdo do objeto
matematico, a conceitualizacdo, ndo € a determinacdo de
representacdes ou as varias representacdes possiveis, mas sim a
coordenacgédo entre estes varios registros de representacédo. (DAMM,
2008, p.182).

Da leitura da citacao, deduz-se que a conversao, onde se da a coordenacédo
entre varios registros de representacdo, € mais importante para a aprendizagem
Matematica do que o tratamento. A autora reclama, no entanto, do fato da
Matematica escolar s6 exigir do aluno a formacao e o tratamento de representacdes,
gue podem se resumir a algoritmos memorizados, sem a compreensdo dos
conceitos a eles subjacentes.

A importancia da diversidade de registros de representacdo para o

funcionamento do pensamento humano é apontada por Duval:

[...] 0 que faz toda a flexibilidade e a poténcia de uma diversidade de
registros: ndo somente a possibilidade de efetuar tratamentos
equivalentes a custos menores, se efetuamos uma mudanca de
registro apropriada, mas também a complementaridade dos
tratamentos para ultrapassar os limites inerentes a cada registro no
cumprimento de uma atividade complexa. (DUVAL, 2009, p. 44)

Damm reitera a importancia da coordenacdo de varios registros para a

apreensao de um objeto matematico:

A apreensao conceitual dos objetos matematicos somente sera
possivel com a coordenacéo, pelo sujeito que apreende, de varios
registros de representacdo. Ou seja, quanto maior for a mobilidade
com registros de representacdo diferentes do mesmo objeto
matematico, maior serd a possibilidade de apreensdo deste objeto.
(DAMM, 2008, p. 177)

Existem diversas representacdes do objeto matematico Numero Complexo:
forma algébrica, par ordenado em coordenadas cartesianas, forma polar, par
ordenado em Coordenadas Polares, representacdo grafica em coordenadas
cartesianas, representacao grafica em Coordenadas Polares, forma exponencial, etc.

Ao longo desta pesquisa, conforme explicitado em capitulos anteriores,
constatou-se que a representacdo grafica de um nimero complexo é relegada ao
segundo plano, e aspectos algébricos sdo enfatizados. Com a introducdo das

Coordenadas Polares, pretende-se realizar o tratamento de representagbes —
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transformagbes entre coordenadas cartesianas e polares — e conversbes de
representacfes — passagem do registro algébrico para o registro grafico, e vice-
versa. De acordo com Duval, isto contribuird para que o aluno compreenda melhor o
objeto matematico Namero Complexo.

Serd mostrado ao aluno, ainda, que um ponto sobre a circunferéncia
trigonométrica pode ser escrito tanto em Coordenadas Polares — onde a primeira
coordenada é 1 e a segunda coordenada € o angulo central da circunferéncia —
guanto em coordenadas cartesianas — quando a abscissa sera o cosseno do angulo
e a ordenada, 0 seno. Espera-se que esta transformacdo de tratamento auxilie na
compreensao da circunferéncia trigopnométrica e das reducdes ao primeiro quadrante

na obtencao de valores do seno e do cosseno de um angulo maior do que 90°,



4 COORDENADAS POLARES COMO CRIACAO DIDATICA

4.1 Sistema de Coordenadas Polares

Segundo Boyer (1996, p. 282) foi no Método de fluxos, escrito por volta de
1671, que Isaac Newton (1643-1727) sugeriu oito novos tipos de sistemas de
coordenadas. Um deles, chamado de Sétima maneira, Para espirais € 0 que se
chama hoje de sistema de Coordenadas Polares. Newton escreveu, inclusive, as
férmulas de conversdo de coordenadas cartesianas para polares.

O Sistema de Coordenadas Polares consiste de um ponto fixo O chamado
polo (ou origem) e de um eixo de referéncia, comecando em O, chamado eixo polar.
Neste sistema, a cada ponto P (do plano), € associado um par de coordenadas (r; 6),
onde r é a distancia de P ao polo e 6 € o angulo medido a partir do eixo polar até o
segmento OP. Convenciona-se que um angulo é positivo se for medido no sentido

anti-horario e negativo se medido no sentido horario.

llustracdo 3 — Figura: Parametros das Coordenadas Polares.
P(r; 0)

0 §)

A J

Fonte: Autora.

r e 0 sdo as Coordenadas Polares de P, representadas por convencdo na
ordem (r; 0). » € a coordenada radial, ou simplesmente raio, e 6 a coordenada
angular. Em geral 6 varia entre —2r e 2x. Ja 0 raio r € maior ou igual a zero, por ser
uma distancia.

Este sistema de coordenadas é utilizado em navegacao e radares, onde se
deseja expressar distancias e orientacbes a partir de um ponto central,
possivelmente onde se localiza o observador. O ponto central pode inclusive estar
se movendo, como no caso de embarcacdes ou aeronaves.

No sistema de coordenadas cartesianas, x = constante ou y = constante
representam retas no plano. Ja em Coordenadas Polares, a equacao r = constante

da origem a circunferéncias, e 6 = constante, a semirretas (llustracéo 4).
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llustragdo 4 — Figura: Plano em coordenadas cartesianas e polares.

Vis&o de um plano pelo Vis&o de um plano pelo
sistema de coordenadas cartesianas sistema de coordenadas polares

Fonte: Autora.

O plano polar pode ser divido em um numero variavel de setores, desde que
todos tenham a mesma medida, por exemplo, 10, 12, 24, etc., de acordo com a
necessidade (na llustracdo 5, ha 15 setores iguais). Em radares, € comum utilizar
360 setores de um grau ou até mais, dependendo da precisado exigida na localizacéo

do objeto. Hoje, este numero pode ser bem maior, devido ao uso de computadores.

llustracdo 5 — Figura: Plano polar dividido em setores iguais.

Plano dividido em 15 setores iguais Plano dividido em 24 setores iguais

Fonte: Autora.

Para descobrir a relacdo entre as coordenadas cartesianas e polares de um
mesmo ponto, € preciso representa-lo simultaneamente nos dois sistemas.

Desenha-se entdo ambos, de forma que o polo do sistema de Coordenadas Polares
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coincida com a origem do sistema de coordenadas cartesianas, e o0 eixo polar com a
parte positiva do eixo x.

llustracdo 6 — Figura: Relagcdo entre coordenadas cartesianas e polares.

y » P(r; 8)=Plx y)

0 ' lr

Fonte: Autora.

Os dois triangulos que aparecem na figura sdo retangulos, de modo que

podemos utilizar qualquer um deles para escrever as relagdes entre (x ; y) e (r; 0).

X’ +y’=r"; sen(0) = v. cos(0) = oux=r cos(0) ; y =r sen(6);
r r

r={yx2+y? ;0= arcco{xJ =e0= arcser{yj.

r r
Coordenadas Polares serdo utilizadas para auxiliar no ensino de
Trigonometria e Numeros Complexos, logo o que se propde € uma criacdo didatica.
A0 mesmo tempo, no processo de transposicao didatica dos Numeros Complexos, o
elemento que lhe rendeu a aceitacdo como saber cientifico legitmo — a
representacdo grafica — assumiu uma posicdo obscura no saber escolar. A
introducdo das Coordenadas Polares visa, também, resgatar a importancia da

representacao grafica para a compreensdo dos Numeros Complexos.
4.2 Coordenadas Polares e a Circunferéncia Trigonomeétrica

A circunferéncia trigonométrica tem, por defini¢cdo, raio unitario (r = 1) e centro

na origem do plano cartesiano (llustracdo 7, a seguir).
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llustrac&o 7 — Figura: Circunferéncia trigonométrica.

¥

»

Fonte: Autora.

X

Levando em consideracdo que um ponto em Coordenadas Polares é
representado por (r ; 0), qualquer ponto da circunferéncia trigonométrica sera da
forma (1; o), pois a coordenada radial é igual a 1. Este ponto pode ser entédo
naturalmente associado ao angulo central a, ja que sua coordenada radial é fixa.

Quando, dada a representacdo grafica do ponto, escreve-se suas
coordenadas, realiza-se uma conversao, pois o objeto € o mesmo, mas o registro

mudou — grafico para escrito.

llustracdo 8 — Figura: Pontos da circunferéncia trigonométrica em Coordenadas
Polares.

N
Ve

Fonte: Autora.
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Por outro lado, cada ponto (1 ; o) também tem sua representagcdo em
coordenadas cartesianas. Sua abscissa sera igual a cos(o) e sua ordenada sera
igual a sen(a).

Trata-se de um mesmo ponto representado graficamente em dois sistemas de
coordenadas distintos — esta é uma transformacdo de tratamento, pois

permanecemos no registro grafico.

llustracdo 9 — Figura: Ponto da circunferéncia trigonométrica em Coordenadas
Polares e cartesianas.

Yy = sen(0) : P(1; 0) = P(cos(0); sen(0))

o ' ' 'x = cos(0)
Fonte: Autora.

Assim, a representacao grafica em Coordenadas Polares permite visualizar o
sinal do cosseno e do seno do angulo instantaneamente, pois o sinal da abscissa
sera o sinal do cosseno, e 0 da ordenada serd o do seno. Espera-se que a

transformacéao de tratamento auxilie o aluno a visualizar estas relacoes.

4.3 Representacdes dos Numeros Complexos

Os Numeros Complexos tém varias representacées possiveis. As mais usuais
sdo a forma algébrica, z = a + bi, onde a e b sdo numeros reais, e a forma
trigonométrica, z = p (cos(B) + i sen(B)), comp>0e 0<6 <360° ou0<6<2nx.

A forma algébrica pode ser representada graficamente, conforme ja
comentamos, por um ponto no plano de Argand-Gauss. Tal plano usa o sistema de
coordenadas retangulares, e cada ponto nele marcado tem sua abscissa e sua
ordenada correspondentes, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria do

nimero complexo que ele representa.
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A forma trigonométrica, por utilizar o médulo e 0 argumento como parametros,
pode ser associada, de forma natural, a um ponto em Coordenadas Polares. A
coordenada radial € igual ao moédulo do nimero, e a coordenada angular € igual ao
argumento principal.

Pretende-se trabalhar com o tratamento entre as representacdes gréficas
cartesiana e polar, e também com a conversao entre o registro algébrico e o gréfico,
tanto em Coordenadas Polares como em retangulares,

Da mesma forma que a representacdo grafica foi fundamental para a
aceitacdo dos Numeros Complexos pela comunidade cientifica, também é
extremamente importante no processo de ensino e aprendizagem do assunto. E ela
gue permite a visualizacdo dos Numeros Complexos, e tudo o que € visualizado, é

melhor apreendido.



5 METODOLOGIA DE PESQUISA

Segundo Yin (2010, p. 28-29), os estudos de caso devem ser utilizados como
metodologia de pesquisa quando: as questbes de pesquisa sdo do tipo como ou
porque, o investigador tem pouco controle sobre os eventos (em particular, nenhum
controle sobre os resultados) e o objeto da pesquisa é um fenbmeno contemporaneo,
estudado no contexto da vida real.

Neste trabalho, a questdo de pesquisa é "Como a introducédo de Coordenadas
Polares pode contribuir para o processo de ensino e aprendizagem de Trigonometria
e Numeros Complexos no Ensino Médio?", que se encaixa em um dos tipos citados.

Ao aplicar as atividades, ndo se sabe, a priori, quais serdo seus resultados,
ou seja, como serdo as aulas, se os alunos sentirdo muita dificuldade no assunto,
etc. Nao havera, pois, controle sobre os eventos.

O objeto de pesquisa € um fendbmeno contemporaneo (apesar de existir ha
tempos, infelizmente persiste até os dias de hoje): as dificuldades de ensino e
aprendizagem de Trigonometria e Numeros Complexos. Este fendmeno sera
estudado no contexto da vida real, pois as atividades serdo aplicadas em uma turma
de alunos do 3% ano do Ensino Médio.

Assim, pode-se dizer que a metodologia de pesquisa € o estudo de caso.

Outro fato que leva a crer que ha um alinhamento com tal metodologia foi
encontrar, na descricdo das caracteristicas desejaveis do pesquisador do estudo de
caso, as seguintes afirmacées: “E, por isso, muito importante que o investigador
possa tirar partido da possibilidade de se surpreender por ndo estar afetiva e
intelectualmente comprometido com os resultados que possa vir a encontrar.”
(PONTE, 2006, p. 8; YIN, 2010, p. 95)

Na verdade, para se descobrir aspectos novos, escondidos, de uma
dada situacao, € essencial um distanciamento e uma capacidade de
interrogar de modo muito livre os acontecimentos. (PONTE, 2006, p.
8)

Apés o teste exploratério, descartou-se toda uma atividade e elaborou-se
outra, cujo objetivo era bastante diferente, por perceber que o objetivo proposto para
a atividade original ndo havia sido alcancado (o que foi, alids, sinalizado pelos
préprios participantes durante o teste exploratério). A analise critica e 0 constante

debate sobre as situacdes levou, também, a inversdo da ordem de aplicacdo das



41

listas 2 e 3 durante a validacdo das atividades, o que nao havia sido previsto, mas
mostrou-se oportuno.

"O estudo de caso € uma investigacdo empirica que investiga um fenbmeno
contemporaneo em profundidade e em seu contexto de vida real, especialmente
guando os limites entre o fendmeno e o contexto ndo sao claramente evidentes."
(YIN, 2010, p. 39)

Isto significa que o estudo de caso néo é feito em ambiente controlado, como
um experimento em laboratério, por exemplo. Também ndo se trata de uma
pesquisa histérica, que em geral lida com fenbmenos que n&do sdo contemporaneos.

Apesar de seu empirismo, este tipo de investigacdo ndo € intervencionista.
N&o se pretende modificar a situagéo, e sim compreendé-la. Nao ha a pretenséo de
gue os alunos, em poucas aulas, terdo aprendido tudo sobre Numeros Complexos. A
finalidade das atividades €, antes de tudo, introduzir as Coordenadas Polares e
analisar sua contribuicdo quando utilizadas no estudo de Trigonometria e NUmeros
Complexos.

Um estudo de caso € uma investigacao feita em uma situacao particular,
conduzida de forma a descobrir as caracteristicas mais importantes do objeto
estudado, que contribuam para a sua compreenséao global (do objeto).

Por ndo existir uma fronteira bem definida entre fen6meno e contexto, a
investigacdo do estudo de caso enfrenta uma situacao diferenciada, em que havera
muito mais variaveis de interesse do que pontos de dados. Como resultado, tera
diversas fontes de evidéncia, nas quais os dados precisam convergir, e beneficia-se
do desenvolvimento prévio de proposicdes tedricas que orientem a coleta e a analise
de dados. (YIN, 2010, p. 40)

As afirmacdes de Yin (2010) séo corroboradas por Ponte (2006).

Um estudo de caso pode com vantagem apoiar-se numa orientacao
teérica bem definida; além disso, pode seguir uma perspectiva
interpretativa, que procura compreender como é o mundo do ponto
de vista dos participantes ou uma perspectiva pragmatica, tendo em
vista proporcionar uma perspectiva global, tanto quanto possivel
completa e coerente do objeto de estudo. (PONTE, 2006, p. 1)

Segundo Ponte (2006, p. 7), um estudo de caso € em geral uma investigacao
in loco — neste caso, a sala de aula. Fundamenta-se em uma descricdo que seja a
mais completa possivel de seu objeto de estudo (thick description) — aqui, as

dificuldades no estudo de Trigonometria e Numeros Complexos.
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Na verdade, um estudo de caso pode ter um profundo alcance
analitico, interrogando a situagdo, confrontando-a com outras
situacdes jA conhecidas e com as teorias existentes. Pode assim
ajudar a gerar novas teorias e novas questbes para futura
investigacdo. (PONTE, 2006, p. 8)

Ainda segundo Yin, os estudos de caso podem ser explanatoérios (ou causais),
descritivos ou exploratorios. (YIN, 2010, p. 43) Esta pesquisa se enquadra no estudo
de caso explanatério, pois ndo se pretende simplesmente investigar porque 0s
alunos tém dificuldades, nem descrevé-las apenas, mas sim analisa-las e propor
uma alternativa a pratica existente, que seria a introducao das Coordenadas Polares
no estudo de Trigonometria e NiUmeros Complexos.

De acordo com Ponte (2006, p. 12), “[...] um estudo de caso produz sempre

um conhecimento de tipo particularistico [...]."

Deste modo, num estudo de caso ndo faz sentido formular
conclusdes sob a forma de proposicGes gerais. Podera haver, isso
sim, a formulacdo de hip6teses de trabalho a testar em novas
investigacdes. Além disso, parte da tarefa de pensar em que medida
certos aspectos se podem ou nao aplicar a outros casos fica a cargo
dos leitores que deles tém um conhecimento mais direto ou seja, tem
lugar a generalizacdo pelo proprio leitor (Merriam, 1988). N&o
devemos menosprezar o fato que muito do valor dos estudos de caso
deriva das questdes que ajudam a levantar. Na verdade, a
importancia da investigacdo educacional tem muito a ver com as
gquestdes que coloca e ndo apenas com as respostas que formula
(No6voa, 1991; Yin, 1984). (PONTE, 2006, p. 16)

Em sintese, os estudos de caso ndo se usam quando se quer
conhecer propriedades gerais de toda uma populacdo. Pelo
contrario, usam-se para compreender a especificidade de uma dada
situacdo ou fenbmeno, para estudar os processos e as dinamicas da
préatica, com vista a sua melhoria, ou para ajudar um dado organismo
ou decisor a definir novas politicas, ou ainda para formular novas
teorias. O seu objetivo fundamental é proporcionar uma melhor
compreensdo de um caso especifico e ajudar a formular hipéteses de
trabalho sobre o grupo ou a situagdo em causa. (PONTE, 2006, p.
17)

Sob estes pontos de vista, a pesquisa ora apresentada levanta questfes
sobre as dificuldades do processo de ensino e aprendizagem de NuUmeros
Complexos e Trigonometria, ao mesmo tempo em que discute a apresentacao
tradicional destes conteudos, e instiga investigacfes futuras ao sugerir uma possivel

alternativa a pratica vigente.



6 RELATO E ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, serdo abordadas as atividades elaboradas, sua aplicacédo e
reformulacéo, e analisar-se-do os resultados tanto do teste exploratorio quanto da
validacdo. As atividades utlizadas no teste exploratorio estdo disponiveis no
Apéndice A. A versédo reformulada, aplicada na validacdo, pode ser encontrada no

Apéndice B.

6.1 Teste Exploratorio

O teste exploratério foi aplicado no dia 03 de dezembro de 2010, para quatro
professores em formacdo, do 6° periodo de um curso de Licenciatura em

Matematica. Iniciou-se as 9h40min e terminou as 12h30min.
6.1.1 Teste de sondagem

Primeiro, foi realizado um teste de sondagem, com o0 objetivo de detectar as
dificuldades nos assuntos que iriam ser abordados no teste exploratério.
Houve dificuldade na resolugdo da primeira questdo. Trés alunos deixaram

em branco e a Unica resposta esta apresentada na llustracédo 10.

llustracdo 10 — Figura: Teste exploratério —resposta a questao 1, teste de sondagem.

| - O que é um radiano? 49/
\zp N e (
¥ Wa AHY!
9 lumdy Lowoloudy \rlxtv(b R,\L\\)\U Ui Lpbﬂ

Fonte: protocolos de pesquisa.

Isto corrobora o que afirmam Quintaneiro, Giraldo e Pinto (2010), sobre o fato
de que o conceito de radiano néo é esclarecido pelo livro didatico, nem é apreendido
pelo aluno.

Ainda no teste de sondagem, trés dos quatro participantes recorreram a
recursos, tais como tabelas ou esbocos do ciclo trigopnométrico, para responder 0s

itens da 22 questao (llustracéao 11).
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llustracdo 11 — Figura: Teste exploratdrio — resposta a questéo 2, teste de sondagem.
2 — Calcule os senos e cossenos abaixo.
a) sen(60°) =
b) cos(120°) = -~ & =
c) sen(315°) = = g
d) sen(210°) - - - X + !

¢) sen(270°) = -7

Fonte: protocolos de pesquisa.

Ja na questdo 3, todos os participantes sentiram necessidade de converter a
unidade de medida dos angulos de radianos para graus, 0 que mostra hovamente o
desconforto no trabalho com o radiano (llustragéo 12).

llustracdo 12 — Figura: Teste exploratdrio —resposta a questéao 3, teste de sondagem.
3 — Calcule os senos e cossenos abaixo, onde os angulos estdo em radianos.
a) cos[ e ‘
4

)

b) cos‘ 2

(3n)
c) sen ‘
4 )
d) cos(n) A

3n)
e) sen| ‘
2 )

Fonte: protocolos de pesquisa.

Em todas as listas de exercicios foram utilizados planos representados nos
sistemas de coordenadas retangulares ou polares, conforme o caso, confeccionados
em folhas no formato A3.

As folhas foram presas ao quadro, como recurso para que 0s participantes
acompanhassem a resolucdo das questbes. Pudemos observar que isto auxiliou a

apresentacao e a visualizagao dos itens propostos.
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6.1.2 Lista 1

A Lista 1 foi resolvida em conjunto. Explicou-se o sistema de Coordenadas
Polares e relacionou-se a marcacdo de pontos nestas coordenadas e em
coordenadas cartesianas ou retangulares. Vale ressaltar que os participantes ja
conheciam as Coordenadas Polares, e esta era apenas uma recordagao. Buscavam-
se contribuicBes no sentido de aprimorar ou corrigir a fala ou 0 método utilizados nas
explicacoes.

Ao longo dos exercicios desta lista, relembrou-se o ciclo trigopnométrico.

No primeiro exercicio, era dado um ponto em coordenadas cartesianas que
deveria ser representado graficamente no plano cartesiano. A seguir, seriam
encontradas suas Coordenadas Polares e feita sua representagao grafica no plano

polar (llustragéo 13).

llustracdo 13 — Figura: Teste exploratério —resposta ao item (b), questao 1, Lista 1.

@ (@) 6s7)
b) P=(1;1) (,)(6))1&)

Fonte: protocolos de pesquisa.

Apés a parte tedrica de definicdo das Coordenadas Polares, feita oralmente,
foi resolvido em conjunto o exercicio 2. Seu objetivo era de, dadas as Coordenadas
Polares de um ponto, escrever suas coordenadas retangulares. Isto foi feito tendo
por base o ciclo trigopnométrico, ja que, a partir da projecdo desse ponto polar nos

eixos x e y, respectivamente, sdo obtidos os valores do raio multiplicado pelo
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cosseno e pelo seno da coordenada angular do ponto, respectivamente (llustracao
14).

llustracdo 14 — Figura: Teste exploratério —resposta ao item (b), questéo 2, Lista 1.

3 la =
% 5 . LA M =O‘M
o r-(2%) R
,qu“'“;l X\ I/ . = 1 ’ I L T %L/: (&Y
b} / [ [ I, 1 - ol €O
s I . - 3
&9 |
X'-\ t T 1 B + ‘ z
g = — b 43 -l)-‘_’?\ :
n@=y | ZaEPEERER 3 5
{3 . N N ALY NSy I N (O E .
L'E}, \,.f— V' ‘s' [\ / ‘),-f' | | 3 Jo 1 A (.1).@)
UA: 9 [\ ] LS | i
/ | N/ B +

Fonte: protocolos de pesquisa.

A terceira questdo foi proposta para que eles fizessem sozinhos, contendo

duas situacdes de cada uma das descritas anteriormente.

6.1.3 Lista 2

A Lista 2 foi entregue logo apés a Lista 1. Seu objetivo era o de verificar,
usando uma régua, que as medidas da abscissa e da coordenada de um ponto P da
circunferéncia unitaria correspondiam realmente ao cosseno e ao seno do arco
subentendido pela parte positiva do eixo Ox e pelo segmento OP, relacionando as
representacdes polar e cartesiana de P. A grande maioria ndo alcancou tal objetivo.

Houve entdo algumas sugestdes de modificacdo, dentre elas reescrever o
primeiro enunciado e 'mudar’' seu objetivo, retirando a parte relativa a determinacéo
do cosseno e do seno com a régua. Outra sugestédo foi a de retirar esta lista, pois
mesmo mudando o enunciado, haveria dificuldade em alcancar o objetivo proposto.

Assim foi feito, e elaborou-se outra lista para a validacao.

6.1.4 Lista 3

Na Lista 3, foram abordados os Numeros Complexos em suas formas

algébrica e trigopnométrica.
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Esta lista era relativamente pequena, com apenas trés questdes de dois itens
cada uma. As questdes 1 e 2 foram feitas em conjunto, com explicagdo do conteudo.
A questéo 3 foi proposta para que fizessem sozinhos.

E importante dizer que a todo o momento foram usadas expressdes do tipo:

“o numero complexo z = 1, representado na forma algébrica, € exatamente 0 mesmo

- T . T . rgs ”
namero z = 1 (cos > + 1 sen E), representado na forma trigonométrica”, ou

‘estamos marcando o mesmo ponto tanto no plano cartesiano quanto no plano
polar”, a fim de ressaltar que eram representacdes distintas de um mesmo objeto.

Na questéo 1, pedia-se que representassem graficamente no plano cartesiano
Numeros Complexos apresentados na forma algébrica, e em seguida fizessem a
representacao grafica e escrita do ponto correspondente em Coordenadas Polares,

para entdo escrever o numero complexo na forma trigonométrica (llustragao 15).

llustracdo 15— Figura: Teste exploratério — resposta ao item (a), questédo 1, Lista 3.

Fonte: protocolos de pesquisa.

Os participantes do teste exploratorio disseram-se “"encantados" com a
facilidade de resolucdo do exercicio através das Coordenadas Polares. Embora ja
tivessem estudado ambos os assuntos — Coordenadas Polares e Numeros
Complexos, até aguele momento ndo haviam estabelecido um elo entre ambos.

Isto mostra a importancia do tratamento e da conversdo de representacoes

para a apreensao do conceito.
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Na questdo 2, o proposto era o inverso. Foram dados Numeros Complexos na
forma trigonométrica para serem representados graficamente no plano polar e
depois escritos na forma algébrica, representando-os no plano cartesiano
(lustracao 16).

llustracdo 16 — Figura: Teste exploratério — resposta ao item (b), questéo 2, Lista 3.

b) z=2(cos(5n/4) +i sen(Sn/;‘))
\. y

Fonte: protocolos de pesquisa.

A questdo 3, como dito anteriormente, foi proposta para que fizessem
sozinhos, sendo composta por um caso de cada questao anterior.

Foi possivel observar a facilidade que os participantes sentiram ao efetuar a
mudanca de representacdo dos Numeros Complexos, relatada por eles mesmos,
apos a introducdo das Coordenadas Polares. Ficaram encantados ao ponto de
perguntar: “Mas é s6 isso? Vocés tém que ensinar isso aos meninos do Ensino
Médio!” (sic).

Houve grande satisfacdo com o resultado desta lista, que era o objetivo maior.
Os participantes gostaram muito, elogiaram e fizeram sem dificuldade.

Ao final, passamos um questionario com algumas perguntas sobre o trabalho,

pedindo também sugestdes para a melhoria do mesmo.
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Mais de 50% marcaram que obtiveram muitas informagdes novas, e que 0s
alunos do Ensino Médio ndo teriam dificuldade de acompanhar as atividades de
Coordenadas Polares. Todos foram unéanimes ao afirmar que estas atividades
contribuiriam para um melhor entendimento da circunferéncia trigonométrica e da

forma trigonomeétrica de complexos. Trés opinides compdem a llustracéo 17.

llustracdo 17 — Figura: Teste exploratdrio — Questionario: algumas opinides.

Em sua opinido, a introdugdo de coordenadas polares pode auxiliar a compreenséo de trigonometria e
numeros complexos? Por qué?

Sruume @ wlniwm i omica, e ‘mnnlxusﬁ'.o

Em sua opini@o, a introdugé@o de coordenadas polares pode auxiliar a compreens&o de trigonometria e

numeros complexos? Por qué?

Em sua opinido, a introdugéo de coordenadas polares pode auxiliar a compreenséo de trigonometria e
numeros complexos? Por qué?
omn . Dtnidade lau./u pods ﬂw [ rnmu}hwmc\,e ,bw
Al ik gas d; !Mmi./\ Qs Ron oo em (Lorvvw/vvl. :
-4 amdp AP cowuhawwowe Jr;wxwub. e qryul/'t@\ an e di 8.4 IR

(DN\i{MAD

Fonte: protocolos de pesquisa.

6.2 Alteracdes no material

6.2.1 Lista 1

Na questdo 1 da referida lista, foi acrescentado um espaco para a resposta,
sem alteracdo em coordenadas de pontos ou objetivo, apenas aperfeicoando o
enunciado.

Foi inserida a parte tedrica referente as Coordenadas Polares, por ser um
assunto novo no Ensino Médio. Varias possibilidades de divisdo do plano polar

foram ilustradas, e deduziu-se a relagdo entre coordenadas cartesianas e polares.
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Também foi acrescentada a aplicacdo dessas novas coordenadas a Trigonometria, 0
gue inicialmente seria abordado na 'extinta’ Lista 2.

6.2.2 Lista 2

Esta lista foi completamente reformulada. Outra foi elaborada, com exercicios
de fixacdo, para ser aplicada entre a 12 e a 32 listas. A época da validag&o, porém,
houve alguns contratempos, e a Lista 2 foi utilizada apds a Lista 3, sem prejuizo de
seu objetivo.

6.2.3 Lista 3

Assim como na Lista 1, foi elaborada uma parte tedrica para a introducéo da
Lista 3. Acrescentou-se uma breve explicacdo sobre Numeros Complexos, suas
formas algébrica e trigonométrica, e a representacao grafica. Ressaltou-se que,
guando o numero é dado na forma algébrica, o ponto que o0 representa esta em
coordenadas cartesianas. Por outro lado, quando o numero esta na forma
trigonométrica, sua representacdo natural € em Coordenadas Polares. Destacou-se
ainda que todas sado representacdes distintas de um mesmo objeto matematico, ou
seja, todo numero complexo pode ser representado dessas quatro formas.

A questdo 1 foi reescrita e rediagramada (llustracdes 18 e 19).

llustracdo 18 — Figura: Teste exploratério — questdo 1, Lista 3.

1

Represente graficamente o nimero complexo. Observando o ponto que o representa ¢ utilizando
nosso estudo de coordenadas polares, escreva-o na forma trigonométrica

R) =1
' ' ' ' ' '
: ' I | ' ' ‘
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' V ' ' ' '
' ' ' ' ' '
' ' ' ' '
' ' ' ' ' >
---------------------- P ccrqerceprccqencapanny
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' ' ' ' ' ' ' '
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' ' ' ' ' ' ' '
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Fonte: protocolos de pesquisa.
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llustracdo 19 — Figura: Validacdo — questéo 1, Lista 3.

1. Represente o ponto P, afixo de z, no plano complexo, e dé suas coordenadas retangulares.
Depois, escreva P em coordenadas polares e represente-o no plano polar. Utilize entdo a
forma polar de P para escrever o numero complexo z na forma trigonomeétrica.

a)z=1 — Re(z)= cIm(z) =

— afixo em coordenadas retangulares: P (

Im

— afixo em coordenadas polares: P (

— numero complexo na forma trigonomeétrica: z =

Fonte: protocolos de pesquisa.

6.3 Validacéo

6.3.1 Teste de Sondagem

O teste de sondagem aconteceu no dia 13 de abril de 2011 as 16h10min, com
duracdo de 50 minutos, tendo sido aplicado para trinta e seis alunos de uma turma
do 3% ano do Ensino Médio regular de uma Instituicdo Federal de Ensino do
municipio de Campos dos Goytacazes.

A turma havia estudado Trigonometria no 22 ano do Ensino Médio, com a
atual professora regente, e estava iniciando Numeros Complexos a época da
aplicacdo do teste de sondagem. Ainda ndo conheciam a forma trigonométrica, que

seria abordada pela professora regente nas aulas subsequentes.
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A escolha do momento da aplicagéo do teste de sondagem deu-se justamente
em func@o desta caracteristica, pois a trigonometria ndo havia sido revista pela
professora regente.

Foi aplicado o teste de sondagem e aguardou-se que a professora
ministrasse uma aula sobre forma trigopnométrica dos Numeros Complexos, para, s6
entdo, dar continuidade a aplicacéo das atividades.

Embora, conforme comentado acima, os alunos houvessem estudado
Trigonometria no ano anterior, ninguém acertou a primeira questao do referido teste:
“O que é um radiano?”. Onze alunos deixaram em branco, e 0s outros vinte e cinco
responderam de diversas formas. As mais comuns estéo na llustragao 20.

Ao fazer esta pergunta, o objetivo era aferir se os alunos sabiam que um
radiano é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia. E
medida tanto de amplitude como de comprimento, sendo por isso utilizada na
definicdo de funcdes trigonomeétricas, cujos argumentos sdo numeros reais, € nao
angulos. Observe-se aqui que a pergunta ndo era "O que € g radiano?", mas sim "O
gue é um radiano?", remetendo-se a sua definicéao.

Os alunos que responderam sabiam que o radiano € uma unidade de medida
de angulos, e nada mais. Nao foi mencionado que é também uma medida de
comprimento. Mais uma vez, comprovou-se 0 que apuraram as pesquisas ja citadas:

os alunos ndo apreenderam o conceito de radiano.

llustracao 20 — Figura: Validacdo — respostas a questdo 1, teste de sondagem.

1. O que é um radiano?

€ o uvmdode de medda de a “q"l"
1. O que é um radiano?

/

(N a8 1y fdnr‘ix‘ J‘ neredd 1da
1. O que é um radiano?
1. O que € um radiano?

X T
720 J \J U vy - C | _‘_L ¥ £ { - ‘7} il ki —

1. O que € um radiano?

- 1 8

COUWINSGIe G MWl A / ¢ (| flag

Fonte: protocolos de pesquisa.
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As questdes 2 e 3 demandavam calculo de senos e cossenos de angulos,
alguns escritos em graus e outros em radianos. Mais de 50% erraram ou deixaram

em branco (em maior percentual), as respostas de: sen(315°), sen(210°), cos(270°),

cos(n) e sen(%nj, evidenciando dificuldades na reducéo ao 1° quadrante.

A maioria dos alunos deixou muitos itens em branco em todo o teste de
sondagem. Nas questdes 2 e 3, dezenove alunos utilizaram a tabelinha (verdadeira
"criacdo didatica") ou esbocaram o ciclo trigopnomeétrico.

Pudemos comprovar o que ja foi comentado nas pesquisas, sobre a
dificuldade dos alunos em Trigonometria, com a consequente nao apreensao de
conceitos.

Dos dez alunos que explicitaram tanto o uso da tabela como o esboco do ciclo
trigonométrico, deixando-os registrados na folha, um acertou todos os itens, trés
deixaram alguns itens incompletos, com alguns erros de sinal e valor (0 mais comum
foi 0 de cos(270°)), seis fizeram todos os itens e erraram alguns valores e sinais.

Destes, trés erraram 'em comum' os valores de cos(n) ou cos(270°). Outros dois
S5n . . 5n
erraram o valor de sen ry e 0 ultimo errou o sinal de sen ry (exemplo de

registro na llustracdo 21, a seguir).

Pode-se deduzir que, mesmo utilizando recursos mnemdnicos e tentando
visualizar a circunferéncia trigonomeétrica, os alunos nao foram capazes de lembrar-
se do que haviam estudado. Isto caracteriza a ndo apreensdo de conceitos: ndo se

consegue resgata-los quando necessario.

llustragdo 21 — Figura: Validagdo — questéo 2, teste de sondagem: aluno com registro

de tabela e ciclo.

2. Calcule os senos e cossenos abaixo.

o V
a) sen(60°) - -%

b) cos(120°)=- +

¢) sen(315°)= 117—

d) sen(210°): "(Z

e) cos(270°)- -f

Fonte: protocolos de pesquisa.
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Sete alunos explicitaram apenas o uso da tabela (llustracéo 22). Destes, dois
fizeram todos os itens, sendo que um errou alguns sinais e outro errou sinais e
valores. Cinco deixaram itens incompletos, e do que foi respondido, s6 estavam
coretos os valores correspondentes a angulos no 1° quadrante.

llustracdo 22 — Figura: Validacdo — questéo 2, teste de sondagem: aluno com registro
s6 de tabela.

2. Calcule os senos e cossenos abaixo. ) .

oML ) (-
a) sen(60°) % Q( )‘ib‘_ ‘ \f:_; ]
b) cos(120°) 75 © e
c) sen(315% 4 \; 4
d) sen(210°) ©
e) cos(270°)

Fonte: protocolos de pesquisa.

Esses resultados ja eram esperados, uma vez que a tabela so traz valores de
angulos do 1° quadrante, e uma das principais dificuldades é a reducéo ao primeiro
guadrante para a determinacéo de seno e cosseno de angulos maiores do que 90°.

Dois alunos explicitaram apenas o esboco do ciclo trigonométrico na folha.
Um deles fez todos os itens corretamente (llustracdo 23), demonstrando correta
apreensdo dos conceitos relacionados a circunferéncia trigopnométrica, inclusive as
representacdes de seno e cosseno e a reducdo ao 1° quadrante. O outro aluno
deixou a maioria dos itens das questdes 2 e 3 em branco, fazendo apenas quatro e

errando um dos sinais. Talvez tenha apenas memorizado a figura, sem reter os
conceitos a ela relacionados.

llustragdo 23 — Figura: Validagdo — questéo 2, teste de sondagem: aluno com registro
apenas de ciclo.

2. Calcule os senos e cossenos abaixo.
a) sen(60°) "*\\\b',
. 0 A
b) cos(120°) x> /;/
¢) sen(315°) o -Ya_

=

d) sen(210°) _, _J/Q,

e) cos(270°) - O

Fonte: protocolos de pesquisa.
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Quanto aos dezessete alunos que nao explicitaram o uso da tabela nem do
ciclo, onze responderam de dois a trés itens, deixando quase tudo em branco, um
deixou a 32questdo em branco e errou um item da 22 questao, e cinco fizeram todos
os itens. Destes, um acertou tudo, dois erraram dois itens e dois s6 acertaram dois
itens. Nao foi possivel tirar conclusées sobre este grupo, pois ndo havia registro de
como haviam obtido as respostas.

A partir dos resultados do teste de sondagem, inferiu-se que a turma, de
modo geral, ndo havia apreendido os conceitos relativos a Trigonometria no ciclo.

Alguns haviam memorizado valores, como pudemos notar pelos comentarios
durante a aplicagcdo do teste de sondagem. Outros utilizavam artificios como a tabela.

Chamou a atencao, ainda, a postura frente ao teste de sondagem. Enquanto
estadvamos apresentando a proposta a turma, os alunos se mostraram interessados,
inclusive porque os Numeros Complexos estavam sendo estudados naquele
momento. Porém, ao receberem o teste de sondagem com as questdes relativas a
Trigonometria, ndo se mostraram muito dispostos a fazé-lo, alegando que "néao
lembravam mais" (sic), ou perguntando a professora se "ia mesmo precisar daquilo
em Numeros Complexos" (sic), uma vez que a forma trigonométrica ainda ndo havia
sido apresentada. Esta atitude deu uma ideia das dificuldades que seriam expostas

no teste de sondagem.

6.3.2 Lista 1

A Lista 1 foi aplicada no dia 26 de abril de 2011, as 16h10min, terminando as
18h. Neste dia, havia vinte e quatro alunos presentes.

Conforme combinado com a professora regente, ja haviam sido apresentadas
tanto a forma algébrica quanto a forma trigonométrica dos Numeros Complexos. No
entanto, ndo haviam sido feitos exercicios sobre a forma trigonométrica.

Na questéo 1, trabalhou-se com a representacao grafica de pontos nos planos
cartesiano e polar, sem dizer neste momento que o “outro” plano era o polar. Pedia-
se apenas gue encontrassem a distancia do ponto dado a origem e determinassem
o angulo formado pela parte positiva do eixo Ox e pelo segmento OP.

Nesta questdo, diferentemente do que aconteceu no teste exploratdrio, 0s
alunos ndo sentiram necessidade de usar seno e cosseno para encontrar o angulo,

usando-0s apenas na questao seguinte, apos a explicagdo sobre a relacdo entre 0s
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dois sistemas de coordenadas. Eles encontraram outras formas de resolver os itens,

tais como descobrir quanto cada setor valia em graus e multiplicar pelo nimero de

setores, marcar o ponto, entre outros (llustragao 24).

llustracdo 24 — Figura: Validacao — respostas a questao 1, Lista 1.

b)P=(1;1) distancia=_7J2 _;angulo=_45"
l 3L ‘ ' ? ,
: NN |5 4% d#
il 0 ] A8 ; Jl- 2
RS NN =1
44\ bl
)|
| | AR
L__ - _4"\__ l_,'_g___t_ . .
e)P=(-+3;-1) distancia= 2  :angulo=_210
N ——— e = — ————1 1304 2L 24
AI 4 J;( (_‘.;);‘(_
3!» 3 ;\i.; 2

L

Fonte: protocolos de pesquisa.

Em seguida, foi explicada a parte tedrica de Coordenadas Polares, mostrando
o plano polar e adotando a divisdo em 24 setores iguais.

Frisou-se bastante que o ponto marcado em coordenadas cartesianas era o
mesmo ponto marcado em Coordenadas Polares.

Mostrou-se a aplicacdo dessas novas coordenadas na analise do ciclo

trigonométrico, e chamou-se atencdo para o fato de que um mesmo ponto

representava um angulo sob a ética das Coordenadas Polares e ao mesmo tempo o

cosseno e 0 seno deste angulo, em coordenadas retangulares. Isto permite
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visualizar o sinal do seno e do cosseno do angulo, pois o sinal da abscissa serd o
sinal do cosseno, e o da ordenada sera o do seno.

Na questéo 2, foram dados pontos em Coordenadas Polares para que fossem
representados graficamente e, em seguida, escritos em coordenadas cartesianas
(lustragdo 25). Nesse momento foi relembrada a redugédo ao 1° quadrante para
encontrar os valores de x e y, pois jA havia sido explicado que x e y eram,
respectivamente, os valores do cosseno e do seno do angulo em Coordenadas
Polares, multiplicados pela coordenada radial do ponto (o raio). Vale ressaltar aqui
gue um dos alunos observou tal fato e explicou a alguns colegas, antes mesmo de

ter sido mencionado pela professora em formacao.

llustracdo 25 — Figura: Validacao — respostas a questao 2, Lista 1.

\ )
a)P=[1 ) f . x=_“"3 Y= P= X : =
3 e -
Ci ‘T
L J 1
=111 | et
L
b) P ={22F x=-4d ;y=-03 pP=(-4 ;-G")

|
|
L

Fonte: protocolos de pesquisa.
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A Lista 1 foi fundamental para que compreendessem as Coordenadas Polares,
visto que era um conteudo totalmente novo para eles. Os alunos estavam bastante
interessados, sempre perguntando, tirando davidas e acompanhando a atividade.
Alguns estavam inclusive a frente do que era feito no quadro, e contribuiam
explicando uns aos outros. Em todos os itens os alunos participavam, trocando
ideias entre si e respondendo 0s questionamentos.

Uma das hipoteses que explicaria tal interesse foi a dificuldade percebida por
eles mesmos na realizacdo do teste de sondagem, junto ao fato de ja saberem que
precisariam rever o assunto para compreender a forma trigopnomeétrica.

Ao final desta lista havia um questionario, cuja frequéncia de respostas dos
alunos encontra-se na llustracéo 26. Dois deles nao responderam. A llustracéao 27

traz exemplos de justificativas daqueles que responderam "sim" a Ultima pergunta.

llustracdo 26 — Figura: Validacao — frequéncia de respostas ao questionario, Lista 1.

Em termos de conhecimento do assunto (coordenadas polares), a participacdo nessas atividades
acrescentou:

( )nada. (7 )algumas informacdes novas. (14 ) muitas informacdes novas. ( 1) tudo foi novidade.

O tempo das atividades referentes & introduc&o de coordenadas polares foi:
( )muito longo. (3 ) um pouco longo. (19)"nomal". ( )rapido.

Estas atividades contribuiram para um melhor entendimento da circunferéncia trigonométrica?

(21)sim. (1) n&o.
Por qué? 7

Fonte: protocolos de pesquisa.

llustragdo 27 — Figura: Validagao — respostas a pergunta do questionério, Lista 1.

\

peg gp fiaglnal o;r/i 9 Qs '(ni/m/w: mmmTL
“A‘u Ymen Mﬂn{\'v(‘/’ 7 A rA .'lv s \ a4}

Por qué"? A
o b))

Fonte: protocolos de pesquisa.
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6.3.3 Lista 3

Inicialmente prevista para ser aplicada entre as Listas 1 e 3, em fungédo do
tempo e também por uma questao de conveniéncia, a Lista 2 foi aplicada por dltimo.

Para manter a ordem cronoldgica, a Lista 3 sera analisada antes da Lista 2.

A Lista 3 foi aplicada no dia 27 de abril de 2011, no horério de 16h10min as
18h, para dezenove alunos. Destes, apenas quatorze haviam participado da
aplicacdo da Lista 1, no dia anterior.

Na introducéo, foram relembradas as formas algébrica e trigonométrica.

Na primeira questdo, foram dados cinco Numeros Complexos na forma
algébrica, para que fossem representados graficamente (em coordenadas
cartesianas e polares) e em seguida escritos na forma trigonometrica.

Os dois primeiros itens desta questdo foram resolvidos juntamente com o0s
alunos, sempre fazendo conexao entre o ponto no plano de Argand-Gauss e a forma
algébrica do numero, e entre o ponto no plano polar e a forma trigopnométrica do
namero, frisando que "é o mesmo numero, representado de maneiras diferentes”. Os
outros itens foram feitos pelos alunos, e eles mesmos explicaram como haviam
resolvido. A partir de suas falas, foi feita a correcdo no quadro. Houve basicamente
uma transcricdo com algumas explicacdes adicionais, uma vez que 0s itens haviam

sido feitos corretamente pelos alunos (llustracéo 28).

llustracao 28 — Figura: Validacdo — resposta a questado 1, Lista 3.

c)z=-1+iJ3 —> Re(z)=-| ;Im(z)=V3 =+

—» afixo em coordenadas retangulares: P (-1 ; V3 )

e r
"lul [

Re

> afixo em coordenadas polares: P (_.2__; 11 )

- niimero complexo na forma triaonomeétrica: z

Fonte: protocolos de pesquisa.
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Na questdo 2, os Numeros Complexos estavam na forma trigonométrica, e 0s
alunos precisavam representa-los no plano polar e no plano cartesiano, descobrindo

primeiro as coordenadas retangulares para depois escrevé-los na forma algébrica
(lustracao 29).

llustracdo 29 — Figura: Validacao — resposta a questao 2, Lista 3.

22

b) z = 2(cos 54'1 i - iscn|.51i-E ) >zZl=_2 ;0=

> afixo em coordenadas polares: P (

> afixo em coordenadas retangulares: P (- Nz ; -3z ) N {

— numero complexo na forma algébrica: z= - {2 -

Fonte: protocolos de pesquisa.

Os alunos resolveram muito bem as duas questbes da lista, relacionando
rapidamente o modulo e o argumento do nimero complexo as Coordenadas Polares
do ponto que o representava. Também demonstraram mais seguranca na
representacdo de angulos maiores do que 90° na circunferéncia trigonomeétrica, bem
como em sua reducdo ao primeiro quadrante para a determinacdo de seno e
cosseno. Participaram animadamente, inclusive explicando aos colegas que
estavam ausentes a ultima aula.

Pudemos observar que o fato de estarem entendendo e conseguindo fazer os
exercicios serviu-lhes de estimulo, assim como a visualizacdo proporcionada pela
marcacdo dos pontos nos planos retangular e polar.

Ao final desta lista havia também um questiondrio, cujas respostas estédo
resumidas nas llustracdes 30 e 31.
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llustracdo 30 — Figura: Validagcao — frequéncia de respostas ao questionario, Lista 3.
Em termos de conhecimento do assunto (forma trigonométrica de nimeros complexos), a

participac&o nessas atividades acrescentou:

)ynada. ( 2)algumas informacdes novas. (15 ) muitas informacdes novas. ( ) tudo foi novidade.

O tempo das atividades referentes a numeros complexos (Lista 3) foi:
3 ) muito longo. (2 ) um pouco longo. (10 ) "normal". (2 ) rapido.

Estas atividades contribuiram para um melhor entendimento da forma trigonomeétrica de

numeros complexos?

(17 ) sim. ( )n&o.
Por qué? 7

Fonte: protocolos de pesquisa.

llustracdo 31 — Figura: Validacao — respostas a pergunta do questionario, Lista 3.

ror que ¢

] 3 A h- G WO VY
/

A

' —_ » " O Hw\_ Y ,r:‘,(. 4’ > Y O bt ,J‘\k--\l-
on \eopun pasaX. Locloh A NOLVOLCEEA LA e :

Fonte: protocolos de pesquisa.

6.3.4 Lista 2

Apés o término da 32 lista, soube-se que a turma teria um tempo vago dois
dias antes da avaliacdo sobre Numeros Complexos. Propds-se entdo que fosse
utilizado para fazer a Lista 2. Aqueles que optassem por fazé-la receberiam uma
cbpia com o gabarito ao final da resolucao, para ajuda-los nos estudos.

Esta lista foi aplicada no dia 03 de maio de 2011, no horario vago da turma,
de 17h10min as 18h, para treze alunos que demonstraram interesse em participar.

Dos alunos presentes, nove haviam participado da 12 e da 22 atividades
propostas na semana anterior. Dois ndo haviam participado de atividade anterior

alguma, um so6 da primeira e outro sé da segunda.
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Esta lista foi respondida pelos alunos sem auxilio algum, pois nosso objetivo
era utilizar sua analise para ter ideia da contribui¢cdo do trabalho realizado.

Analisar-se-d40 aqui apenas as respostas dos nove alunos que haviam
participado de todas as atividades propostas.

Foi possivel perceber que eles ficaram a vontade para fazer a lista, bem
tranquilos, e ndo houve davidas. Nada perguntaram, terminando a lista rapidamente,
em menos de um tempo de aula.

A Lista 2 é composta por duas questdes. Nos trés primeiros itens da primeira
guestdo, eram dados pontos em coordenadas cartesianas, para que fossem
representados graficamente tanto no plano cartesiano quanto no plano polar, e, em
seguida, escritas suas Coordenadas Polares. Os trés itens subsequentes traziam os
pontos em Coordenadas Polares, e, depois de representa-los graficamente, o aluno
deveria escrever suas coordenadas cartesianas.

Na segunda questdo, o aluno deveria considerar os pontos da primeira
guestdo como afixos de Numeros Complexos, e sendo assim, escrevé-los nas
formas algébrica e trigonomeétrica.

Observou-se que a primeira questdo foi feita com facilidade. Os alunos
conseguiram efetuar o tratamento de representacdes — dentro do registro grafico, e a
conversao de registros — do algébrico para o gréafico e vice-versa, sem problemas.

Dos seis itens da primeira questao, s6 houve um erro de sinal no item (a), no
gual o valor do raio foi —2 (acredita-se inclusive que tenha sido um descuido, pois o
aluno acertou todos os outros itens). Muitos fizeram o item (a) sem necessitar de
célculos, o que antes da atividade seria impensavel, segundo eles mesmos. No item
(b), a reducdo ao primeiro quadrante foi feita sem dificuldade. Um exemplo de
resolucdo dos itens (a) e (b) da questdo 1 encontra-se nas llustracbes 32 e 33, a
seqguir.

No item (e), houve trés erros, na ordenada do ponto. Quanto a representacao
grafica, houve quatro erros de marcacdo no plano polar, que acredita-se tenham
sido por falta de atencéo, ja que a diferenca foi de apenas um setor, e a posicéao do
ponto pode ter ocasionado um erro de visualizacdo. Um exemplo de resolucédo do
item (e) questdo 1 encontra-se na llustracéo 34, a seguir.

Um fato interessante observado durante a realiza¢do do exercicio foi o de que

bY

os alunos deram mais énfase a resolucdo da parte algébrica do que ao registro
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gréfico. Uma possivel causa seria o histdrico do ensino, que prioriza a representacao

algébrica. Outra seria a propria maneira pela qual a questao foi elaborada.

llustracdo 32 — Figura: Validacdo — resposta ao item (a), questao 1, Lista 2.

1. Represente os pontos abaixo no plano polar € no plano cartesiano, escrevenao as
coordenadas que faltam.

a) x=0,y=-2>r=_2 ;6=_2Y0°

3 }
—t—t ¢ t p——t——t——t— 1 —t + 4 +
4 3 2 1 1 2 3 4 1

Fonte: protocolos de pesquisa.
llustragdo 33 — Figura: Validagao — resposta ao item (b), questéo 1, Lista 2.

b) x=-2y=2—> r=_2 ;0=_135"

; 'ré 2 45°:} 135°
g2 r 272 e >% _é_,>-| .J}_ S, L
’\](Z) 24 coA p l{i (’2’ - s
P- Z _l-:')/' o:«)l 5°
N
3

° 2 ..\

——t——t | SN S R - =1 —

Fonte: protocolos de pesquisa.




llustracdo 34 — Figura: Validacdo — resposta ao item (e), questdo 1, Lista 2.

v’ &Y
e) r=3:6=17E X= 5:2:(2 :y=“3£'
Y e SN als®= 4 -
B ot [ A -y
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Fonte: protocolos de pesquisa.

Outro fato observado ao analisar as questdes respondidas por eles foi o de

gue nenhum aluno utilizou o angulo em radianos, mesmo havendo trés itens na 12

guestdo com pontos em Coordenadas Polares onde o angulo estava em radianos.

(lustracéo 34, acima.)

A segunda questéao foi feita tdo rapidamente quanto a primeira, associando de

imediato os afixos dados com sua representacdo algébrica. Houve apenas uma

inversdo de posicdo nas respostas dos trés ultimos itens, feita pela maioria. Um

exemplo esta na llustracao 35.

Pbdde-se perceber que os alunos mostraram-se mais seguros e sairam-se

bem melhor no que diz respeito aos conceitos da Trigonometria, em relagéo ao teste

de sondagem. Além disso, o fato de alguns itens desta lista terem sido feitos sem a

necessidade de célculos e o imediato entendimento da questdo 2 da Lista 2 indicam
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que a aplicacdo das Coordenadas Polares aos numeros complexos foi plenamente
compreendida por eles.

llustracdo 35— Figura: Validacao — resposta a questao 2, Lista 2.

2. Agora, se cada ponto da questdo 1 fosse na verdade o afixo de um nimero complexo, qual
seria a forma algébrica e a forma trigonométricla de cada nimero complexo?

a) forma algébrica: z=_- 2«

forma trigonométrica: z=_2 (¢os 230° 4 L A2 20°)
b) forma algébrica: z=_ -2 +2.4

forma trigonométrica: z = 35%4 4 35°)
c) forma algébrica: z=__ = . 24

forma trigonométrica: z = _2 (24 240°4 4 Ausn40”)

d) forma trigonométrica: z = 4_3 + L

forma algébrica: z=_<¢ (c20° 4 4 atmn 30°)

e) forma trigonométrica: z = ‘ i\rl - 4 3\YZ>
2 2

forma algébrica: z=_ Y (e 315° 44 s 315°)

f) forma trigonométrica: z= - 7 }Lﬁl)

forma algébrica: z=_4 (¢4 120°% 4 Awn \20° )

Fonte: protocolos de pesquisa.



CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa e a escrita realizadas promoveram grande aprendizado sobre os
assuntos estudados.

N&o se imaginava que as Coordenadas Polares, recém aprendidas, poderiam
ser usadas também na representacdo grafica de Numeros Complexos na forma
trigonométrica, nem que a conversdo da escrita algébrica para a representacéo
gréfica seria tdo evidente e tdo simples apds a conexdo com essas nhovas
coordenadas.

Ao longo da aplicacdo, observou-se que a introducdo de Coordenadas
Polares no Ensino Médio pode ser feita sem problemas, e que os alunos nao
apresentaram qualquer dificuldade de aprendizagem.

Na aplicacdo das Coordenadas Polares a Trigonometria, foi destacado que o
mesmo ponto possuia duas representacdes diferentes, que séo: o raio e o angulo; e
os valores de x e de y. Assim, quando o ponto esta representado no plano polar,
duas caracteristicas sdo percebidas de imediato: seu raio e seu angulo. Se o raio for
1, esta-se falando da circunferéncia trigonométrica, e assim imediatamente temos o
valor do cosseno e do seno desse angulo, ja que o valor do cosseno € a abscissa do
ponto e o valor do seno é a ordenada do ponto, em coordenadas retangulares.

Quando o ponto estd no plano cartesiano, temos o valor do cosseno e do
seno, conseguindo visualizar seus sinais, o0 que permite a identificacdo do quadrante
em que o angulo polar esta.

Acredita-se que tal visualizacdo auxilia no entendimento de Trigonometria,
pois o angulo, seu cosseno e seu seno sdo facilmente interligados a partir do
entendimento das duas representacées do ponto no plano (cartesiano e polar) e da
relacédo entre elas.

Na aplicacdo das Coordenadas Polares aos Numeros Complexos, a
conversdo do registro algébrico para a representacdo grafica foi feita de maneira
simples e rapida, deixando pra tras qualquer duvida.

Pelo fato de ter dado as coordenadas do ponto (ou cartesiano ou polar), s6 se
pode garantir que foi feita a converséo do registro algébrico para o gréafico, mas nao
o contrario. Na transformacdo do tratamento algébrico, o aluno utilizou a escrita
algébrica do numero complexo, talvez sem efetuar a conversdo da representacao

gréfica para a escrita algébrica. Isto poderia ocorrer se fosse dada a representacdo
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grafica sem mencionar as coordenadas. Assim, garantir-se-ia que tal converséo
fosse feita.

Uma critica a ser feita sobre este trabalho foi a valorizacéo, sem perceber, da
escrita algebra, uma vez que nao se aventou a possibilidade de colocar exercicios
da conversdo grafica para algébrica. Houve maior énfase na transformacao de
tratamento algébrico (forma trigonométrica para a algébrica, e vice-versa),
exatamente como 0s autores pesquisados citaram.

Segundo as observacdes feitas ao longo das aulas e relatos dos alunos, a
introducdo de Coordenadas Polares no estudo de Trigonometria e NUmeros
Complexos contribuiu para a melhoria do processo de ensino aprendizagem.
Teoricamente, isto pode ser explicado pelo fato de que foram feitas pelo menos duas
conversdes de registros, e segundo Duval, tais conversdes sao essenciais para a
compreensao do objeto matematico como um todo.

Uma sugestao para a continuidade deste trabalho seria propor exercicios no
guais é dada a representacdo grafica e € pedida a representacao algébrica. Isto
garantiria a conversao entre a representacdo grafica e a escrita algébrica,
evidenciando mais uma conversao.

Espera-se que este trabalho contribua para futuros professores, e propicie
uma reflexdo por parte daqueles que ja estdo em sala de aula, sobre outras formas

de ensinar um contetdo, distintas da tradicional.
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... METITUTO FEDFRAL OF Ja retaris de [oue;bo AL
EQUCACAD CIEHCIA L TECHOLOGA  Fralasonal & emakigha  da Bt

.. FLUMINFMSE
—yrp. Demper-Lenira
Teste de sondagem
1 -0 que & um radiana?

1 — Calole o5 senos @ Cossenos ababoo.
1) sen(607)
b)) cos{1207)
)} sen(3l15%)
d) sen(2107)

g} sen2707)

3 —Cakoule o5 senos e cossenos abaixo, onde o5 Angulos est30 em radianos.

[z
ﬂ. —
} cf.ll::-d- .I

b) cos| =
}] ETJI:.\.E |
|"-31: k

Yy
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EOAUCACAD, OENCIS E TECHOLOGIA  Fvefluionsd & Tcnol

Teste explomatonio
Fafela dos Santos Sooaza Mumniz
Crientadora; Carl Anfunes Fombes

FLUMNEREE
Zimpn Lawms Lendr

Lista 1
1. Pepressne praficamente o3 pontos abaixo.

a) P=(0; 1)

B P=(L:1)
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O Skeema de Coordenadas Polares consiste mum ponte fixo & chamado polo (ou origem) e de
um eixo de referéncia, comegando em O, chamado eixo polar. Messe sistema, a cada ponto P (do plana)
podemes associar um par de coordenadas (7, @), onde e a distancia de P 20 polo & 8 & o 2nzulo formado
pelo eixn polar e o segmento de refa OF. Convenciona-se que um anguiks & positive s2 for medido no
sentido ant-horano e negativo s2 medido no sentido homno.
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para as retangulane

Passe das polres
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Teste exploratario
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LISTA2

Vamos "olhar pais de perte” o plane representado em coordenadas polares.
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1) Esta é uma cirounferencia da raio 1. Sobre ela, marque cada angulo a saguir &, com o aulio de uma
regua, detemmune seno & cosseno de cada um

2 0rad b =2 mad

¢ 180°

d) 270°

150 £ M40°

£} Ta'd rad

1) Em gue quadrantes o seno e positive” E o cosseno? Par que?
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Zrrpn Lawmsmy Uendra

Teste exploratonio
LISTA 3

|. Fepresente graficaments o mimero complexo. Observando o ponto que o represent & ufilizando
nosso estudo de coorderadas polares, escreva-o na forom Mzenometrica.
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1. Pepresents graficaments o oumero conplexo. Observando o ponto que o representa e utilizando
noss0 estudo de coordenadas polares, escreva-o na fornm alpetrica.
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3. Escreva m forma alsebrica ou trizenometrica, conforme o caso.
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APOS TERMIMAR DE FAZER OS5 EXERCICIOS DESTA LISTA, POR FAVOR, RESPOMDA E DE
SUGESTOES PARA A MELHORIA DE NOSSO TRABALHO.
DESDE JA, AGRADECEMOS SUA PARTICIPACAD.

Em fermos de conhecimanto do assunto, a paricipacio nessas atvidades acrescentow
[ }nada. [ )algumas Informagies novas. | ) muRas Imformagies novas. | ) buda Tol novidads,

Quanto a5 abvidades referentes 3 Introdug3o de coordenadas polares (Lista 1);
( ymulipionga. | Jumpoucolonga. | ) nomal { ) passou rapido.

Em sua opinldo, um aluno da 3° séfo do Ensino Madio tera dficuldade em acompanha-las?
{ }sim. { Indo { 1ndo sel dizer.

Cuanio a5 aividades referentas 3 clrcunferéncla mgonometrica (Lista 2
[ )mulioionga. | jumpoucolonga. | ) nomal [ ) passou rapido.

Em sua opinido, um aluno da 3 sano do Ensing Médio tera diiculdads em acompanhia-las?
[ }sim. { )nao. { )ndo sal dizer.

Estas atividades contribuliam para um medhor entendiments da clrcunferéncla ifgonometrica®
{ }sim. { Indo { 1ndo sel dizer.

Quanto s atividades referentes aos nOMems complexos (List 31
[ )mulioionga. | jumpoucolonga. | ) nomal [ ) passou rapido.

Em sua opinido, um aluno da 3* sano do Ensing Médio terda dificuldade em acompanha-las?
{ }sim. { Indo { 1ndo sel dizer.

Estas atvidades contribuiriam para um melhor entendiments da forma rigonométrica de complexns?
{ }sim. { Indo { 1ndo sel dizer.

Em sua opinldo, a Introdugdo de coordenadas polares pode auxlliar 3 compreensas de frigonometria e
NIMETDE Complexns? Por qua’
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Cusso os LiceErciwTuRA B BMamemanca
Dhacirura Mosossasa |l CDRIENTADCSA” CARLA
ALUNA RAFAELA DOE SANTOE Musaz APLICACAD DE ATWIDADE

TESTE DE SoNDAGEM

1. O que & um radianc?

2. Calcwle os senos e cossenos abaio.
a) sen(G0")
B} cos{120%)
c) =en{315%)
d} sen{210%)
e} eos{270%)

3. Calcule o= senos & cossenos a seguir, onde os angulos estao em radianos

aj lI'!r.ll'llll d:l l!d'l.ll:l:l
k) Er.ll'l%ll &) ml%ll
c) sen| 2% |

4. Represente graficaments os pontos abaixo:

P=(1.2)

R=(-31)
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Cusso oE LicENcTuRA B MaTemanca

Deaciroms: Mosocsama || CDRIENTADCRA. TAmLA,

ALUNA RAFAELA DOE SANTOE SOUTA MUKz ApLicacdo oz ATIDADE
LeTa 1

1. Represente graficamente cada ponto P. nos dois planos dados. Em seguida, dé a distancia

de P ate a ongem O e o angulo formado pela parte positiva do eixo x e o segmento OF

ajP=i(0; 1 distancia = ; angulo =

b P={1; 1)
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angulo =

distancia -

c) P=(-2:0

angulo =

distancia -

dj P={1;-1]

angulo =

distancia -

g} P= (=3 -1}
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fP=(-1; 43)

0 Sistema de Coordenadas Polares consiste de um ponto fixo O chamado polo (ou
origem) e de um eixo de referéncia, comegando em 0. chamado eixo polar. Meste sistena, a
cada ponto P (do plano) podemos associar um par de coordenadas (r, 8). onde r e a distancia
de Fa-:anlnEﬁénﬁnmlnhmninpeheimmensmderem OF Convenciona-se
que um angulo e positivo se for medide no sentido anti-horano e negativo se medido no sentido
horario.

Plano em coordenadas polares.

O plano polar gque estamos usando esta dwidido em 24 setores iguais, cada um com 15°
ou li" radianos. E possivel dividir o plano polar em um nimero de setores dferente, por
exemplo, 12, 10, etc., de acordo com a necessidade. Em radares, por exemplo, s3o utlizados
360 setores de um grau, ou até mais, dependendo da precisao exigida na localzagao do ponto.

Plano dividide em 15 setores iguais Planc dividido em 24 setores iguais

-
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Relagao entre coordenadas cartesianas e polares

Em geral, o polo do sstema de coordenadas polares comncide com a origem do sistema de
coordenadas caresianas, e o eixo polar com a parte positva do exo x.

¥ | ————a Pl A= Pl y
.-"'---- .

)
Al

Aplicagao a trigonomefria
Cada ponto da cicunferéncia trigonometrica, assim como todos os outros do plano
cartesiano, tambem pode ser representado em coordenadas polares.

/ -ull .1_'4'55' / 3 ! 3_ 'ull_ .."3 ",
#15)-Fl37 ) P|1:7 | - Pleos| - |- sem{ S5 )

- ﬂ'hl P11— - Picos 1;: 5m~1;=.|
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A representacao em coordenadas polares nos permite wisualizar o sinal do seno e do
cosseno do angulo, pois o sinal da abscissa sema o sinal do cosseno, € o da ordenada sera o
do seno.

2. 0= pontos 3 seguir estaoc escritos em coordenadas polares. Represente-os graficamente e
ESCTEVA-0s em coordenadas retangulares.

a) F=|1,f| Tm ‘Y- P : )
-y
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FP=|

v p=(24
b} P =|2|

r
—— o
.. B Illl_
T
.._...I -
= __ 41 .. .... L
T S T e
Ilhll ... __- ] .__..‘. -~ |Iu__|l
__ .__Fuu et el
i _
. e ]
| |.__.-|.__|- i rnu.rnnu__.-n |
A eI ‘ T
.__l._I__. .r,....._f.
.

L

K
Pl

g) P =1,

¥ 7
- S A
e

_ .... I }__ | .... .__ll
__.Ill_.u. .r.1.r,. = I__.III |
| S AL 1

3 S - T 1 |

e — 1

[ L]

_— o 3
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=)
&)

QUESTIONARIO

APOS TERMINAR DE FAZER OS5 EXERCICIOS DESTA LISTA, POR FAVOR, RESPONDA E DE
SUGESTOES PARA A MELHORIA DE NOSSO TRABALHO.
DESDE JA, AGRADECEMOS SUA PARTICIPACAD.

Em termos de conhecimenio do assunto (coomlenadas polares), 3 paricipacdo nessas atividades
SCTEECENtOL
[ )nada. [ )algumas Informagdes novas. | ) mulias Informaglies novas. | ) tudo ol novidade.

O tempo das atividades referentes 3 Introdugao de coondenadas polares fol:
{ )muloiongo. | jumpoucolongo. | ) mommar. [ ) rapida.

Estas atvidades contribulam para um melhor entendimento da dreunferdncla tigonomedica?
{ }sim. { Indo
Por qua?
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Cusso os LiceErciwTuRA B BMamemanca

Dhsciruns: Mosocsara ORIENTADCRA” Casis ANTumeEs FonTES
ALuna: RAFAELA DoE SanToS Souza Mune APLICACAD DE ATWIDADE
LesTa 3

Cuando vemos nomeros complexcs pela pomeira vez, des estic escrtos na forma

algébrica, z=a+ bi,ondeae bs3onumeros reaise i“=-1. g e parte real de z (a = Re(z)) e
b & a parte imaginaria de z (b = Im{z)). A forma algébrica & bastante eficente no calculo de
adigoes, subtragoes, produtos e quocientes.

Porém. para efetuar potenciagdes e radiciagdes de numeros complexos, precisamos
escreve-los na forma trigonometrica ou polar. Sendo z = @ + bi um complexo qualquer,
utilizamos o modulo de z. indicado por |z, e o argumento principal de z, representado por &,
para escrever Z - [zl{cosia) + isenig)). [z| & calculado por [z = +Ja® +b* , & B & 0 dngulo na
primeira volta da circunferéncia tigonometrica (0 =8 < 2=, ou 0° £ 8 < 280°), para o qual valem
estas duas igualdades: a = |z| cos(3) & b = |z] semia).

A representagao grafica de z - a + bi no plano complexo & o ponto Pla; b), chamado afixo
de z. Existe uma relacao visivel entre pontos no plano cartesiano e afixos no plano complexo: a
abscizssa & a parte real de z, & a ordenada e 3 parte maginaria de z.

Vamas mostrar agora que tambem existe uma relagao entre a representacio do afivo P em
coordenadas polares e a forma rigonometrica do numens complexo Z.

1. Represente o ponto P, afiso de z, no plano complexo, & dé suas coordenadas retangulares.
Depois, escreva P em coordenadas polares e represente-o no planc polar. Utilize ent3o a
forma polar de P para escrever o numeno complexo z na forma trigonometrica.

d)zZ=1 — Re(z)= Imiz) -

— afmo em coordenadas retangulares: P .}

— afmo em coordenadas polares: P X I
— numero complexo na forma trigonometrica: z -




bjz=1+1 — Re(z)=

— afmo em cocrdenadas retangulares: P X }

Imiz)=-

= | ji II
_-F-+|_ -IJ---\. &
\ i
o .-"J':'-. ____',I_ | _I||'_ Fi
" A l
i T ﬂ'l','!‘n"-"r _.--':"'.'_-. |
I AT A
[ ] T 3 L i
- 7 S
. —m
B i - A v "-é___' |I
L NSy o
L __h. II I. '\-\_\..‘?:Ill ]
T AR
li'_l..-"' & I|I -Il .'.. o 'Il
=%, 4 __'||I.- . =,
- { Lo
"
i
— afmo em coordenadas polares: P X I
— numero complexo na forma frigonometrica:; z -
) Z=-1+143 — Rez)- - Imjz) =
— afmo em cocrdenadas retangulares: P X }
= - i ¥ T
N At
T
[ ]
B A T~ -
A -:'-." “ N
|I i L L
S | ARR T "y i -
- - 4 - ™
i | -I’- I e 1”'.1- “ A Jll- |
s R i —— il N S
b 3 5 | |I _-J.r' _-I.-"_'__. / 0 --'llt___:'___ ﬂ |
SN e
VN ] jl_ fooy
N { i '-'-__":
o -'I'I- 1 I. _l'. -
. i [
-\._r_ __—IIFF
1
o ! 1
— afmo em coordenadas polares: P X I
— numero complexo na forma frigonometrica:; z -

2
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djz=2-2i -+ Re(z)= » Ik [ Z) =
— afmo em coordenadas retangulares: P : }
im {

o\

o | Il _\_I| # I_,_,-ﬁ_,—'-:
B SSmy
_',Id_Jl." , | I
AR
RE ""

T
QRIS

— afmo em coordenadas polares: P

— numero complexo na forma frigonometrica:; z -

g)Z=-2+43 -2i —Relz)=- Imiz) =
— afmo em coordenadas retangulares: P X }
=

— afmo em coordenadas polares: P

o |

— numero complexo na forma frigonometrica:; z -

Quando encontramos as coordenadas polares do afiso P, que representa o numero

omplexo Z, © raio comesponde ao do numero complexo z, & o angulo

do numers complexo z.
3

oATESpoinIE 30
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2. De as coordenadas polares do ponto P, afixo de z, e represente-o no plano polar. Depois,
represente P no plano complexo & escreva-o em coordenadas retangulares. WMilize entao estas
coordenadas para escrever o numero compdexn z na forma algebrica

3l z=cos(z) +isenls) —=|z = -
— afmo em coordenadas polares: P X I

| S

=
Ra
— afmo em coordenadas retangulares: P X }
— numero complexo na forma algebrica: z -
b) 2 - 2(cos| 2% | + isen| T |) — |zl 8-
— afmo em coordenadas polares: P X I
=

i - i
— afmo em cocrdenadas retangulares: P X }
— numero complexo na forma algebrica: z -

4




{:]z--‘--jmsf%lﬂienl%xi: — |z -

— afmo em coordenadas polares: P

| S

II _ ¥ -\-\-"I;"'\.
o S/
, "—- -y,
f“ L g
ln' H-\:’!:.\ LY - | . l.II
ir_-_lf:"-l i I'.' i i I--'!';'-qi
S S — “"r- i ':"-'r"lll. -
I _|| A --_I__ ! II
| I T— §
JII_ |I '. ' H'L-"I"
i _:r.','-"'l": i
- II II| Hl:l:-\.
/ .Ir_ _, \ .
/1
P, \

E-

— afmo em coordenadas retangulares: P X }

— numero complexo na forma algebrica: z =

djz - aljms[ A |

— afmo em coordenadas polares: P

|—15-|m|

) —=lzl-

lﬁ:- .-"I-II|-_I__\|‘!I'-.
.-'::I{ I||___ II .}':r
= - |II I-I""-?"r #-5::...-'
T A2 A
ill—-__|'__- i .\_\_":-\. '|'.I -II: _-P'-l-ll---l _,_—Ill'
s —oull
— A — L —
= ey
i --'I'.'- — X : |I I -I-"-ll_\__ i
PSSy
LY i LY o §
X LA 7~
. [
Py i
e SN
& Ii" L

— afmo em cocrdenadas retangulares: P X

— numero complexo na forma algebrica z -

5

Re
i b
E -
!
Re
i ]
!
PE—
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APOS TERMINAR DE FAZER 0S EXERCICIOS DESTA LISTA, POR FAVOR, RESPONDA E
DE SUGESTOES PARA A MELHORLA DE NOSS0 TRABALHO,

DESDE JA, AGRADECEMOS SUA F'AHTIIEIF'AI:;.!-.':'_'I.

Em termos de conhecimento do assunto (forma frigonometrica de numercs complexos), a
participagan nessas atividades acrescentou:
{ }nada. [ )algumas Informagies novas. | ) mulias informagles novas. | ) tudo fol novidade.

O tempo das atvidades referentes a numeros complexos (Lista 3) foi:
[ ymuloiongo. | jumpoucolongo. | Jmommal. | ) rapido.

Estas atividades confribuiram para um melhor entendimento da forma trigonometrica de
numeros complexos?

{ )sim { )nao.

Por qué?
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LesTa 2

1. Represente os pontos abaixo no planc polar & no plano cartesiano, escrevendo as
coordenadas que faltam.

A XmlYy=-2—= = g -

B Xm -2 Y=l = F= G-
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£) Xm — 1 Y= =3 = r=

- I.._r-.r
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2. Agora, se cada ponto da questao 1 fosse na verdade o afixo de um numero complexo, qual
seria a forma algebrica e a forma trigonometricla de cada numero complexo?

a) forma algebrica: z =

formia trigonometrica: z -

b) forma algebrica: z =

formia trigonometrica: z -

¢) forma algebrica: z -

formia trigonometrica: z -

d) forma trigonometica: z -

formia algebrica: z -

) forma trigonometica: z -

formia algebrica: z -

f) forma trigonometrica: z -

formia algebrica: z -




APENDICE C — ENTREVISTA COM A PROFESSORA REGENTE



Entrevista dia 09/08/11

1 — Que dificuldades vocé percebe na aprendizagem de Niumeros Complexos?

A principal é a trigonometria, quando se trata da parte trigonométrica dos
Numeros Complexos, de seno e cosseno dos angulos e localizagdo de arcos.

Outra coisa que € uma “curiosidade”, também, é a dificuldade de trabalhar
com a letra i, que representa uma letra e ndo um namero. Quando eles fazem uma
equacao do tipo, por exemplo, z = 2 + 3i, os alunos colocam como resultado z = 5i.
Ai, quando a letra i é trocada por outra letra, por exemplo, X, eles entendem que,

retomando a equacédo anterior, a resposta € z = 2 + 3x.

2 — Qual sua opiniéo sobre o trabalho realizado?
Bastante valido, pois os alunos viram outra forma de representacéo, o que
ajudou a entender que o numero complexo seja na forma algébrica, seja na forma

trigonométrica, € o mesmo numero, representado de forma diferente.

3 — Houve comentério por parte dos alunos (sobre o trabalho)?

Os alunos me “cobraram” que fizesse “0 método” apresentado nos exercicios
feitos em sala.

Eles gostaram mais do grafico que da forma algébrica, apesar da preguica de
desenhar.

Eles se mostraram “preocupados” com a “possivel nota” que vocé (Rafaela)
tinha tirado, perguntando se eu tinha dado uma boa nota, porque "ela (Rafaela)

explicou direitinho”, e que eles tinham entendido a matéria.

4 — Vocé passaria a utilizar o método proposto? Por qué?
Achei muito interessante, talvez passe a utilizar, pois os alunos conseguiram

uma melhor visualizacao.
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Dads uma equacdo cibica geml o' +dy’ +ox+d=0, fagpmos x=y-+m.
Utilizamos este artificio ns busca de encontrar dois mmietos conhecendo sua soms e seu
prosduto.

Portania:

afy =mf’ +biy+mp +cy+mi+d =0

gy +3vim=3mt +m jhyE +m+m J-gy—am+d =0

g’ +3gqvim+3gm’ +am’ +hy' - 2m b g +on—d =0
av’ + 37 B+ 3aml+ 3 3am’ < 2hm =gl o’ b’ ~om=dl=0

Para anular o coeficiente de 3 . lomemos;

b—3m=lil—.rm=_—b.-:hi:
ia

q +wlam’ +Bm+gh+imm’ ~bm’ +em=di=0
Podemos regscreve-1a da seguinte forma:
y'-p+g=0
Za soubermos resolve-la, acharemos o valor de x

O matematico Tartaglia supds que 2 resposta procurada era composta de duas parcelss:
¥y=4+E.

Dai-

V' =d+E = 4" -F +3A'E+34R = 4"+ B ~34Bd ~Bl= 4" —B' +34By
¥ —34By -4’ =B =0

Lembremos que: ' + py — g =0, conseqientemsnte \remas:

' %3 3
.|r'| =‘.|'11.E - .F"

—3 —27

kS -

p=-348=4B)" =

g=—d4"=E"]

1

Port tu:A}-Er::P s L+B=_g

27

Conhecemos ent3o 3 soma & o produto, logo sabemos reduzi-la & uma equacio do
semindo Zran, sssi termos.
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Sajam:

o= 4"

g=g

g
a=—F=5
guF=F

Temos que 5 & 3 soma e P o produto das raizes, logo:

S=-g
==F
27
Dt
I ."_ ¥ _—
_q_Jqu—ﬂdi ] . —-F
A= H LT =_'t_i': |g__ 27
2 2 ]4 4
A =__q= ||:.EH=—|:.£11
2 "Y\2) \3)
[ =2 - 3
o8 (2} (2}
B = | <1
2 Ya2) sl
Mfas:
y=A4+8
-i' =?I_E_ |||"E12 _|.'£'\.1
| 2 Y2) L3
@
| | 1 . w1
4=3-2_ (4} (2
V2 yiz) 13)
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33

B =4

@

B, =4
Laogo:

yv=4+H

PR 1 IS
s ORCOk 2= OFG

Esta formmla ficon conbecids come Formula de Cardamo.

DMAGINARIOS: A NECESSIDADE DE UTILIZACAO E A BUSCA DE
SICNIFICADOS

!-\.'l
F=d

O &xito na busca da fommla para mesolver equagtes do terceiro grau levou os
matematcos 3 Crerem na existénciz destes mistericsos elementos: as maizes quadradas de
DIMeros negativos. Com o sucesso da fmmila de Cardano, estes DIMETos s& f0Tnavam mheis,
mas um guesionamento ginds paitava: eles fram senfido?

Dhrante muito temme os mmeros complexos foram urilizados deno deste ambiente
obsouro. Eles eram utilizades com certa desconfianca e desconforto. Este desconforto @
rafletido no nome dado 2 estes mimeTos: imaginarios.

Passamos agors 3 analisar como ocoiren o processo de esclarecimento do significads
destes niEmeros.

Podemos dizer que a solugio das equagtes do terceiro gran fer os matematicos da
Ep0OCa eniTATEN M CODMAN0 COM 05 DIMerss imaginarios, mesmo sem conhecimento propric
deles, Tmfaments com as solucdes das equacdes do gquarto graw, eles foram a2 maior
contribwigio para 3 algebra desde os babionios.

Foi a primeira vez que 3 ciéncia mederna ultrapasson claramente o5 &xitos
dos antizos. Mofa-se que 530 05 processos de resolucdo das eguagies
algebricas de 3° gan que fazem surgir a necessidade da mmoducdo de wm
powo fipe de ommero, 05 numeros complexos. (PONTE, 2005, p.5)
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Em zeu livro 4rs Magma, Cardano entra em contsto com a5 raizes quadradss de
mameros negativos. Elas sdo imoradss e chamadas de Scticizs, enguanto as positivas foram
chamadss de reais. Mo livro, Cardano propoe um problems onde pads que o mimero 10 saja
esCTito Como soma de X & ¥ @ que o produto de x e v seja igual a 20.

x+y=10= y=10-x
| x= =40

Dial, obtemos a seguinte equagio do sezundo gran:

x—10x—40=0
As rarres encontradas sdor

¥, =5=4-15

¥, =5-4—15

Para Cardsno o resultados ndo tnham sentido, mesmo assim operou-os e verificou
gae eles eram resaltados da equagio e sadsfaziam as propriedsdes slzebricas do problema
Cardano nio entenden s questio, mas Rafael Bombelli (151§ - 1572), de Bolonha, owro
importante algebrista italiano, teve o que chamoun de “idéia loucs™ e trabalhou em um
problema similar. Bombelli desemvolven a solucio a partir do metodo descrite abaivo
(BOYER. 1096, p. 197).

¢ dois radicandos das raizes cubicas diferem apenss por wm sinal 2 a selugio de

x* =15x+4_pela firmmila de Cardano, conduz a0 resultado x =42~ /=121 -2 - J-121.
Mias als sabia que quatro era solugio da aquacio. Bombelli perceben, portanto, que o radicais

Swrgia entio, wma sitiacio onde apessr da formmla de Cardano apresentar resultados
com raizes quadradss de mimeros negativos, existia sohucio real positiva pars a questio. Foi
ests condigio que chamou a atengio e 3 curiosidade de Bombelli. Ele admitin que exists wm
mimers ou expressio da forma @+ +/—b que fosse miz cibica de |:2—m:|_mmmiu

[Es300 3 B
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Drezenvolvendo os cubos temos:
la+J=B[ = (@) +3(a)* V=8 |+ 3alJ=B [ + V=B
- + 30— B —3ab+ BB
= (@ —3ab)+ 3a® +5—8
g
la— =8 = (@) —3a*=8 + 3a(=B) - (=BY
-a' -3’ —b-3ab-b/—b
- (@ —3ab)—(3a’ + b
Mas, por imspecio, sabe-se que x =4 & sohacio. As equapdes em (*) nos dizem que
x= a+d-b=a—J-b=y3=a=2

Tendo este resnltado, volton 3 equacio e encontrou o valor de b, Vejamos:

Py P O 5

[2+4CB] =2+J-101
B+124—Bb—fo—b/—b =2+4-121
B +12B—1 - -:rh —bBd-1= -."T
{8 — 0 J+i12.) Eh..".'.'r_.l 1= '_1
[8-6b=2 =b=1

I-.'- |.|

N2 -afE=11

Entdn:

VASSALLO NETO, Rafael. A Utilizacdo De Material Manipulativo Na Construcéao
Do Conceito De Numeros Complexos. Dissertacdo (Mestrado em Educacéo
Matematica) — Universidade Severino Sombra. Vassouras: USS, 2010. 96f.
Disponivel em: <http://www.uss.br/arquivos/dissertacao-rafael-vfinal.pdf > acesso em:
mai. 2011. p. 31 a 35.



