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1) Relatério do LEAMAT |

1.1) Atividades desenvolvidas

No primeiro encontro, foi realizada a aula inaugural da disciplina Laboratério
de Ensino e Aprendizagem de Matematica (LEAMAT) com a presenca das
professoras de trés linhas de pesquisa, em que foi exposto os objetivos da disciplina
laboratério de ensino, o calendario de aulas, método de avaliagdo dos alunos por
meio de apresentagdo de slides.

No segundo encontro, foi apresentado o video “A beleza da algebra™ e a
partir do video a orientadora propés uma conversa sobre a algebra no ensino
basico, sua importancia para formacao do aluno, além das dificuldades do ensino
dessa area principalmente para o aluno do ensino fundamental que tem o primeiro
contato com este ramo da Matematica. Ainda foi proposta a realizagao de algumas
atividades da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas OBMEP,
onde a orientadora foi apontando as principais dificuldades dos alunos, alem de
observar as resolucgdes diferenciadas dos integrantes dos grupos.

No terceiro encontro, conforme solicitado previamente pela professora, foi
realizada apresentagdo, onde os dois grupos falaram sobre a Algebra nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), nos 3% e 49 ciclos do Ensino
Fundamental, bem como no Ensino Médio. Nesta ocasido, foram apresentados os
objetivos do ensino da Matematica em cada ciclo, quais propostas para a Algebra
sao trazidas nos PCN e quais outros temas da Matematica podem ser articulados
com a Algebra.

No quarto encontro, realizado junto com a orientadora de Geometria e com
todos grupos do LEAMAT |, foi apresentado um trabalho ja concluido da linha de

pesquisa do ensino de Algebra, onde o grupo fez importantes apontamentos que
puderam contribuir para uma visao do funcionamento da disciplina laboratorio e da
experiéncia engrandecedora que é sua realizagao, além de apontarem pontos que
merecem atengéo na realizago dos relatorios, justificativa e sequéncia didatica. A
apresentagdo do trabalho contribuiu para uma maior compreensao do LEAMAT,

! Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=tWJ4x8G92nY

Digitalizado com CamScanner



por ser possivel visualizar a construgéo do trabalho apds as trés etapas do
laboratério.

No quinto encontro, realizado junto com a orientadora de Geometria e com
todos os grupos do LEAMAT |, foi apresentado um trabalho ja concluido da linha
de pesquisa de ensino da Geometria, em que os licenciandos tiveram a
oportunidade de participar da aplicagao da sequéncia didatica deste grupo.

Na aula seguinte, sexto encontro, a professora trabalhou o segundo capitulo
do livro “Algebra: pensar, calcular, comunicar...”, de Lucia A. de A. Tinoco, fazendo
leitura, debate e reflexdo. O tema abordado foram as quatro concepgbes da
Algebra: Algebra como Generalizadora da Aritmética, Algebra Funcional, Algebra
Estrutural e Algebra das Equagdes. Além dos assuntos trabalhados em sala, a
turma foi dividida em dois grupos, a fim de preparar uma apresentacao sobre os
capitulos terceiro e quarto do livra. Ao final da aula, a professara ainda aplicou uma
atividade sobre o Teorema de Pitagoras, com o uso de quatro tridngulos retangulos
em papel recortado (material concreto), onde pode-se perceber a articulacao da
Algebra com a Geometria,

No sétimo encontro, conforme solicitado pela professora, foram
apresentados dois trabalhos embasados em capitulos do livro “Algebra: Pensar,
Calcular, Comunicar’ tratando do sinal da igualdade e da propriedade distributiva.
O trabalho foi apresentado e contribuiu para o contato do grupo com a experiéncia
de ministrar aula, o que nao é comumente solicitado nas outras disciplinas.

A partir do oitavo encontro, deu-se inicio a pesquisa do aporte tedrico
referente ao tema escolhido, verificagdo da existéncia de outros trabalhos ja
realizados na disciplina LEAMAT para que nao houvessem frabalhos com a mesma
proposta ja realizados. O grupo pode ainda consultar os livros do Plano Nacional
do Livro Didatico (PNLD) para conhecer a abordagem do tema no ensino basico.
Nesses encontros, a orientadora sempre esteve em contato com as pesquisas do
grupo, orientando para escolha do aporte tedrico conveniente a cada topico a ser
trabalhado além de dar auxilio na parte técnica da redagao do relatério. Todas as
aulas da disciplina LEAMAT foram de grande aproveitamento, por se tratarem de
aulas mais praticas, onde o grupo pode ter mais autonomia para o debate de temas,
além de propiciar o contato com a preparagao de trabalho académico e ainda
permitir conhecimento mais aprofundado do que é a pratica docente.
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1.2) Elaboragéo da sequéncia didatica
1.2.1) Tema
Abordagem de representagdes semiéticas no estudo de fungdes inversas.
1.2.2) Justificativa

Temos no amplo campo da Matematica a Algebra, uma das principais areas
de estudo e de fundamental importancia para formagéao do estudante de ensino
basico. Conforme afirma Ponte (2006) & importante que o aluno tenha uma
capacidade minima de trabalhar com os nimeros e suas operagdes e entender a
linguagem algébrica para que nao se torne limitado nas opgdes escolares e
profissionais. Em vérios paises a Algebra é um tema fundamental do contetido da
matematica escolar. A Algebra também é apontada nos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) como tema fundamental no ensino da

Matematica:

O primeiro tema ou eixo estruturador, Algebra, na vivéncia cotidiana se
apresenta com enorme importidncia enquanto linguagem, como na
variedade de graficos presentes diariamente nos noticiarios e jornais, e
também enquanto instrumento de calculos de natureza financeira e prética,
em geral (BRASIL, 2002, p. 120, grifo nosso).

No que tange o ensino da Algebra, vemos que o ensino de fungdes pode ser
considerado um dos temas de grande dificuldade dos alunos, devido a introdugao
das relacdes entre variaveis. Até o momento em que a Algebra é introduzida, os
alunos tém o contato apenas com a resolugao de equagdes. Nesse sentido, Lima
(2008) em suas pesquisas aponta que as dificuldades no entendimento das fungées
s&o amplas e nao se limitam a apenas alunos do ensino basico, mas sim até os
niveis mais avancados de formagao. Devido a todos esses pontos o PCN do Ensino

Médio, apresenta a necessidade do estudo das funcdes de variados tipos:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre
grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos
de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria

5
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matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungbes deve estar
no conceito de fungdo e em suas propriedades em relagéo as operacgées,
na interpretagdo de seus graficos e nas aplicagbes dessas funcdes
(BRASIL, 2002, p.121).

Por se tratar de uma linguagem simbédlica, os alunos do Ensino Médio a
consideram muito formal e tem dificuldade em sua compreensao, porém o nao
entendimento do estudo de fungdes acarreta em dificuldades em todos conteddos
posteriores, principalmente aqueles que dependem diretamente desse conceito.
Segundo Oliveira (1997 apud BATISTA, 2013) os alunos em geral confundem os
diferentes conceitos de funcgdes, funcdes definidas por mais de expressao.

No ambito das fungbes, temos um contetido pouco abordado que € o estudo
das Funcgées Inversas. Nos seis livros do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD),
triénio 2015-2017, que foram analisados percebe-se que o contelido é tratado de
forma sucinta, ndo havendo incentivo a diferentes abordagens do tema. Alguns
livros relacionam as Fungdes Inversas apenas as fungGes exponenciais e
logaritmicas. Pesquisas ja apontam para as dificuldades relacionadas a esse

conteudo. De acordo com Gongalves (2014),

O levantamento de pesquisas que trataram do processo de ensino e
aprendizagem do contetido de fungdes compostas e inversas revelou uma
reduzida exploragdo do tema, sendo este abordado com maior énfase no
ensino superior. [...]. Ao realizar a analise de uma amostra de livros
didaticos, a autora observou que ha um destaque para o registro algébrico
e que parte das ideias principais desse objeto matematico ndo é

apresentada (GONCALVES, 2014, p.2).

Devido a ndo abordagem ampla do contelido e a dificuldade dos alunos em
seu entendimento é importante abordar de forma diferenciada o tema. Duval (1981),
aponta a necessidade de uma abordagem de representagbes semibticas para a
compreensao dos temas matematicos, a transicdo entres os diferentes registros
possibilita 0 entendimento mais profundo do tema.

Seguindo a proposta do uso da representagdao semidtica, um dos
importantes registros no estudo das funcées é o algébrico que, segundo Passos
(2012), nao deve ser tratado de forma massiva sem correlagéao com a realidade do
aluno. Ainda relatando que os livros didaticos, em sua maioria, abordam o ensino

da Matematica de forma estritamente algébrica, ndo trazendo as diferentes
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abordagens do tema. E muito importante esse registro seja explorado em
consonancia com outros.

Sendo assim, o uso do registro geomeétrico a partir de um estudo grafico das
fungdes e suas inversas, possibilita ao aluno a percepgdo que o grafico da fungao
inversa € a reflexao do grafico da fungao original em torno da bissetriz dos
quadrantes impares. Considera-se esse estudo importante por se tratar de uma

abordagem de registro distinto do algébrico.

Uma abordagem grafica contribuiria para a interpretagéo de algumas
caracteristicas importantes da composi¢éo de duas fungbes, como por
exemplo, a analise das restricdes dos dominios, permitindo, assim, que os
estudantes elaborassem conjecturas referentes a este objeto matematico
(BARBOSA, 2009 apud GONGALVES, 2014, p.2).

Uma das possiveis formas de se abordar o registro geomeétrico € por meio
de softwares de geometria dindmica. Nos ultimos tempos, o uso de tecnologias em
salas de aula vem aumentando e autores defendem sua utilizagdo, alem de
apontarem os beneficios que seu uso pode trazer para a construgao do

conhecimento do aluno.

Né&o tenho duvidas de que as tecnologias ampliam as possibilidades de se
ensinar e aprender, oferecendo novas e variadas formas para que esses
processos ocorram, de forma que idéias para trabalhos pedagégicos que
antes eram inviaveis (por limitagdes de custo, tempo, recursos fisicos, etc.)
tornam-se factiveis com o uso de tecnologias. Essa € uma das formas pelas
quais as tecnologias desafiam a educagdo e a desestabilizam, pois
oferecem a oportunidade de uma pratica que potencialmente pode ser
melhor que a praticada, considerando a sociedade em que vivemos
(MALTEMPI, 2008, p.2).

Gongalves (2014), em seu trabalho “Fungdes Inversas e Compostas: uma
proposta de exploragao de registros de representagées semiéticas com o auxilio do
software GeoGebra”, destaca ainda que € importante notar que os livros didaticos
nao propdem qualquer tipo de atividade que envolva a utilizacao de soffwares, e
que sua utilizagdo propicia o aluno uma visualizagdo do objeto matematico
estudado.

O software educacional pode ser utilizado como ferramenta apenas de
demonstragao, quando o professor no decorrer de sua aula o utiliza e o aluno
apenas observa a construgao. Outra forma de utilizagao, é propiciar ac aluno o

contato com o software, de forma que ele tenha a possibilidade de realizar a
7
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construcao. Esse trabalho pode-se dar em um laboratério de informatica ou ainda
com o uso de tecnologias moéveis, umas dessas s&o os fablefs. Quanto ao seu uso
para realizagao de atividades em sala de aula, temos que varios autores destacam
as diversas possibilidades de exploragdo dessa ferramenta para construcdo do
conhecimento. Como destacam Batista, Moreira e Peixoto (2013),

[...]. Além disso, pode contribuir para aprendizagens mais personalizadas e
para a melhoria de resultados educacionais. Os professores atribuiram
esses ganhos a varios fatores: i) portabilidade do aparelho; ii) habilidade
dos professores para lidar com necessidades e preferéncias pessoais; iii)
facllidade com que os alunos utilizavam aplicativos e ferramentas; iv)
adog&o da concepgao de que o tablet era uma ferramenta de aprendizagem.
(PEIXOTO; MOREIRA, BATISTA, 2013, p.3).

Outra ferramenta para exploragéo do registro geométrico, é a utilizagao de
Jogos pedagogicos, que vem sendo defendido por muitos autores, sendo uma
ferramenta que pode possibilitar ao aluno adquirir confianga sobre o contetdo
abordado. Ainda se tratando da utilizag&o de jogos pedagogicos, temos que mesmo
em turmas de ensino meédio, uma atividade desse género pode ser de grande
auxilio na construgéo do conhecimento, ja4 que estimula no aluno a aplicacdo do
conhecimento obtido. Silveira (1998 apud FIALHO 2008) afirma

[...] os jogos podem ser empregados em uma variedade de propdsitos
dentro do contexto de aprendizado. Um dos usos basicos e muito
importantes € a possibilidade de construir-se a autoconfianga. Outro é o
incremento da motivag&o. [...] um método eficaz que possibilita uma pratica
significativa daquilo que est4 sendo aprendido. Até mesmo o mais simplério
dos jogos pode ser empregado para proporcionar informagdes factuais e
praticar habilidades, conferindo destreza e competéncia (SILVEIRA, 1998,
apud FIALHO, 2008, p.3).

Ainda em seu trabalho, Fialho (2008) afirma

E importante que os jogos pedagdgicos sejam utilizados como instrumentos
de apoio, constituindo elementos dteis no reforgo de contetdos ja
apreendidos anteriormente. Em contrapartida, essa ferramenta de ensino
deve ser instrutiva, transformada numa disputa divertida, e, que consiga, de
forma sutil, desenvolver um caminho correto ao aluno. O fator competigéo,
durante os jogos, sera evidente, porém n&o ha motivos para preocupagao,
pois o professor precisa estar preparado para evidenciar que esse tipo de
competicdo ocorre apenas no jogoe e ndo, na vida (FIALHO, 2008, p.4).

A partir do exposto o contetdo de fungbes inversas abordado de forma
diferenciada pode ser uma importante ferramenta para o entendimento das diversas
8
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funcdes estudadas na primeira série do Ensino Médio. Sendo assim, surge o

interesse em uma abordagem dos registros semiéticos das fungdes inversas.

1.2.3) Objetivo Geral

Promover, por meio de diferentes registros, um estudo sobre o conceito de
invertibilidade de funcées. |

1.2.3.1) Objetivos especificos:

- Apresentar o conceito de fungao inversa;
- Realizar a invertibilidade em diferentes funcdes pelo registro algébrico e
geomeétrico;

- Possibilitar por meio de software de geometria dindmica a construgéo dos
graficos das fungdes e sua inversa;
- Aplicar jogo pedagbgico envolvendo os graficos das fungées inversas;

1.2.4) Piblico Alvo

Alunos do segundo ano do Ensino Médio.
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2) RELATORIO DO LEAMAT I
2.1) Atividades desenvolvidas

No primeiro momento, foram apresentados os objetivos do LEAMAT i, as
atividades a serem desenvolvidas e a organizagao do calendario no decorrer do
semestre. Foi exposto que a disciplina continua tendo uma avaliagao qualitativa dos
grupos.

As orientadoras fizeram a apresentagdo do conceito de uma sequéncia
didatica, distribuiram o artigo de Fassarella sobre o tema, afim de nortear quanto a
execugao do planejamento da sequéncia didatica.

As aulas seguintes foram dedicadas as pesquisas quanto a melhor forma de
se expor o contetdo proposto, idealizagdo das apostilas, escolha dos exercicios e
desenvolvimento das atividades a serem realizadas e confecgdo do jogo.

Em todas as aulas, eram apresentados os avangos na elaboragao da
sequéncia didatica a orientadora que fazia sugestées e apontamentos quanto a

cada material que seria utilizado.
2.2) Elaboracao da sequéncia didatica
2.2.1) Planejamento da sequéncia didatica

A proposta da sequéncia didatica € possibilitar que o aluno transite entre o
registro algebrico e geometrico da invertibilidade de fungdes e que, a partir desse
estudo, possa se aprofundar na compreensao das fungdes estudadas durante o
primeiro ano do ensino medio.

A aula se iniciara com a apresentag¢ido do grupo e com um resumo oral das
atividades a serem desenvolvidas. Apds esse momento, sera entregue a primeira
apostila (Apéndice A), introduzindo o contetido de fungdes e a classificacao das
fungbes em injetoras, sobrejetoras e bijetoras. Nesse momento, o intuito & de
propor a interagao da turma e alguns diagramas serdo apresentados em slides
(Figura 1), que deverdo ser classificados oralmente pelos alunos. Apds esse

momento, os alunos serédo instruidos a resolverem duas questdes uma de registro

10
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algébrico e outra geométrico, afim de verificar se os conceitos ficaram claros. Essa
introducgao visa revisar esse contetido, devido a sua importancia para compreensao
do conceito de fungao inversa.

~ Figura 1 — Slides utilizados na definigéo de fungéo

Diga se as relagdes a seguir sao funcoes:

A B

1
i
!
!
g
|

Fonte: Elaboragao propria

Na segunda apostila (Apéndice A), sera apresentado o conceito de funcéao
inversa e explorado o registro algébrico, expondo a relagdo entre os conjuntos
dominio, contradominio e imagem das fungbes e de suas inversas. A apostila
compreendera o conceito de invertibilidade das fungdes polinomiais do primeiro e
segundo graus, exponencial e logaritmica, sendo apresentado o registro algébrico
para encontrar a funcéo inversa. Ao final da apresentacdo do registro algébrico,
serdo propostas questées de vestibular, por se tratar de uma turma de Ensino
Médio, abordando o assunto para desenvolver a compreensao e pratica desse
registro.

Na terceira apostila (Apéndice A), sera apresentado o soffware de geometria
dindmica GeoGebra e um breve resumo de suas ferramentas e funcionalidades. O
software sera utilizado para exploracao do registro geométrico das inversas das
funcdes a partir do estudo dos seus graficos. Nesse momento, sera utilizada a

tecnologia maével (tablef). Serao propostas questdes utilizando o GeoGebra, que

11
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tém como objetivo possibilitar a construgéo dos graficos pelo aluno e sua analise,
registrando suas observacoes.

Nesse bloco de atividades, o aluno ird trabalhar com o registro algébrico afim
de encontrar as inversas das fungdes solicitadas e podera analisar o registro
geomeétrico a partir do estudo dos graficos plotados no software de geometria
dinamica.

Ao final das atividades do registro geométrico, os alunos seréo instruidos a
formarem grupos de quatro alunos afim de iniciarem o jogo de dominé (Figura 2)
envolvendo as fungGes inversa. A proposta do jogo € verificar se o conceito de
invertibilidade, pela analise grafica, foi bem compreendido pelos alunos.

O jogo é composto de vinte e oito pegas, cada uma delas com dois graficos,
0 objetivo do jogo é encaixar as pecas utilizando o conceito de invertibilidade. O
aluno sempre devera encaixar a peca que contiver o grafico da inversa da pega que
estd na mesa, dessa forma sera possivel verificar se o aluno conseguiu

compreender a reflexdo do grafico em relacao ao eixo de simetria.

Figura 2

ssiLEmES

— Jogo domind de fungao inversa

)
]
-

Fonte: Elaboragéo prépria. |
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2.2.2) Aplicagdo da sequéncia didatica na turma do LEAMAT i

A aplicagéo da sequéncia didatica deu-se no dia 28 de novembro de 2017
na turma do LEAMAT Il. Por se tratar da turma de Licenciatura em Matematica, foi
previsto facilidade em realizar as atividades e compreender os conceitos em
relagao a aplicagdo em turma regular, j4 que sao conceitos ja estudados pelos
licenciandos. Devido a disponibilidade de dois horarios algumas atividades nao
foram realizadas, pois a sequéncia foi pensada para trés horarios.

A aula iniciou-se com a entrega da primeira apostila (Apéndice A). Essa, por
se tratar de uma revisao, foi concluida rapidamente, assim como as atividades
realizadas com uso dos slides, onde os licenciados tiveram facilidade em identificar
as respostas a partir dos diagramas expostos.

No segundo momento, foi distribuida a segunda apostila (Apéndice A), foi
utilizado, nesse momento, a lousa para explicagao dos conceitos e resolugéo dos
exemplos propostos e disponibilizado tempo para os licenciados realizarem as
atividades que posteriormente foram corrigidas no quadro.

No terceiro momento, foram distribuidos os tablefs e a terceira apostila
(Apéndice A), com intuito de explorar o registro geométrico. As atividades com
utilizacdo dos tablefs apresentaram algumas dificuldades devido ao soffware
utilizado n&o estar atualizado ou pela lentidao do proprio aparelho. Esse problema
fez com que alguns alunos ficassem em dupla para facilitar o andamento da
resolucao das atividades.

As atividades da terceira apostila foram concluidas e corrigidas com a
utilizagdo do Datashow, para que os licenciandos pudessem acompanhar a
resolucéo das atividades no GeoGebra.

Foi proposto, entao, que fossem formados grupos de quatro alunos e foi
entregue um jogo de dominé para cada grupo e explicado a regras. O jogo correu
como esperado, sendo uma atividade diferenciada que instigou a competividade e
aplicagéo do conceito geométrico da invertibilidade das funcdes. Apbs os término
da partida pelos trés grupos, foi concluida a aplicagao e aberto para sugestoes dos
licenciandos e orientadoras.

Devido a dificuldade de se plotar os graficos em alguns tablets foi sugerido
que a exploragdo do registro geométrico, utilizando o Geogebra, fosse reallizada a
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partir de um applet previamente desenvolvido pelo grupo, para que o
desenvolvimento do estudo geométrico se desse de forma mais simplificada.

No jogo, foi apontado a necessidade de expor nas pegas 0s quadrantes do
grafico, para que assim fosse facilitado a orientagao dos graficos impressos nas
pecas.

Foi apontado que os fabletes deveriam ser entregues ligados e com o
software ja& aberto. Foram feitas algumas sugestbes quanto as corregées
gramaticais em alguns pontos das apostilas. Devido a um problema na impressao
das apostilas utilizadas na aplicagdo, as imagens ficaram borradas dificultado
algumas interpretacgdes, devido a isso foi apontado a necessidade de ser impresso
com qualidade devido as imagens utilizadas.

Nas questées que trabalhavam graficos, na primeira apostila, foi sugerido o
uso de slides para realizar a corregdo. Foram feitos apontamentos quanto a

algumas definicoes e enunciados de questées que nao ficaram completos.
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3) Relatério do LEAMAT i
3.1) Atividades desenvolvidas

No primeiro momento, foram apresentados os objetivos do LEAMAT 1l e
apresentado o calendario das atividades a serem desenvolvidas no decorrer do
semestre. Foi apresentado pela orientadora o relato da experiéncia do contato de
alguns alunos, que ja haviam concluido o LEAMAT, com a turma regular. Foram
feitos apontamentos quanto a postura a ser adotada em sala e apresentados
fragmentos do trabalho de Felipo Bellini “Como enfrentar a sala de aula pela
primeira vez”, que tem como base Antonio Névoa “Os professores e sua
formacgao”.

As aulas seguintes foram dedicadas a ajustes na sequéncia didatica,
seguindo as sugestdes feitas pelas orientadoras e licenciandos apds aplicagao
realizada no LEAMAT II, além da confecc@o da quantidade de material necessaria
para aplicagdo na turma regular. Apés a aplicagio, em turma regular, 2 aulas foram

destinadas a escrita, as corre¢des do relatério e a apresentacao final.
3.2) Elaboracgédo da sequéncia didatica
3.2.1) Versio final da sequéncia didatica

Seguindo sugestao, para diminuir problemas na utilizacdo do fablet, foi
criado um applet para facilitar a analise dos graficos e evitar problemas que foram
encontrados durante a plotagem dos graficos no soffware de geometria dindmica
na aplicagdo do LEAMAT II. No jogo de domind, foi incluida uma seta na parte

superior para facilitar a identificagao da posicao em que o grafico deveria ser

analisado.
Foram feitas algumas corregdes gramaticais em alguns itens das apostilas.

Nas questées que trabalhavam graficos na primeira apostila, foram preparados

slides para auxiliar a correg@o e feitas alteragdes em definigoes e enunciados de

questdes que nao ficaram completos.
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3.2.2) Experimentagdo da sequéncia didatica na turma regular

A aplicagdo em turma regular foi realizada no dia 18 de maio de 2018 no
Instituto Federal Fluminense em Campos dos Goytacazes, na turma do segundo
ano do ensino meédio. No dia da aplicagao, havia vinte € quatro alunos e foram
disponibilizados dois tempos de cinquenta minutos para a aplicagao.

A aula iniciou-se com a apresentacao do grupo de professores em formagéo
e foi informado que seriam tiradas fotos da aplicagao, mas havendo o cuidado para
nao se fotografar o rosto dos alunos. Em seguida, foi distribuida a primeira apostila
(Apéndice B) com o objetivo de revisar o contetido de fungées visto no primeiro ano
do ensino médio.

Foi iniciada a leitura da apostila junto com os alunos, utilizando também
slides para apresentar, com diagramas, as definicées presentes na apostila. Os
alunos, nessa etapa, nao apresentaram dificuldade na compreenséo das definicbes
e responderam as perguntas expostas nos slides facilimente.

Depois desse momento, foi disponibilizado tempo para que os alunos
resolvessem a questdo na apostila que envolvia classificacdo das fungdes. Em
seguida, foi realizada a corregdo com utilizagéo de slides. Em sua maioria os alunos

responderam corretamente (Figura 3).

Figura 3 — Resposta correta apresentada por um dos alunos.
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Fonte: Pratocolo de pesquisa.
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Em seguida, foi distribuida a segunda apostila (Apéndice B) que introduz o
conteudo de fungbes inversas explorando o registro algébrico. Foi realizada a
leitura da apostila junto com os alunos, utilizando o quadro para expor algumas
observagdes e exemplos. Apos a apresentagdo do conceito de invertibilidade e a
explicacao do método para se obter a fungéo inversa da funcao polinomial do
primeiro grau algebricamente, foi disponibilizado um momento para resolugao do
primeiro exemplo da apostila. A correcéo foi realizada no quadro. Nessa primeira
resolugéo de exemplos, os alunos resolveram rapidamente por se tratar da funcao
polinomial do primeiro grau.

Ao iniciar a invertibilidade da fungdo polinomial do segundo grau, foi
indagado aos alunos se havia possibilidade de realizar a invertibilidade dessa
funcao. Como houve dificuldade dos alunos apresentarem a resposta, foi utilizado
0 software Geogebra para plotar o grafico da fungao com intuito de facilitar o
entendimento dos alunos. Essa utilizagcdao do software ndo estava prevista na
sequéncia didatica, mas contribuiu para a formulagao de respostas dos alunos.

Apés o entendimento sobre a possibilidade da invertibilidade da funcao
polinomial do segundo grau, delimitando o seu dominio, os alunos foram instruidos
a resolver os exemplos da apostila. Para isso, deveriam calcular também as
coordenadas do vertice das parabolas das fungdes. Durante a corregao realizada
no quadro, foi perguntado aos alunos como resolveram o exemplo e, pelas
respostas apresentadas, aos alunos compreenderam bem a necessidade de
delimitacao do dominio e imagem da fungao.

Para concluir a apostila, foi realizado o estudo da fungéao logaritmica como
inversa da fungao exponencial, prosseguindo com a leitura da apostila para
compreensao dessa definicdo. Apds esse momento, foi disponibilizado novamente
tempo para os alunos resolverem os exemplos da apostila. A correcao foi feita
também com a participagao dos alunos.

Apds a conclusdo da parte algébrica, foi dado tempo para os alunos
resolverem uma das trés questdes no final da segunda apostila. Devido ao tempo
disponivel para aplicacao, foi realizada somenfe a resolugdo e corregcao dessa
primeira questao.

Em seguida, foi distribuida a terceira apostila (Apéndice B), que apresenta o

estudo do registro geométrico da invertibilidade das fungdes. Depois das apostilas
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distribuidas, foram entregues os fablets que ja encontravam-se ligados e com o
applet aberto. Nesse momento, houve alguma agitacao por parte dos alunos e
alguns chegaram a fechar o applet e abrir outras fungdes do tablet. Ao perceber
essa movimentagao, foi solicitado aos alunos que utilizassem apenas o applet.

Para facilitar o acompanhamento dos alunos, o applet foi exibido na televisao
e sua apresentacao feita com a leitura da apostila e simultaneamente na tela. Os
alunos nao apresentaram dificuldade na utilizagdo do applet. Apés terem exibido o
eixo de simetria, como solicitado na apostila, foram instruidos a realizar a primeira
atividade, que trabalhava a invertibilidade das fungoes polinomiais do primeiro grau.
Foi solicitado aos alunos que registrassem sua observagao quanto aos graficos das
fungdes e de suas inversas.

Alguns alunos, ja nesse momento inicial, perceberam a relacéo de simetria
em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares, outros fizeram observagdes

diferentes, como as retas serem paralelas ou concorrentes (Figura 4).

Figura 4 — Exemplo de respostas de alunos
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Fonte: Protocolo de pesquisa.
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Essa atividade foi corrigida junto com os alunos e, em seguida, foi solicitado
que os alunos resolvessem a atividade 2. Nessa apostila, ja era necessario que o
aluno relacionasse o registro algébrico com o geométrico. Na atividade 2, foi
necessario resgatar o conceito de delimitagao de dominio por se tratar da funcao
polinomial de segundo grau.

Nesse momento, boa parte dos alunos ja havia compreendido bem a relagao
entre os graficos das fungbées e de suas inversas em relagdo 4 bissetriz dos
quadrantes impares. Alguns chegaram a relatar que a bissetriz funcionava como
um espelho (Figura 5).

Figura 5 — Resposta da atividade 2

a) Observando o grafico das fungéo e sua'inversa; em: _r,é" Qéo |
dos quadrantes impares, ja & possivel verificar alguma’ regularidade

L

il AT

Fonte: Protocolo de pesquisa.

Foi entao realizada a correcéo da atividade 2 e apresentada para a turma
essa relagao, ja identificada por alguns alunos. Foi proposta, entao, a realizacao da
atividade 3 para concluir o estudo da relacdo entre o registro algébrico e
geomeétrico.

Apoés a correcgao, foi solicitado que os alunos formassem grupos de quatro
alunos para poderem realizar a ultima atividade, que é o jogo de dominé de funcées

inversas (Figura 6).
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Figura 6 — Momento do jogo de dominé de fungées inversas

=

Fonte: Protocolo de pesquisa.

Esse foi o momento da aula em que houve maior animagao dos alunos, cada
grupo se organizou para que conseguisse espaco para jogar. Alguns optaram por
jogar no chio, outros juntaram carteiras.

Em alguns casos, foi preciso alguma intervengao no jogo, devido a algumas
pecas jogadas de forma equivocada. Alguns grupos tiveram maior dificuldade em
realizar o jogo e pediram ajuda mais vezes. Ja outros grupos realizaram a partida
até o final sem dificuldade.

Apoés a finalizagdo do jogo pela maior parte dos grupos, a aplicagao foi

encerrada.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Apos a aplicagéo em turma regular, € possivel apontar que o trabalho atingiu
seu objetivo geral de explorar, por diferentes registros, a invertibilidade de algumas
fungbes. Dentre os objetivos especificos tragados, foi possivel apresentar o
conceito de fungao inversa e realizar a invertibilidade de fun¢tes por meio do
registro algébrico e geométrico.

A principio, era esperado trabalhar as fungées polinomiais do primeiro e
segundo grau, exponencial, logaritmica e modular. Essa foi retirada devido ao
tempo que seria necessario para aplicacao da sequéncia.

O objetivo especifico de plotar os graficos das fungdes e de suas inversas
nao foi alcangando, devido a constatagdo, na aplicagdo do LEAMAT II, que os
fablets, durante a tentativa de plotagem, apresentavam problemas. Dessa forma,
em uma aplicacgao futura, poderia ser utilizado um laboratorio de Informatica para
possibilitar aos alunos a experiéncia com a plotagem de graficos. Essa opgédo nao
foi utilizada devido a aplicagdo do jogo no final da sequéncia, que nao seria possivel
na sala de Informatica.

Vale destacar que o resultado da aplicagao do jogo, ao final da aula, foi um
diferencial da sequéncia. Foi possivel constatar que os alunos sao muito receptivos
a tal tipo de atividade. Além do jogo propiciar a interacao entre os alunos, possibilita
uma aplicagédo do contetido estudado e € possivel perceber nos alunos, devido a
competitividade, um interesse grande em acertar sua resposta e ainda em verificar
as respostas dadas pelos colegas.

O tempo também é um fator a se destacar. Em aplicagcées futuras, seria
interessante a utilizagdo de trés tempos de aula. A aplicacdo em dois tempos faz
com que as atividades sejam realizadas com muita celeridade, o que, em alguns
momentos, n&o € o ideal.

A partir dos comentarios redigidos pelos alunos sobre a aula, & possivel
perceber a importancia de se trabalhar de forma diversificada, seja utilizando
Tecnologias da Informagdo e Comunicagdo (TIC's), material concreto ou ambos.

Os alunos sentem-se mativados a participar da aula e ainda relatam que o uso de

tais recursos facilita a aprendizagem (Figura 7).
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Figura 7 — Relato de aluno quanto a aplicagéo
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Fonte: Protocolo de pesqmsa.

A respeito do comentario acima, € possivel perceber que os alunos, na
atualidade, preferem que sejam utilizadas ferramentas que facilitem e agilizem o
processo de aprendizagem, como relatado pelo aluno(a) que achou mais pratico e
dinamico o estudo dos graficos através do applet desenvolvido.

O professor, na atualidade, deve buscar formas de motivar o aluno, tornando
a aula atrativa. Percebemos que tanto o uso da tecnologia quanto o jogo sao
ferramentas que possibilitam a elaboragio de uma aula atrativa e dinamica.

O grupo ficou realizado com o resultado da aplicagao da sequéncia e
percebeu a importancia de dedicar-se a busca de novas formas de se trabalhar em

sala de aula, nao somente a Algebra, mas todo contetido matematico.
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Apéndice A: Material didatico
aplicado na turma do LEAMAT i
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Diretoria de Ensino Superior
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Disciplina: Laboratério de Ensino e Aprendizagem em Matematica

Linha de Pesquisa: Algebra

Licenciandos: Calili Cardozo dos Santos Paravidini e Hallef Julia Macabu
Orientadora: Prof. Me. Livia Azelman

Introdugao a Fungao
Fungéo € uma relagdo com propriedades especiais. Uma relagido R do
conjunto A no conjunto B € uma funcéo se:

) o dominio da relagéo R, D (R) = 4;
Il) para cada elemento x € D (R) existe um Unico y € B tal que (x,y) ER

lll) a imagem da relagéo R, Im (R) c B.

Uma relacdo R de A e B que é uma fungdo & mais comumente representada
pela letra f e do seguinte modo: f: A - B,onde, x —» y = f (x). Isto significa que,
dados os conjuntos A e B, a funcéo tem a lei de correspondénciay = f (x).

Fungoes sobrejetoras, injetoras e bijetoras

Uma funcéo f:4 — B & sobrejetora quando todo elemento de B
(contradominio) for imagem de pelo menos um elemento de A, ou seja, a fungéo é
sobrejetora quando o conjunto imagem € o préprio contradominio.

Definicdo: Uma funcdo f:A — B é injetora se elementos distintos do
dominio tiverem imagens distintas, ou seja, dois elementos ndo podem ter a mesma
imagem. Portanto, ndo pode ter nenhum elemento do conjunto B que receba duas
flechas.

Definigao: Se a fungao f for simultaneamente sobrejetora e injetora, entao
sera chamada de bijetora.
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Atividades

1 = Classifique a partir dos gréaficos as fungdes abaixo em injetora, sobrejetora,

bijetora:

a)

d) YA

¥
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Diretoria de Ensino Superior

Licenciatura em Matematica

Disciplina: Laboratério de Ensino e Aprendizagem de Matematica

Linha de Pesquisa: Algebra

Licenciandos: Calili Cardozo dos Santos Paravidini e Hallef Julia Macabu
Orientadora: Prof2. Me. Livia Azelman

Funcgao inversa

Uma fungdo f. A—B é uma relagdo entre os conjuntos A e B com
propriedades especiais. A fungao f como relagdo é um subconjunto de A x B. Os
pares ordenados (x,y) deste conjunto sao tais que y = f(x).

Por exemplo, se A ={-1, 1, 2}, B ={-1, 0, 1, 4} e f(x) = x*. Enquanto
relagao, f se escreve como f ={(-1,1), (1,1), (2,4)}. Suponha que as coordenadas
sao trocadas para obter uma nova relagéo g.

g ={(1.-1).(1.1).(4.2)}

Em que condigGes podemos garantir que, apés a inverséo, g € ainda uma
funcdo (e ndo meramente uma relagdo)? Nos casos afirmativos, g € chamada
funcao inversa de f e geralmente denotada por f~1. Podemos chegar a conclusao
que g € uma nova fungdo apenas no caso em que a fungao f for bijetora. Em outras
palavras, somente as fungées f bijetoras possuem uma inversa 1.

Isso se deve a relagao que ha entre o dominio e imagem da funcéo e sua
inversa, quando ocorre a invertibilidade da fungdo o dominio passa ser a imagem
e a imagem, o dominio.

Agora podemos dar inicio a aplicagéo da invertibilidade em algumas fungGes.

Dada uma funcao bijetora f de A em B definida pela sentenga y = f(x) para
obtermos a sentenga f~*(x), procedemos da seguinte maneira:

1- Na sentenca y = f(x) fazemos uma mudanca de variavel, isto &, trocamos

x por y e y por x, obtendo x = f(y)
2- Transformamos algebricamente a expressao x = f (y), expressando y em
fungao de x para obtermos y = f~*(x).

Vamos trabalhar um pouco com a invertibilidade das fungdes polinomiais do
primeiro e segundo grau, exponencial e logaritmica.

1- Funcao polinomial do primeiro grau: Funcdo polinomial

Acharemos agora a inversa das fungdes abaixo: do primeiro grau:
1IN R>R f(x)=3x+4 Uma fungdo f R —

Resolugao algébrica: R dada por f(x) = a.x
+ b, onde a e b s&o

nimerosreaise a
# 0 é chamada de
fungao polinomial do

=2 1° grau (ou fung&o
L= B EE= s ’ linegar (aﬁm). 0]
numero a é chamado
coeficiente angular e
b coeficiente linear
da funcao.
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Resolugéo algébrica:

2- Fungéao polinomial do segundo grau:

E possivel realizar a invertibilidade da fungdo f:R— R, f(x) =x2 por

exemplo? Por qué?

Dica: Pense nas condi¢fes apresentadas para que uma fungao seja invertivel.
Vamos agora resgatar o conceito de coordenadas do vértice da funcéo

quadratica.

Vamos denotar por (xv, yv) as coordenadas do ponto maximo (a < 0) ou ponto

minimo (a > 0) da parabola.

Identificagdo do x,,.

Devido a simetria da parabola, no caso em que A 2 0, o ponto médio x,, do segmento

cujos extremos s3o os valores x; e x, (raizes da equagdo) é onde ocorre

.- s . ~ X1 +X
o valor minimo ou maximo da funcdo. Como x,= 1—2-2-, encontramos

b
ue x, = ——.
q v 2a

Em resumo a fungdao quadratica é invertivel se o dominio for
delimitado do ] — oo, x,] ou [x,, +[, ou nos subconjuntos de um
desses intervalos.

Ache a inversa da fungdio f: [x,, +oo[ = [, +oo[, f(x) = x* + 3.

Resolucgéao algébrica:

Ache a inversa da funcio f:1-0, x,,] = [y, +o[, f(x) = x* - 3.

Resolugéao algébrica:

3- Funcgao exponencial e logaritmica:

Uma func¢do exponencial é uma fungdo f : R — (0, +o0) definida por

onde a é um nimero realfixo,a > 0ea # 1.

Fung¢io polinomial
do segundo grau:
Dados os nameros
reais a, b e ¢ (com
a # 0), a fungao
fR— R,
y=ax?+bx+c
é chamada fung¢ao

quadratica ou
fungdo polinomial
de grau dois.

fx) = a%,

Para a funcdo exponencial temos os seguintes conjuntos para dominio e

contradominio ou imagem, Dom(f) = R e Im(f) = (0,09) . Também a fungdo
exponencial é injetiva. Isto &, se x; * X, = a** # a*2. Logo podemos pensar na funcdo
inversa de f(x) = a*, definida no dominio (0, o) = R +. Note que este dominio para a
funcdo inversa é a imagem ou contradominio da fungdo exponencial.
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O objetivo deste item € estudar a funcdo logaritmica como funcdo inversa da
exponencial.

Sejam a um ndmero real positivo (a > 0) e y um ndmero real tal que y >0e
¥y # 1. Denominamos o logaritmo de y na base a como sendo o ndmero real x tal que
a® = y. Usamos a notac3o:

x =log,y,
e lemos “x é o logaritmo de y na base a”.

Portanto,

x=log,yead=y

Em resumo, a expressdo x = log, y define a fungdo logz como uma fungdo da varidvel y
e inversa da fun¢do exponencial.

Ache a inversa das fun¢des abaixo:

a) f:R—]0,+oo[, f(x) = 4*

b) f:R —]0,+0o[, f(x) = 3¢+D
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Exercicios:

1) (Uel - adaptada) Sendo f: R — R a fungao definida por f(x) = 2% entao
a expressao que define a fungao inversa de f é:

a) x*
2
b) =
C) log, x

d) vx
e)27*

2) (Ufsm - adaptada) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = mx +
p. Se f passa pelos pontos A(0,4) e B(3,0), entdo f~! passa pelo ponto:

a) (8,—2)

b) (8,3)

c) (8,—3)

d) (8,2)

e)(8,1)
3) (Unirio - adaptada) A funcao inversa da funcao bijetora f: R —{—4} - R —

{2} definida porf (x) = (2x73) &.

(x+4)
a) f7H () = ((z’:ﬁ)
b) 71 (x) = i
010 =
d) f ) =
&) f ) =Gy

32

Digitalizado com CamScanner



s e s, Y

- o NILIE molemglies

mmmaman - Miniskrioda EducagSe Profizslonal 4 YERI PR & e ¥ Vs '
L OSS Educagho eTeculiyics s ANy e T CEMEIATURA

Diretoria de Ensino Superior

Licenciatura em Matematica

Disciplina: Laboratério de Ensino e Aprendizagem em Matematica

Linha de Pesquisa: Algebra

Licenciandos: Calili Cardozo dos Santos Paravidini e Hallef Julia Macabu
Orientadora: Prof2. Me. Livia Azelman

Interpretagao geométrica da fungdo inversa '

A interpretagdo geométrica da fungdo inversa se da a partir do estudo do
grafico das funcées e suas inversas. A janela abaixo é a tela inicial do software de
geometria dinamica GeoGebra onde é possivel fazer a plotagem dos graficos de
forma simples.

. - o
C7 Gecliebra Classle e " .

M«

Janela de visualizag@o

No canto superior esquerdo fica o campo de entrada, onde é feita’ a_digitagéo
das fungdes a serem plotadas. Apoés esse passo a funcdo aparecera listada na

janela de Algebra e seu grafico na Janela de visualizagao. ) '
Para iniciar, devemos inserir no campo de entrada a fungéo y = x, também

chamada de bissetriz dos quadrantes impares, que dividira o plano cartesiano em
duas partes como a figura abaixo:
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Agora vamos personalizar essa reta para que ela fique tracejada e n3o se

confunda com os graficos das funcées. Para isso, clique sobre o botio B e
selecione a opgao configuragzo.

A
:' f y=x
S j Entrada... f
: ; :} chfzgura:;c&

T e

gl
|
st |

N
)

Agora gue ja realizou estes passos, vamos as atividades:

Atividade 1)

Insira no campo de entrada a fungdo f(x) = x + 1 e gx) =2x+5,
determine algebricamente as suas inversas f~1(x) e g~(x) e insira também no
campo de entrada.
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Para melhor vizualizar vocé podera ocultar ou exibir os gréficos plotados

selecionando o circulo em frente a fungéo, conforme figura:

3 Qeobebr Cuimic - 0o X
RlardProOaN= Ho Q=
e ; Fx) == 24+3 ;N i =7
Q g(x) =3x13 L
@\h(l)u)u-l
Permite ocultar ou
exibir o grafico da N
funcao. -
v\»~ = = - = -s/{;i-_x -:/:[a ) : : : T s s T8 9 rell

1 o ABC oy - x
5 i Y I—A'l‘ 7 8 9 l‘ -

a) O que vocé observou nos graficos dessas duas funcgdes?

b) E possivel identificar visualmente, em relagéo a bissetriz dos quadrantes
impares, alguma semelhanca entre os graficos, ou alguma relacao entre

eles?

Atividade 2) Agora oculte os graficos utilizados na questdo anterior, deixando
apenas a bissetriz dos quadrantes impares. Utilizando o teclado alfabético,

conforme a figura abaixo, insira o comando “fungdo” que ira liberar a seguinte linha

para preenchimento: Fungao (<Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>):
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Vocé devera inserir a fungdo f(x) = x* + 2, delimitando seu dominio no
intervalo [x,, +oo[, para isso devera calcular o x, que sera o <Valor de x Inicial> e
no <Valor de x Final>, utilizando o teclado alfabético, digitar “infinity”.

Resolugao algébrica:

Agora encontre a funcéo inversa de f(x), da mesma forma utilizando o
comando “fungao” delimite também o dominio da fungéo de forma que seja igual a
imagem de f(x). '
Resolugao algébrica:

Faga o mesmo procedimento para a fungao g(x) = X%+ 4x + 16
Resolugao algébrica:

Agora que ja fez a plotagem dos dois gréficos responda a pergunta abaixo:

a) Observando o grafico das fungao e sua inversa em relagéo, em relagao a
bissetriz dos quadrantes impares, ja é possivel verificar alguma
regularidade?

Ja podemos perceber que o grafico da fungao inversa é simétrico em relacao a
em relagao a bissetriz dos quadrantes impares. Podemos dizer que a bissetriz
| funciona como um espelho, o grafico da inversa é a reflexao do grafico da fungao.
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Agora para concluirmos o estudo geométrico das fungdes, faremos a plotagem
dos graficos das fungdes modular, exponencial e logaritmica.

Atividade 3) Insira a fungado f(x) = 2* + 3, ache sua inversa e faga a plotagem do
grafico.
Resolugao algébrica:

A partir do que ja estudamos, sabemos que o grafico f~*(x) € o grafico de qual
funcao?
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Apéndice B: Material didatico
experimentado na turma regular
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Introdugao a Fungao
Funcao ¢ uma relagdo com propriedades especiais. Uma relagdo R do
conjunto A no conjunto B € uma fungao se:

I) o dominio da relagéo R, D (R) = A;

I) para cada elemento x € D (R) existe um unico y € B tal que (x,y) €R
1ll) a imagem da relagéo R, Im (R) c B.

Uma relagéo R de A em B, que € uma fungdo, mais comumente representada
pela letra f e do seguinte modo: f: A —» B,onde, x — y = f (x). Isto significa que,
dados os conjuntos A e B, a fungdo tem a lei de correspondénciay = f (x).

Funcdes sobrejetoras, injetoras e bijetoras

Definigao: Uma fungédo f: A — B é sobrejetora quando todo elemento de B
(contradominio) for imagem de pelo menos um elemento de A, ou seja, a fungao e
sobrejetora quando o conjunto imagem € o préprio contradominio.

Definicdo: Uma funcdo f:4 — B € injetora se elementos distintos do
dominio tiverem imagens distintas, ou seja, dois elementos nao podem ter a mesma
imagem. Portanto, nao pode ter nenhum elemento do conjunto B que receba duas
flechas.

Definigao: Se a fungdo f for simultaneamente sobrejetora e injetora, entéao
sera chamada de bijetora.
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Atividades

1 — Classifique, a partir dos gréaficos, as fungdes f:R — Rabaixo em injetora,

sobrejetora, bijetora:
a)

c)

M d) VA
1
TN . oo e
0 %
\_./.-,_.{ ..... \,/ 0 / ;
-3/2
R:
e) YA
_/ -
2l 2 0 7NX
R:
VA f) YA
1
0 3
R:
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Funcdo inversa

Uma fungdo f: A—B é uma relagdo entre os conjuntos A e B com
propriedades especiais. A fungdo f como relagéo & um subconjunto de A x B. Os
pares ordenados (x, y) deste conjunto s&o tais que y = f(x).

Por exemplo, se A ={-1,1, 2}, B={-1, 0, 1, 4} e f(x) = x2. Enquanto
relacao, f se escreve como f = {(-1,1), (1,1), (2,4)}. Suponha que as coordenadas
sao trocadas para obter uma nova relagao g.

g ={(1,-1),(1.1).(4.2)}

Em que condi¢ées podemos garantir que, apds a inversao, g € ainda uma
funcao (e nao meramente uma relagdo)? Nos casos afimativos, g € chamada
funcéo inversa de f e geralmente denotada por f~1. Podemos chegar a conclus&o
que g € uma nova fungao apenas no caso em que a fungao f for bijetora. Em outras
palavras, somente as fungdes f bijetoras possuem uma inversa f~1.

Isso se deve a relagdo que ha entre o dominio e imagem da funcéo e sua
inversa, quando ocorre a invertibilidade da funcéo o dominio passa ser a imagem
e a imagem, o dominio.

Agora podemos dar inicio a aplicagao da invertibilidade em algumas funcées.

Dada uma funcao bijetora f de A em B definida pela sentenga y = f(x) para
obtermos a sentenga f~*(x), procedemos da seguinte maneira:

3- Na sentencga y = f(x) fazemos uma mudangca de varidvel, isto &, trocamos
X por y e y por x, obtendo x = f(y)

4- Transformamos algebricamente a expressao x = f (y), expressando y em
fungdo de x para obtermos y = f~1(x).

Vamos trabalhar um pouco com a invertibilidade das fungdes polinomiais do
primeiro e segundo grau, exponencial e logaritmica.
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4- Func&o polinomial do primeiro grau:
Acharemos agora a inversa das fun¢des abaixo:

11N R>R; f(x)=3x+4

Resolugao algébrica:

12)fiR-R f(x)==+3

Resolucao algébrica:

5- Fungao polinomial do segundo grau:

Funcao polinomial
do primeiro grau:
Uma fungdo f R —
R dada por f(x) = a.x
+ b, onde a e b sédo
ndmeros reaise a
# 0 é chamada de
funcao polinomial do
12 grau (ou fungéo
linear afim). O
numero a € chamado
coeficiente angular e
b coeficiente linear
da fungao.

E possivel realizar a invertibilidade da funcdo f:R— R, f(x) =x? por

exemplo? Por qué?

Dica: Pense nas condigdes apresentadas para que uma
funcao seja invertivel.

Vamos agora resgatar o conceito de coordenadas do
vértice da funcao quadratica.

Vamos denotar por (xv, yv) as coordenadas do ponto maximo
(a < 0) ou ponto minimo (a > 0) da parabola.

Identificagdo do x,,.
Devido a simetria da parabola, no caso em que A > 0, o ponto
médio x,, do segmento cujos extremos s3ao os valores X, e x, (raizes

da equagdo) é onde ocorre o valor minimo ou maximo da fungao.

1+x2 _ b
=2, encontramos que X, = — -

X
Como x,,= Py
Em resumo a funcdo quadratica é invertivel se o dominio for
delimitado do ] — o0, x,,] ou [x,, +oo[, ou nos subconjuntos de um

desses intervalos.
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Fungao polinomial
do segundo grau:
Dados os nameros
reais a, b e ¢ (com
a # 0), a funcao
ffR— R,
y=ax’*+bx+c
€ chamada funcéao

quadratica ou
funcdo polinomial
de grau dois.
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Ache a inversa da funcdo f: [x,, +00[ - [y, +oo[, f(x) = x2 + 3.

Resolucéo algébrica:

Ache a inversa da fung¢do f: ]-0, x,,] = [, +o[, f(x) = x% — 3.

Resolugao algébrica:

6- Funcado exponencial e logaritmica:
Uma funcdo exponencial é uma fungdo f : R — (0, +) definida por f(x) = a*,
onde a é um nimero real fixo,a > 0ea # 1.

Para a fungdo exponencial temos os seguintes conjuntos para dominio e
contradominio ou imagem, Dom(f) = R e Im(f) = (0,o) . Também a funcdo
exponencial é injetiva. Isto &, se x; #+ x, = a** # a*2. Logo podemos pensar na fun¢io
inversa de f(x) = a*, definida no dominio (0, ) = R +. Note que este dominio para a
fungdo inversa € a imagem ou contradominio da fun¢do exponencial.

O objetivo deste item é estudar a fung¢do logaritmica como funcdo inversa da

exponencial.
Sejam a um numero real positivo (a > 0) e y um nimero real tal que y >0e

y # 1. Denominamos o logaritmo de y na base a como sendo o nimero real x tal que
a* = y. Usamos a notagdo:

x =log, vy,
e lemos “x é o logaritmo de y na base a”.

Portanto,

x=logayea*=y

Em resumo, a expressao x = log, y define a fun¢do lega como uma fung¢do da varidvel y
e inversa da fun¢do exponencial.

Ache a inversa das fungdes abaixo:
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¢) f:R=]0,+oo[, f(x) = 4%

d) f:R —=]0,+oo[, f(x) = 3*+D

Exercicios:

4) (Uel - adaptada) Sendo f: R — R} a fungao definida por f(x) = 2%, entao
a expressao que define a fungao inversa de f é:

2

I X

a)
b) "
C) log, x

d) vx
e)2™>*

5) (Ufsm - adaptada) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = mx +
p. Se f passa pelos pontos A(0,4) e B(3,0), entdo f~! passa pelo ponto:
a) (8,—2)
b) (8,3)
c) (8,-3)
d) (8,2)
e)(81)

6) (Unirio - adaptada) A funcao inversa da fung¢ao bijetora f: R — {—4} — R —

{2} definida porf(x) = ((2;‘43)) &:
a) fH(x) = ((zf:;))
b) 1) = ot
o) fx) =52
Q) f70) = 2
&) fHx) = T
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Interpretagdo geométrica da fungao inversa

_ A interpretacao geométrica da fungdo inversa se da a partir do estudo do
grafico das fungdes e suas inversas. A janela abaixo & a tela inicial do applet
desenvolvido no software de geometria dinamica Calculadora Gréafica GeoGebra
onde & possivel fazer o estudo dos graficos de forma simples.

Figura 1 = Tela inicial applet “Estudo Geométrico Funcéo Inversa”

N Calculadora Grafice - GeoGeh B %
o
fry=x == -
»; CE(E) = x+1 i =
O | rg=2x+5 G
Ot apg==x-1 i
O L Pl = ? L
O aM=x+2 @sxsx) e
. '; - B .. Rt -Q :
Clr=w=2" @sxsx) o
B i, izseel —
x

No canto esquerdo ficam as fungdes que utilizaremos nas atividades, e o
circulo na frente de cada fungdo permite exibir/esconder as fungdes da tela de
exibicao.

Para iniciar, devemos exibir a primeira fungéo plotada no software marcando
o circulo na frente da fungdo y = x, também chamada de bissetriz dos quadrantes
impares, que dividira o plano cartesiano em duas partes como a figura abaixo:
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Figura 2 - Bissetriz quadrantes impares

- o b
s 4 o
| 4
. ‘ 3
QO am=2+2 Ex<x) ¢ oy | -
oy : : ? ‘ : ‘
~or = -2, 0gxs=) |
B { y
O s =F+2ax+l (-1exexf ] ?
: ' : | Era— T & 4 3 3 4 T 6 [ 7 % [ 3 D 7
O W)=« (“1<xew) g | ! i i i 1 ’
- R | Y
. g | - - - e
O =213 PR . o %,
| - — I . B oy e ) N . # 2
€100 = loga(x—3) .
X

Essa reta esta personalioazada para ser tracejada e cinza claro para que
nao se confunda com os graficos que serao exibidos posteriormente.

Agora que ja realizou este passo, vamos as atividades:

Atividade 1) Exiba as funcgdes g(x) = x + 1 e h(x) = 2x + 5, determine
algebricamente as suas inversas g~*(x) e h™1(x) e também as exiba utilizando o
circulo na frente de cada uma delas no applet.

Resolucao algébrica:

c) O que vocé observou nos graficos dessas duas fungbes?

d) E possivel identificar visuaimente, em relagao a bissetriz dos quadrantes
impares, alguma semelhanga entre os graficos, ou alguma relacao entre

eles?

Atividade 2) Agora oculte os graficos utilizados na questao anterior, deixando
apenas a bissetriz dos quadrantes impares.

Vocé devera exibir a funcédo g(x) = x? + 2, devera ainda calcular o valor do
x,, para poder observar a delimitagao de dominio que a fungéo tem no applet.
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Resolucao algébrica:

Agora encontre a fungdo inversa de g(x), da mesma forma utilizando o
comando “exibir" compare os grafico da fungéo e sua inversa.

Resolugéao algébrica:

Faca o mesmo procedimento para a fungdo s(x) = x% + 2x + 1

Resolugao algébrica:

Agora que ja fez a analise dos dois graficos responda:

b) Observando o grafico das fungzo e sua inversa, em relagéo a bissetriz dos
quadrantes impares, j& € possivel verificar alguma regularidade?

Ja podemos perceber que o grafico da fungéo inversa é simétrico em relagao a
bissetriz dos quadrantes impares. Podemos dizer que a bissetriz funciona como um
espelho, o grafico da inversa é a reflexao do grafico da fungao.

Agora para concluirmos o estudo geomeétrico das fungdes, faremos o estudo dos
graficos das fungdes exponencial e logaritmica.

Atividade 3) Exiba a fun¢éo j(x) = 2* + 3, ache sua inversa e faga a comparagéo
dos graficos.

Resolucéao algébrica:

A partir do que ja estudamos, sabemos que o grafico j~*(x) é o grafico de qual
fungao?
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