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1. INTRODUGAO

O presente trabalho tem intuito de realizar um estudo sobre a lei dos cossenos,
utilizando demonstragio formal e pratica. Um dos recursos utilizados foram as animagdes

Contidas em sites, estas auxiliaram na demonstragio geométrica da lei dos cossenos.

O objetivo geral & abordar a interpretagao geométrica da lei dos cossenos fazendo
Com que os alunos, a que foram aplicadas as atividades, percebessem que 0s recursos
tecnolégicos, em particular as animagdes, contribuem para a aprendizagem do tema.

Visamos também, que os alunos sejam capazes de aplicar os conhecimentos adquiridos

Na resolugdo de problemas. Além disso, por meio do relato dessa experiéncia

Pretendemos incentivar professores de Matematica a buscarem novas maneiras de
abordar o tema em estudo.

Consideramos o tema muito rico. A possibilidade de ser estudado de varias
Mmaneiras levou-nos a escolhé-lo, pois assim podemos aborda-lo, de maneira diferente
daquelas que geralmente sdo usadas nas salas de aula. Preparamos um projeto que

abrange demonstragdes que nao encontramos na maioria dos livros didaticos.

De acordo com os PCN:

E preciso ainda uma rapida reflexso sobre a relagdo entre Matematica e
tecnologia. Embora seja comum, quando nos referimos as tecnologias ligadas a
Matematica, tomarmmos por base a informatica e o uso de calculadoras, estes

instrumentos, ndo obstantes sua importancia, de maneira alguma constituem o
centro da questdo. (BRASIL, 1999, p.41).

Assim, nesse projeto, usamos tecnologias associadas a aprendizagem Matematica,
e nao com um fim em si mesma.

O impacto da tecnologia na vida de cada individuo vai exigir competéncias que
vao além do simples lidar com as maquinas. A velocidade do surgimento e
renovagdo de saberes e de formas de fazer em todas as atividades humanas
tornardo rapidamente ultrapassadas a maior parte das competéncias adquiridas
por uma pessoa ao inlcio de sua vida profissional. (BRASIL, 1999, p.41).

Sendo assim, utilizamos, neste projeto, sites que possibilitam movimentagdes por

parte do usudrio. Consideremos que o uso consciente e critico de tecnologias pode ser

um instrumento facilitador da aprendizagem contribuindo para a construgdo do
conhecimento.
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Além disso, alguns topicos importantes relacionados com o nosso projeto sao
Citados em “Competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matemética” nos

PCN (BRASIL, 1999), s3o eles:

e Utilizar adequadamente o0s recursos tecnologicos como instrumentos de
produgio e de comunicagao,

o Formular hipéteses e prever resultados;

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagdo e
intervengao no real;

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagdes reais, em especial

em outras areas do conhecimento.

Neste contexto este trabalho iniciou com um relato da parte histérica do tema, de
modo a despertar interesse dos alunos. A seguir, foram propostas atividades com as
quais deduziram a lei dos cossenos, por meio da manipulagao de figuras em sites. Dessa

forma o contetido nao foi simplesmente explicado de maneira formal e classica.

Na etapa seguinte demonstramos a lei dos cossenos com auxilio de sites contendo
animagdes. Finalizamos com as atividades de aplicagdo, contemplando assim as
sugestoes dos PCN quando ressalta a importancia da aplicagdo dos conhecimentos
matematicos em situagdes reais, conforme citado anteriormente. Na proxima segao

descreveremos, detalhadamente, cada uma dessas etapas.

Aplicamos as atividades em uma turma do 3° ano do Ensino Médio de uma
instituicdo publica. Embora a turma ja houvesse estudado o conteldo de Lei dos
cossenos, nao tinha visto sua interpretagdo geométrica. O projeto foi aplicado em trés

tempos de aula distribuido em dois dias.
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2. DESENVOLVIMENTO

2.1 - Preparagio do projeto

No segundo periodo do curso de Licenciatura em Matematica foi dado inicio &
disciplina Laboratério de Ensino e Aprendizagem de Matematica, que consiste na
elaboragso de um projeto para aplicagdo em sala de aula, sob orientagdo de um
professor.

Neste projeto, nas primeiras aulas realizamos leituras de alguns textos
relacionados a Educago e Tecnologias para entendermos melhor o objetivo da disciplina
e como deveriamos desenvolver os projetos. Depois destinamos um tempo a escolha do

tema.

Inicialmente haviamos pensado em “Resolugéo de Triangulos” abordando além da
Lei dos Cossenos, a Lei dos Senos, mas devido as pesquisas realizadas sobre o tema,
percebemos que o tempo disponivel para o desenvolvimento do projeto nao seria
suficiente para abordar as duas leis, utilizando demonstragoes formais e geométricas com
animagdes. Sendo assim optamos pela Lei dos cossenos, pois os recursos encontrados
na pesquisa eram interessantes e diversificados, enriquecendo assim a aprendizagem do

tema pelos alunos.

Assim, com o tema escolhido comeg¢amos a pensar de que forma iriamos estudar o
contetido com os alunos e quais as atividades que iriamos elaborar. Encontramos alguns
sites com animagdes que possibilitam a demonstragdo da lei dos cossenos, selecionamos
os melhores e os inserimos no trabalho. Fizemos também uma pesquisa sobre a parte
histérica do tema.

Ainda no segundo periodo fizemos uma apresentagao em slides para toda a turma,
para orientadora deste projeto e para a orientadora de outro projeto desta disciplina,

mostrando o que pretendiamos fazer. Além disso, foi elaborado o relatério parcial das

atividades desenvolvidas.

No inicio do terceiro periodo, fizemos algumas alteragdes no projeto, a partir das
sugestoes feitas na apresentagdo oral e na corregao do relatdrio parcial entregue no

periodo anterior.

Dando continuidade, finalizamos a elaboragéo das atividades e realizamos um

teste exploratério com a nossa turma, com intuito de detectar alguns erros e perceber o
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Que poderia ser modificado para a aplicagio do projeto com o plblico alvo (alunos do
Ensino Médio).

Depois da aplicagdo do teste exploratério, com ajuda de nossa turma e da
Orientadora, detectamos que algumas mudangas deveriam ser feitas. Percebemos que
deveriamos ter proposto um problema inicial com o intuito de verificar 0s conhecimentos
dos alunos sobre o tema. Além disso, percebemos que era necessario que realizassemos
Uma pesquisa mais ampla da parte histérica. Os pré-requisitos deveriam ser abordados
de forma dialogada e alguns exemplos deveriam ser dados. Nas atividades de dedugao
Percebemos que deveriamos disponibilizar para os alunos os links dos sites em um
arquivo do Word ou abrir todos os sites antes do inicio da aula. Na ficha de atividades
foram feitas algumas alteragdes nos enunciados, para ndo deixar ddvidas nos mesmos,

facilitando a compreensao dos alunos.

A partir de uma sugestdo da orientadora acrescentamos, nas atividades de
dedugdo, uma atividade de classificagido dos triangulos quanto aos angulos. Na
demonstragdo da formula, as letras que estavam na cartolina utilizada deveriam ser
maiores. No problema que destacava a aplicagdo da lei dos cossenos na fisica
percebemos que o desenho deveria ser feito em cartolina para facilitar a visualizagdo dos
alunos.

Um problema encontrado durante o teste exploratério foi que um dos sites utilzados
estava fora do ar naquele dia. Devido a esse problema decidimos preparar alguns
recursos que o substitua. Salvamos a pagina da web, para podemos utiliza-la off-line e
preparamos uma copia da imagem da animacgéo do site em cartolina. Apés detectar os
problemas citados, fizemos as alterages necessarias no projeto.

No quarto periodo realizamos outro teste exploratorio, desta vez somente para a
nossa orientadora. Este teste foi aplicado em quatro tempos de aula, percebemos que
houve uma melhora significativa em relagéo ao anterior, atribuimos este fato ao trabalho
estar mais estruturado e ao grupo apresentar mais firmeza em relagéo ao conteido.

Detectamos, neste teste exploratério, que algumas alteragdes seriam necessarias.
Nos pré-requisitos identificamos quais as relagbes que realmente seriam utilizadas no
decorrer do trabalho e acrescentamos a visualizagdo dessas relagdes no Geogebra', o

' Essas construgbes foram elaboradas no &mbito do projeto de pesquisa *Tecnologias de Informaglo e
Comunicagdo na Aprendizagem de Matemadtica® desenvolvido no CEFET Campos, sendo a orientadora
deste trabalho, pesquisadora do mesmo.

Digitalizado com CamScanner



5

Que anteriormente era feito somente na circunferéncia trigonométrica (desenhada num
Pedago de madeira). Até este teste, as atividades, possibilitam apenas a deduggo de uma
relacio entre a medida dos lados do tridngulo, a qual posteriormente seria utilizada para
demonstrar a lei dos cossenos. Percebemos que seria melhor se a lei dos cossenos fosse
deduzida pelos alunos e nao apenas a relagao. Notamos que iria facilitar a explicagao se

eproduzissemos as figuras de um dos sites, utilizados em cartolina. Fizemos todos os
3justes necessarios.

2.2 Etapas do Projeto

Os tépicos a seguir destacam as etapas do desenvolvimento do projeto:
» Parte historica
* Problema Inicial
e Pré - requisitos
e Dedugao da lei dos cossenos
e Demonstragao da lei dos cossenos (Geométrica e Formal)
¢ Aplicagdo na fisica

¢ Atividades de aplicagdo

2.2.1 Parte historica

Iniciamos a aplicagdo do nosso projeto destacando um pouco da historia da
trigonometria. O objetivo desta etapa é estimular os alunos para o estudo do tema.

Nessa parte foi utilizado um arquivo do Power Point, no qual foram colocados os
topicos mais importantes do texto abaixo, visando facilitar a exposigdo desta parte
(Figura 1).

A palavra trigonometria € de origem grega, formada por trés radicais: tri = trés,
gonos = angulos e metron = medir (DANTE, 2005). Dai vem o seu significado: medida dos
triangulos (DANTE, 2005). Por isso, podemos dizer que a trigonometria é a parte da
Matematica que tem como objetivo o célculo das medidas dos elementos de um tridngulo
(lados e angulos) (DANTE, 2005).

Além de ser usada na Matematica, a trigonometria, ndo se limita a estudar
somente os tridngulos (DANTE, 2005). Sua ampliagdo se estende a varios campos da
Matematica (como a Geometria e a Andlise). Encontramos também aplicagdes da
Trigonometria na Fisica, na Quimica, em quase todos os ramos da Engenharia e em
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Muitos outros campos de atividades, aplicagoes essas envolvidas em conceitos que

dificilmente lembram os triangulos que deram origem a trigonometria (DANTE, 2005).

Devido as relagbes estabelecidas entre as medidas de angulos e de segmentos, a
trigonometria, foi considerada originalmente como uma extenséo da Geometria (DANTE,
2005).

Os babildnios ja usavam a trigonometria para resolver problemas préticos de
Navegacso, de agrimensura e de Astronomia (DANTE, 2005). A Astronomia foi a grande
impulsionadora do desenvolvimento da trigonometria, principalmente entre os gregos e oS
egipcios (DANTE, 2005). Os astronomos estabeleceram 0s fundamentos da
trigonometria. (DANTE, 2005).

A trigonometria, como 0s outros ramos da Matematica, ndo foi obra de um sé
homem - ou nagdo (BOYER, 2001). Ha indicios que teoremas sobre as razdes entre
lados de triangulos semelhantes tenham sido conhecidos e usados pelos antigos egipcios
e babilonios (BOYER, 2001).

Sabe-se que o astronomo grego Hiparco de Nicéia (séc.ll a.C) foi o mais
importante astrénomo da antiguidade, e que em razao disso, costuma ser chamado de “o
pai da trigonometria” (IEZZI, 2004). Ele foi quem empregou, pela primeira vez, relagdes
entre os lados e os angulos de um triangulo retangulo, por volta de 140 a.C (DANTE,
2005). A trigonometria de Hiparco surgiu como uma “tabela de cordas” em doze livros,
obra que se perdeu com o tempo. Nessa obra foi usado pela primeira vez o circulo de
360° (IEZZI, 2004).

Ptolomeu (125 a.C), o mais célebre astrénomo da Antiguidade, preservou a obra de
Hiparco e ampliou de maneira brilhante (IEZZI, 2004). Gragas a ele surge o documento
mais antigo que trata da trigonometria: O almagesto (baseados nos trabalhos de Hiparco),
um compéndio de astronomia em treze livros, do qual ainda ha cépias hoje em dia (IEZZI,
2004). Ptolomeu apresenta um verdadeiro tratado de trigonometria retilinea e esférica, na
sintaxe Matemética (DANTE, 2005).

Importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o arabe, no fim do século VI,
mostrando quanto aquele povo estava familiarizando com esse ramo da Matematica, e
foram os responsaveis pelas notaveis descobertas feitas pelos matemaéticos drabes sobre
a trigonometria (DANTE, 2005).
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No século XV, procurando restabelecer a obra de Ptolomeu, Purback, introduziu o

seno e a tangente na Trigonometria e construiu a primeira tabua trigonométrica. (DANTE,
2005).

Todos os alunos ficaram atentos a apresentagao e nao fizeram perguntas.

2.2.2 Problema Inicial

Logo apés o relato da Parte Historica, apresentamos aos alunos um problema
inicial em que sua resolugéo envolvia a lei dos cossenos. Este problema € uma aplicagio
no cotidiano, nele é solicitado que se calcule quantos metros de encanamento serdo
necessarios para ligar um pogo a uma caixa d'agua. Utilizamos uma cartolina com o
esquema do problema para facilitar a compreenséo dos alunos (Figura 2).

O objetivo deste problema inicial era verificar se os alunos tinham alguma sugestao
para resolvé-lo. Alguns alunos sugeriram resolver aplicando a lei dos cossenos. Sendo

assim, comunicamos que eles naquela aula iriam conhecer uma nova abordagem desse
contetdo.

Este mesmo problema é a primeira quest&o da ficha de atividades de aplicagio que
foi respondida pelos alunos no final da aula.
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Figura 2: Problema Inicial

2.2.3 Pré-requisitos

Para o estudo da Lei dos Cossenos & importante rever alguns pré-requisitos.
Sendo assim, foi feita uma revisdo dos seguintes contetidos:

> Classificagdo dos tridngulos quantos aos angulos;

» Angulos complementares e suplementares;

» Definigao de cosseno e seno no triangulo retangulo;

» Cosseno e seno dos angulos notaveis;

» Cosseno e seno de angulos complementares e suplementares.

Para explicagao do primeiro item foram utilizados triangulos de cartolina, com a
medida de seus angulos indicadas, para que os alunos pudessem classifica-los quanto a
medida de seus angulos, o que de fato foi respondido.

A seguir definimos angulos complementares e suplementares e utilizando o
triangulo da figura 3, construido em cartolina, relembramos o nome dos lados de um
tridngulo retangulo e a definicdo de seno e cosseno de um angulo agudo.
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Figura 3: Razdes Trigonométricas

Aproveitamos a figura para iniciar a explicagdo de que quando os angulos sao
complementares o seno de um angulo é igual ao cosseno do outro, como apresentado na
figura 3. A seguir foi colada no quadro uma tabela que continha o seno e cosseno dos
angulos not4veis (Tabela 1), utilizando-a reforgamos a relagéo entre seno e cosseno de
angulos complementares.

Tabela 1: Valores notaveis

Depois desta explicagdo foi apresentada aos alunos uma circunferéncia
trigonométrica desenhada num pedaco de madeira. Este material facilitou a explicagao de
algumas relagdes entre o seno e o cosseno dos angulos suplementares (Figura 4).
Utilizamos também, para explicar algumas dessas relagbes, construgbes feitas no
software Geogebra, com a finalidade de facilitar a visualizagdo e a compreenséo das

mesmas, pelos alunos.
Entendida esta parte, apresentamos outras relagdes que foram utilizadas na

dedug&o e na demonstrag&o da lei. Sao elas:cos 6 = sen (90° + 8), sen (270° - 0)= - cos 6.
Os alunos se mostrarao bastante atentos e participativos durante esta etapa.

D;i_g'italizado com CamScanner



10

L
I AR

gura 4: Pré-requisitos

2.2.4 Deducio da lei dos cossenos
Apos as duas etapas ja descritas, iniciamos o estudo da Lei dos cossenos, com as
atividades de dedugao (Anexo 1). Foram trés atividades, uma para triangulo retangulo,

uma para acutangulo e outra para obtuséngulo.

Os alunos receberam uma ficha que continha todas as atividades que eles teriam
que fazer utilizando o site, para dedugo da lei.

O objetivo dessas atividades era comparar as areas dos quadrados formados sobre

os lados do tridangulo, deduzindo assim algumas relacGes.
A deduggo iniciou com o tridngulo retangulo, onde foi feita a verificagdo do

Teorema de Pitagoras. Pedimos para os alunos abrissem o site:

http://www.ies.co.jp/math/java/geo/pythafvipythafv.html. Nele apareceu a imagem

mostrada na figura 5.
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Figura 5: Tridngulo Retangulo

atividades, a figura passou a ser a representada na figura 6.

Ap6s as movimentagdes solicitadas nas letras a, b,c, d, e e f doitem 1 da ficha de

i

i
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(& Quadrilateral mode
" Triangle mode
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S
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(19972000 JES

sites. O primeiro foi:

Flgura 6: Teorema de Pitagoras

sobre os catetos (b e c).

simbolicamente, a relagdo deduzida: a® = b? + ¢,

A partir das movimentagdes, os alunos visualizaram que a area do quadrado
formado sobre hipotenusa (a) é igual a soma das areas dos quadrados formados

Nos itens g, h e i, da mesma atividade, foi solicitado que movimentassem o
triangulo e repetissem os passos anteriores. Assim, os alunos conjecturaram que esta
afirmagao é valida para qualquer tridngulo retangulo. O item ] pedia para escrever,

A segunda dedugdo foi no tridngulo acutangulo, atividade 2, nela utilizamos dois
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http://euler mat ufrgs.br/~edumatec/atividades/ativ1 8/CabriJava/todas.htm, no qual

inicialmente aparece a figura 7.

EN< x

Mova os pontos A, X, Y,Ze W
Figura 7: Triangulo Acutangulo

Pedimos aos alunos que resolvessem os itens b e ¢, os quais geraram a figura 8.

Y o—

2.
L9

Wo—
Mova os portos A, X,Y, Ze W

Figura 8: Triangulo Acutangulo 2

E no item d, da mesma atividade, os alunos conjecturaram que a area do

quadrado que esta sobre o lado BC é menor que a soma das areas dos quadrados

que estio sobre os lados 4B e AC.

Digitalizado com CamScanner



13

Ao fazerem o item e, verificaram que essa afirmagfo 6 vélida para qualquer

tridngulo acutangulo. Finalizando, no item f, pedimos que os alunos escrevessem 3a
relagio matematica deduzida: a® < b? + ¢,

Nessa parte alguns alunos tiveram dificuldades em estabelecer a relagio, pois Nao
Visualizaram, de imediato, as areas que “sobram’”.

Com as relagdes a? = b? + c* e a? < b? + ¢* foi possivel estabelecer uma maneira de
classificar os triangulos quanto aos angulos conhecendo apenas a medida de seus lados.
Para isso, basta comparar a area do quadrado construido sobre o maiof lado do triangulo
com a soma das areas dos outros dois quadrados que foram construidos sobre 0s outros
dois lados do triangulo. Se for igual, o tridngulo & retangulo, se for menor, acutangulo.

Nesse momento perguntamos qual seria a classificagao, quanto aos angulos, dos
tridngulos cujos lados medem 8 cm, 10 cm, 12 cm e 6¢cm, 8cm e 10cm . Para responder
usaram corretamente as relagbes citadas anteriormente. Eles nao conheciam essa
maneira de classificar os triangulos, mas conseguiram compreender bem, pois
responderam corretamente aos exemplos propostos.

Dando continuidade mostramos, a partir de movimentagdes na figura, que a
relacio a? < b? + ¢2 poderia ser escrita da seguinte forma: a* = b? + ¢* - (A figs + A figa).
no qual A fig; e A fig, sao respectivamente as areas que “sobraram” nos quadrados scbre
os lados 4B e AC.

No segundo site: http://www.ies.co.jp/math/javaltriglyogen auto/yogen auto himi,
apareceu a figura 9. Utilizando-a os alunos fizeram os itens de a até d da atividade 2.1. A
partir da resolugéo foi visualizada a figura10.
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Figura 9: Lei dos Cossenos no Triéngulo Acutangulo

7
Y

Figura 10: Lei dos Cossenos no Triangulo Acutangulo 2

A partir da resolugéo do item e os alunos observaram que as areas que restaram

nos quadrados formados (A figs e A figz) sobre os lados AB e AC eram congruentes. No

item f os alunos perceberam que isso acontece em qualquer tridngulo acuténgulo.

Ja que, A figr = A fig,, entdo, a sentenca deduzida anteriormente,

a? = b2 + c2— (A fig, + A fig,), pode ser escrita da seguinte forma:

a?=b? + c?- 2A fig,
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Logo ap6s chegarmos a esta igualdade, mostramos uma reprodugso da figura 11,
€m cartolina, para que pudéssemos demonstrar a lei dos cossenos.

Figura 11: Lei dos Cossenos no Triangulo Acuféngulo

Para a demonstragdo da lei, s6 precisdvamos determinar a area do paralelogramo
azul. Para calcularmos essa area (Figura 11), que é equivalente a figura 1 e a figura 2,
dividimos o paralelogramo em dois tridngulos congruentes cujos dois lados eram
congruentes aos lados do triangulo ABC (c e b) e o angulo compreendido entre dois deles
era (90° + A). Entdo para calcularmos a area desses tridngulos, utilizamos a férmula de
area: A= %2 b.c.sen 0, onde b e ¢ sdo os lados de um tridngulo e 8 o dngulo compreendido
entre eles. Essa férmula era nova para os alunos.
Visto isso, como a area da figura era composta por dois triangulos, calculamos a
area do paralelogramo da seguinte maneira: A= 2. 2 a.b.sen. (90° + A).
Simplificando e substituindo sen (90° + A) por cos A, chegamos que a
Afig, = c.b.cos A. Assim a relagdo a* = b? + ¢2 - 2Afig; , deduzida anteriormente, ficou

assim: a? = b? + ¢? - 2 c.b.cos A, que & a lei dos cossenos deduzida a partir de um
triangulo acutangulo.
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Figura 12: Atividades de dedugo: Tridngulos Acutangulos

Os alunos resolveram também, atividades para dedugdo da lei dos cossenos para
o tridngulo obtusingulo, o que foi feito de maneira andloga ao que descrevemos
anteriormente para o triangulo acuténgulo.

Neste caso, porém, a partir da resolugao da atividade 3.1 foi possivel concluir que a
area do quadrado formado sobre o lado BC é maior do que a soma das areas dos
quadrados formados sobre os lados AB e AC (a®> > b? + ¢?), ou seja,
a?=b?+c?+ (A fig, + A figz).

A atividade 3.2 possibilitou concluir que as areas dos retangulos que “faltam”, para
completar o quadrado sobre o maior lado, s&o equivalentes (A fig, = A fig,). E, assim,

chegamos a seguinte sentenca:

a?=b?+c*+ 2A fig,

Fizemos uma reprodugdo da terceira imagem da figura 13 em cartolina. Utilizamos
esta figura para demonstrar a lei dos cossenos para tridngulo obtusangulo. Para
determinar a area do paralelogramo azul o dividimos em dois tridngulos congruentes, e
utilizarmos a férmula para célculo de area de tridngulos ja citada na demonstragéo para
triangulos acutangulos. Iniciamos determinando o angulo obtuso do paralelogramo azul
(Figura 13).
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Seja B a medida do angulo obtuso do paralelogramo azul (Figura 13) podemos
afirmar que B = 90° + x (1), sendo x a medida do &ngulo externo A do AABC.

Para determinar B em fungdo dos angulos internos do triangulo ABC, precisamos
eXpressar x em fun¢do da medida de um dos angulos internos do triangulo ABC. Como A

€ X 530 angulos suplementares podemos afirmar que x = 180° - A (Il)

Substituindo | em II, temos:
R=90°+180°-A
B=270°- A

Como a area do paralelogramo azul é dada por A fig:= 2. ¥; c.b.senB (area de dois
triangulos). Substituindo B por 270° - A temos que A figs = c.b.sen (270 — A). Como
sen(270 — A) = - cosA, podemos afirmar que A fig, = -c.b.cosA.

Assim a relagdo a? = b? + ¢? + 2Afig, , deduzida anteriormente, pode ser escrita da
forma: a2 = b? + ¢? - 2 c.b.cos A, que é a lei dos cossenos deduzida a partir de um

tridngulo obtusangulo.

Figura 13 - Lei dos Cossenos no Tridngulo Obtusangulo
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Ap6s, utilizamos as relages deduzidas nas atividades 2.1 e 3.1, solicitamos,
o : y .
ralmente, aos alunos que classificassem o tridngulo cujos lados medem 11cm, 8cm e

Scm Quanto a medida de seus angulos. Ap6s alguns calculos os alunos responderam
Corretamente.

De maneira geral, percebemos que na atividade 3 (Tridngulo Obtuséngulo) os
alunos responderam com maior facilidade, pois ja haviam feito as atividades 1 (Tridngulo
REténguk)) e 2 (Triangulo Acutangulo) que eram parecidas. Constatamos entao que
Nosso objetivo foi atingido, pois a maioria dos alunos participou ativamente e chegaram as
Conclusdes pedidas nas atividades corretamente.

Finalizamos o primeiro encontro (duas aulas) nesta etapa, no segundo encontro
Com a turma continuamos o desenvolvimento realizando as demais etapas conforme
descrevemos a seguir.

| |
‘e h) 7
i I

ol - b~ e
ra 14: Atividades de dedugao: Triangulos Obtusangulos

Figu

2.2.5 - Demonstragao geométrica da lei dos cossenos

Iniciamos o segundo dia do desenvolvimento do projeto com uma demonstragao
geométrica da lei dos COSSENos utilizando 0 site:

http://www.atractor.pt/mat/sem_palavras/lei cossenos.html.

Além do recurso tecnolégico do site, foi reproduzido em material emborrachado as
figuras que apareciam no site visando facilitar a compreensdo dos alunos e para que

tivéssemos um outro recurso que substituisse o site caso ocorresse algum problema.

Ao abrir o site aparece a figura 15 que ¢ utilizada para a demonstragao da lei dos

cossenos.
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Figura 15: Demonstragao da Lei

rtir dele formamos o heptagono

Consideramos um tridngulo ABC acutangulo, a pa
gulo ABC e dois quadrados.

(Figura 15) contendo trés triangulos congruentes 2o trian

Anep= a2 +b*+(3XAmsc) [ —> |

A 4rea do heptagono &, portanto:

E importante ressaltar que no desenvolvimento do projeto sobrepomos 0S

triangulos (feitos em material emborrachado) para justificar que 0s triangulos eram

congruentes.

Transladando os triangulos congruentes, obtemos uma nova decomposi¢do do

heptagono como mostra a figura 16.

Figura 16: Demonstragéo da Lei 2
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Podemos observar que os paralelogramos s40 congruentes, mostramos aos alunos
e \
Sta parte sobrepondo os paralelogramos feitos em emborrachado.

Observando a figura 16 podemos afirmar que a area do heptagono é:

lihep=c2+3xAM9c+2xéreadoD — 1

Igualando | e I, temos:
2
A%+ b? + (3 x A anac) = G + (3 X A pagc) + 2 area do/_/ ,ouseja

2 - ra
¢® =a2+p2-24areado /7 (Ill), resta agora expressar a area do paralelogramo em
func&o dos elementos do triangulo ABC.

A c
Figura 17: Demonstrac&o da Lei 3

Observando o triangulo AYZ (Figura 17), temos:
0+o+p=180°—> o+p=180°-6(V)

Na figura 17, também podemos observar que:
XVZ+ o+ p +90° =360°

XVZ+ o+ p=270°(V)

Substituindo IV em V.

XFPZ+180° -0 = 270°

X¥Z=90+0
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a de um tridngulo qualquer PQR (Figura 18) pode ser calculada

Sabendo que a are
¢ao anterior.

pela formula A = L PQ. QR .senPQR, conforme ja descrito na se
2

P

/Py

Q
Figura 18: Area do triangulo

R

Assim, podemos afirmar que:

Figura 19: Area do paralelogramo

Asreado/ / =(2xAmv2)

Como A axyz = %ab.sen(90° +0), entdo a éreado [ /= 2% .ab.sen(90° + 6)

Como sen (90 + 6) = cos 6-, temos que:
A area do/_/ =ab.cos. (VI)

Substituindo VI em lll, temos:

c2 =a?+b?-2.ab.cosb

Toda esta parte, a demonstragao geométrica, foi feita de uma forma dialogada com

os alunos. Recebemos um 6timo retorno dos alunos, e percebemos que eles estavam
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bastante entusiasmados com esta demonstragao, atribuimos este fato ao uso do site do

Material emborrachado.

No link: http://www.atractor.pt/mat/sem palavras/lei_cossenos1.html, podemos

conferir uma demonstragéo similar para triéngu|o obtusangulo.

Figura 20: Demonstracao Geométrica da Lei dos Cossenos

Essa etapa, atividades de deducao, possibilitou a percepgao do quanto &

importante o uso de recursos inovadores na construgéo de conhecimentos.

2.2.6 - Demonstragao formal da lei dos cossenos

Tinhamos o intuito de nesta etapa do projeto, explicar uma demonstragao formal,
que é geralmente a encontrada nos livros, mas devido ao tempo, pois no segundo dia da
aplicagao do projeto s6 tinhamos um horario (50 minutos) para finalizar o projeto, nao foi
possivel a realizagao dessa etapa. Isto ndo prejudicou nosso trabalho, pois ja havia sido

demonstrado a lei dos cossenos de duas maneiras.

Pretendiamos utilizar um cartaz contendo o desenho do tridngulo acutangulo, como
mostra a figura 23, sendo a, b, e ¢ sdo as medidas dos lados do triangulo; o segmento

BD & a altura relativa ao lado 4C; AD é a projegao ortogonal do lado AB sobre o lado
7C e CD é a projegdo ortogonal do lado BC sobre o lado AC .
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A m D bm C
Figura 21: Triangulo Acutangulo ABC

Para comegar a demonstragao, aplica-se o teorema de Pitagoras nos triangulos

retdngulos CBD e ABD, com isso temos:
a’>=h?+(b-m)? (I
h2=c2-m? (ll)
Substituindo (l1) em (1), temos que:
a’=b%+c?—2bm (Ill)

No triangulo CAD, temos que:
cos A=

m = c.cos A (IV)

Substituindo (IV) em (lil), temos que:
a?=b?+c?-2.b.c.cosA

Por extens3o, a lei dos cossenos também permite escrever:
b?=a?+c?—2.cb.cosB

c? =a? +b?—2.c.b.cosC

Com isso, podemos afirmar que:

Num tridngulo ABC qualquer, o quadrado da medida de um lado & igual &
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes
o produto dessas medidas pelo cosseno do angulo formado por eles.
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2.2.7 Aplicagio na Fisica

Retomamos ao problema inicial antes de iniciar esta etapa. Como ja havia sido
de'“0"8trada a lei dos cossenos todos sabiam como resolver o problema. Nao houve
divida nesta etapa do projeto.

Na aplicagéo da lei dos cossenos a fisica, fizemos uma reproducao da figura 22 em
Cartolina, para facilitar, a compreensao dos alunos aos explicarmos. Essa etapa foi

baStarlte corrida, pois s6 tinhamos um tempo de aula disponivel para esta etapa e a
Seguinte,

Explicamos que a férmula utilizada na fisica para determinar o vetor resultante é a
%:S_QQSJ;HQ s6 que com o sinal invertido, devido ao 4ngulo considerado na férmula
(Ssuplemento do angulo usado na lei dos cossenos).

Segundo Dante (2004), alguns alunos notam que os professores de Fisica, quando
studam forgas, ensinam a “lei dos cossenos com o sinal de +”, enquanto os professores
de matematica ensinam essa lei com o “sinal de —" .

Fisica: R? = a2 + b? + 2ab.cosd

Matematica: ¢® = a® + b? - 2ab.cos C

A bem da verdade é que poucos professores de fisica citam a lei dos cossenos,
Preferindo ensinar tal formula como “célculo do médulo do vetor resultante” ou apenas
“vetor resultante” (DANTE, 2004).

Figura 22: Forga Resultante

O que acontece é que nas situagdes de soma vetorial da fisica temos que o angulo
@ € o angulo entre os dois vetores que serdo somados para se obter 0 vetor resuttante R
(Figura 22). Olhando a mesma situagdo do ponto de vista matematico, a, b, R nao
formam um triéngulo, porém, considerando o lado do paralelogramo paralelo ao vetor a,

formamos um tridngulo no qual podemos utilizar o &ngulo suplementar a @ e aplicar a lei
dos cossenos (DANTE, 2004).
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Utilizamos o cartaz contendo poligonos apresentadas na figura 23 e relacionamos

a férmula usada na fisica com a lei dos cossenos.

Figura 23: Forga Resultante — Lei dos Cossenos

Assim, R 2 = a% + b? - 2ab.cos(180° - 8).

Como sabemos que cos (180° - R) =-cosé, entdo poderiamos reescrever essa formula:

R 2= a2+ b?- 2ab.(-cosd) =

R 2=a’+b?+ 2ab.cosd

A férmula é a mesma, apenas o angulo utilizado na Fisica nao é o mesmo utilizado

na Matematica (DANTE, 2004). Todos entenderam a explicagdo, nao apresentando

duvidas.

Figura 24: Aplicag&o na Fisica
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2.2.8 Atividades de aplicagao
Nesta etapa foram propostas e corrigidas algumas atividades de aplicagdo YD

2). Foram excluidas as questées 4 e 7 devido a falta de tempo para aplicagao do projeto.
Determinamos um tempo para que os alunos fizessem cada questao e logo apés
corrigiamos junto com os mesmos. Obtivemos um étimo retorno dos alunos na resolugao

dos exercicios e a maioria deles conseguiu resolver as questdes de forma correta.

Figura 25: Corregao da Ficha de Atividades de Aplicagao
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3 ~ CONSIDERAGOES FINAIS

Na aplicagiio deste projeto abordamos a lei dos cossenos, de maneira diferente
das encontradas nos livros didaticos, utilizamos algumas sites educacionais, visando
Contribuir para a aprendizagem do tema, ja que 0 uso da mesma facilita a compreensao e
desperta o interesse dos alunos.

A tecnologia & uma ferramenta eficiente na construgao de conhecimentos, visto que
a utilizagso de recursos complementares contribui como um meio para melhorar a
qualidade de ensino. E esses recursos devem ser utilizados de maneira integrada e
inteligente para propiciar a construgao do conhecimento do aluno e ndo apenas para
motiva-lo (SILVA, 2005).

Na aplicaggo do projeto buscamos fazer o que foi descrito por Silva (2005) e
analisando o desenvolvimento do projeto percebemos que conseguimos, pois nas
atividades de dedugdo os alunos desenvolveram suas proprias respostas, o que era o
nosso propésito, utilizando recurso tecnologico como instrumento que auxilia no

desenvolvimento e organizagio do pensamento.

Percebemos, porém que deveriamos ter solicitado mais a participagdo dos alunos

para que expusessem suas observagoes.

Analisando as fichas de atividades respondidas, pudemos constatar que 30% dos
alunos deixaram a (ltima questio incompleta. Atribuimos isto ao fato de nao termos tido
tempo suficiente para concluir esta questao visto que nela encerramos o primeiro dia de
aplicacao do projeto.

De acordo com os comentarios dos alunos verificamos que a maioria se interessou
pela aula, pelo fato da mesma ser interativa, dindmica e inovadora devido ao uso das
tecnologias, o que segundo eles ndo é comum em sala de aula. Alguns desses
comentarios se encontram no anexo 4.

Sendo assim, vimos que apesar de algumas falhas, este projeto de laboratério de
ensino e Aprendizagem de Matematica foi muito construtivo para o grupo, devido ao fato
de termos a oportunidade de estudar o tema de forma aprofundada. Consideramos ser
dificil preparar um projeto como esse, com tanto vigor, quando exercemos de fato a
funcéo de educador.
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i de
Temos consciéncia de que como educadores teremos que propor situagdes

aprendizagem que exijam investigagao, reflexdo e critica, pois dependera de nés para que

O processo de ensino e aprendizagem ocorra de forma eficaz.
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ANEXOS
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’ Ministério

# CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS __da Educacho
- 1 Secretaria de Educacio
“»EOI Universidade da Tecnologla e do Trabalho "M":io;'“l mn;lwa
Nome: Série:
Tuma:

Estas atividades foram elaboradas por Heloiza Rangel, Josie Vasconcellos,
Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento para um projeto que
sera desenvolvido no ambito da disciplina Laboratério de Ensino na Licenciatura
em Matematica do CEFET-Campos.

Ficha de atividades — Lei dos cossenos
1. Triangulo retingulo:

a) Abra o site:

httg://www.ies.co.'|g/mathliavalgeo/gﬂhafv/gﬂhafv.html

b) Observe as figuras e va ao final da pagina.

c) Clique em “Define”.

d) Clique na seta para a direita e observe.

e) Repita o item “d” até preencher o quadrado.

f) Compare a area do quadrado que estd sobre a hipotenusa (apés as
movimentagées ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois quadrados.

Descreva o que vocé observou.

g) Clique em “Init”.
h) Movimente o vértice do angulo reto (ponto vermelho).
i) Refagca ositens c, d, e, e f.

j) Considerando que a hipotenusa de um triangulo mede a, os catetos medem b e
¢, que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da medida do seu lado e o
que foi observado nos itens anteriores, estabele¢a uma relagéo entre a area do
quadrado que esta sobre a hipotenusa (a) e a soma das areas dos quadrados
formados sobre os catetos (b e c).
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2. Triangulo acutingulo:

2.1 Abra o site:

http://euler. mat.ufrgs.br/~edumatec/atividades/ativi8/CabriJavaltodas.htm

b) Observe a figura.

C) Arraste os pontos X e Z até o final das retas.

d) Compare a area do quadrado que esta sobre o lado oposto ao &ngulo A (apés
as movimentagbes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
Quadrados. Descreva o que vocé observou.

e}AVolte os pontos X e Z para a posi¢éo inicial, movimente o ponto A, mantendo o
tridngulo acutangulo e refaga os itens c e d.

f).Considerando que o maior lado do tridangulo mede a e os outros dois lados do
tridngulo medem b e c. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabeleca uma
relacdo entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das areas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).

2.2 Abra o site: :

http://www.ies.co.jp/math/javaltrig/lyogen auto/yogen auto.html
a) Va ao final da pagina.

b) Clique na seta para a direita 3 vezes observando a tela.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item c.
e) Descreva o que vocé observou no item d.

f) Clique em “Init”, a seguir em “green”. Movimente o ponto A, mantendo o
triangulo acutangulo e refaga os itens b, c, d e e.

Comentarios:
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3. Triangulo Obtusangulo

3.1 Abra o site: _
http://euler.mat.ufr s.br/~edumatec/atividades/ativ18/Caanava/todas.htm
a) Observe a figura que contém dois tridngulos obtusangulos.

b) No primeiro triangulo obtusangulo arraste os pontos X e Y até o final das retas.
c) No segundo tridngulo obtusangulo arraste 0s pontos X e Zaté 0 final das retas.
Observe a figura. Arraste os pontos Y e W até o final das retas.

d) Compare a area do quadrado que esta sobre o lado BC (apbs as
movimentagdes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois quadrados.

Descreva o que vocé observou.

e) Volte os pontos X, Y, Z e W para a posigao inicial, movimente o ponto A

mantendo o tridngulo obtusangulo e refaga os itens ¢ & d.

f) Considerando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do
triangulo medem b e c. que a 4rea do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma
relagdo entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das areas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).

3.2 Retorne ao site:

http://www.ies.co.jp/math/javaltrig/yogen auto/lyogen_auto.html e clique “green” e

em “Init".

a) Movimente o vértice A, tornando BAC um &ngulo obtuso.
b) Clique na seta para a direita | > |3 vezes.

c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item b.
e) Descreva o que vocé observou no item d.

f) Clique em “Init"’, a seguir, em “green”. Movimente o ponto A, to‘mando o
novamente um angulo obtuso e refaga os itens b, ¢, d, e.

Comentarios:
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ANEXO 2: Atividades de Aplicagao
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g Ministério

z
7 CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS DG ... e
CEPEy e aa— - Secretaria de Educacso
C‘HPEDI Unliversidade da Tecnologla e do Trabalho Proisons  Tcnolsia
Nome: Série:
Turma:

Estas atividades foram selecionadas por Heloiza Rangel, Josie
Vasconcellos, Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento para
um projeto que sera desenvolvido no 4mbito da disciplina Laboratério de Ensino
na Licenciatura em Matematica do CEFET-Campos.

1- (Unicamp-SP - adaptada) A agua utilizada na casa de um sitio & captada e
bombeada do rio para uma caixa-d'agua a 50 m de distancia. A casa estaa8Om
de distdncia da caixa-d'dgua e o &ngulo formado pelas diregbes caixa-
d’'agua/bomba e caixa-d'agua/casa & de 60°. Se pretende-se bombear a agua do
mesmo ponto de captagdo até a casa, quantos metros de encanamento sao
necessarios?

rio (bomba)

caixa-d'agua * ® casa

2- Duas forgas de intensidade F1=8N e F2= 12N formam entre si um angulo de
60°. Qual é a intensidade R resultante dessas duas forgas?

3- Classifique os tridngulos quanto & medida de seus angulos:
a) cujos lados medem 6,12 e 13.

b) cujos lados medem 6, 10, e 12.
c) cujos lados medem 5, 12 e 13,
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terreno triangular tem frentes de 6m e 8m em

4 — (DANTE, 2000 — adaptada) Um
( b ) to mede o terceiro lado do terreno?

ruas que formam um angulo de 75°. Quan

5. (UF-MG) Na figura, B é o ponto médio do segmento DE e ABCD & um

retdngulo de lados DC=1 e AD=2. Determine AE:;

6- (Fuvest- SP) Na figura abaixo. AD = 2 cm, AB =J§ cm, a medida do éngu_lo
BAC é 30° e BD = DC, onde D é um ponto do lado AC . A medida do lado BC,

emcm, é;

a) V3

b) 2

c) V5 5 "
d) V6 A
e) V7

7- (Unirio-RJ adaptada) Deseja-se medir a distancia entre duas cidades Ae C

sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que BA = 80 km e BC = 120 km, onde B &
uma cidade conhecida, como mostra a figura abaixo. Logo, a distancia entre A e

C, em km, é:
A

a) menor que 90

b) maior que 90 e menor que 100
c) maior que 100 e menor que 110
d) maior que 110 e menor que 120

e) maior que 120
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ANEXO 3: Atividades de dedugio respondidas pelos alunos
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g’ Ministério
f CINTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS da Educacio
CEFeY taria de Educagao
€ayppe Universidade da Tecnologia e do Trabalho p,j?,j;?o:;‘,‘,, f._cn:u,gzm
Nom . . . 1 .o

e -v&n.nﬂhmﬂ._li@,zham_ok; Souma, — Série: 3" ang
Turma: 2301-T 3013410¥¢

Estas atividades foram elaboradas por Heloiza Rangel, Josie
Vasconcellos, Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento para
UM projeto que sera desenvolvido no ambito da disciplina Laboratério de
Ensino na Licenciatura em Matematica do CEFET-Campos.

Ficha de atividades - Lei dos cossenos
1. Triangulo retangulo:

a) Abra o site:

0 Ay e % e -
P PWWW e

GO A AN S G DTN AT LT

b) Observe as figuras e va ao final da pagina.
¢) Clique em “Define”.
d) Clique na seta para a direita e observe.
€) Repita o item “d” até preencher o quadrado. ,
f) Compare a 4rea do quadrado que estd sobre a hipotenusa (apds as
Movimentagdes j4 realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadrados. Descreva o que vocé observou. .

v‘q SO, do ozubv Aoy Quiaoinnolos  dos cotedod - MW
-2 onen. oo Quadialo do. 4s polominee .

9) Clique em “Init".
h) Movimente o vértice do angulo reto (ponto vermelho).
i) Refaga os itens ¢, d, e, e f.
0L ixmporto QUODMIO b0, G ol ) N QAL er.
0_(1) ‘ka‘Lﬂo‘un_Hmaerp) porQuue o anea. plo &ZIMM
ol uzrml na anns odos codedos

j) Considerando que a hipotenusa de um tridngulo mede a, os catetos medem b
€ ¢, que a area do quadrado € calculada pelo-quadrado da medida do seu lado
€ 0 que foi observado nos itens anteriores, estabeleca uma relagdo entre a
area do quadrado que est4 sobre a hipotenusa (a) e a soma das &reas dos
quadrados formados sobre os catetos (b e c).

2 P
a.'z~ b r(:" D (00O e p'/-a?mnn

Digitalizado com CamScanner



2. Triangulo acutangulo:
2.1 Abra o site:

b) Observe a figura.
C) Arraste os pontos X e Z até o final das retas,

Compare a 4rea do quadrado que est4 sobre o lado oposto ao 4ngulo A
(@pos as movimentagdes ja realizadas) com a soma das 4reas dos outros dois
Quadrados. Descreva o que vocé observou.

Aoy o ,

e) \_/plte 0s pontos X e Z para a posigao inicial, movimente o ponto A, mantendo
o trlapgulo.acuténgulo e refaga os itens ¢ e d.

f)_E:on's.iderando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do
tridngulo medem b e c. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
Medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabele¢a uma
relagao entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das dreas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).

O-l( b4 02 o Lmam%m MM}AMM

2.2 Abra o site: ;
hitp:/ivww.ies.co.jp/mathiiavadiricivooen avio/ogen auio him!
a) V4 ao final da pagina.

b) Clique na seta para a direita 3 vezes observando a tela.
¢) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item c.
e) Descreva o que vocé observou no item d.

f) Clique em Init, a seguir em “green”. Movimente o ponto A, mantendo o
tridangulo acutangulo e refaga os itens b, ¢, dee.

(WA Vasa\n 0LV Lo SRENs hn g Olu QO 00 QNS

O 1L i g LOUON
L] 0

—0lo quoololo 0pOMa 0o 0muln 8.
Comentarios:

CLQ': ka-#ga‘- /AUC"+ HUC_)

0.'1: b2+ c2- 2 B

2 2 2 Y
a~: h"+c*-ahc.uonP
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3. Triangulo Obtusangulo
3.1 Abra o site:

3) Observe a figura que contém dois triangulos obtusangulos.
?e)‘tNo primeiro tridngulo obtusangulo arraste os pontos X e Y até o final das
as.

€) No segundo triangulo obtusangulo arraste os pontos X e Z até o final das
retas. Observe a figura. Arraste os pontos Y e W até o final das retas.

d) Compare a 4rea do quadrado que estd sobre o lado BC (apbs as
Movimentagdes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadraqos. Descreva o que vocé observou.

/]
o000, ada QO O0nQ 000 {
V

LO™O, oprn Quinoy  olois c%uamxmm,

e) Volte os pontos X, Y, Z e W para a posigao inicial movimente o ponto A
Mantendo o tridngulo obtusangulo e refaga os itens ¢ e d.

f)_Considerando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do
tridngulo medem b e ¢. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma
relagao entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das areas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e ¢).

QL v A
o [ e J:(Mkm?.bdﬂ obbusn Qulo

3.2 Retorne ao site:
http://www.ies.co.jp/math/isva/triaivogen auto/vogen: z2uto.him! e clique green
e em “Init".

a) Movimente o vértice A, tornando BAC um angulo obtuso.
b) Clique na seta para a direita 3 vezes.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento doitem b .
e) Descreva o que vocé observou no item d.

f) Clique em “Init", a seguir, em “green”. Movimente o ponto A, tornando o
novamente um angulo obtuso e refaga os itens b, ¢, d, e.
o2y hi+ceX®
a2 prac*ep + Q-
0t: b+ i Py,
T

Comentarios: .
n2. %% 2be . cos
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- Ministédrin
5 cNTrRo FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS da Edueacho
CEreyY Socrotarla da kducogao
cavwpoe Uiniversidade da Tecnologia e do Trabalho Profissianal @ Tecnoldgica
\ a
Nome: Ra o Powno, de Sowi? Série: §--
Turma: _20) Thepy

Estas alividades foram elaboradas por Heloiza Rangel, Josie
Vasconcellos, Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento_ para
um projeto que serd desenvolvido no &mbito da disciplina Laboratério de
Ensino na Licenciatura em Matematica do CEFET-Campos.

Ficha de atividades — Lel dos cossenos
1. Triangulo retangulo:

a) Abra o site:

U AWWW s co i meth java geo/oyinatvpvtb !, v

b) Observe as figuras e va ao final da pagina.

¢) Clique em “Define".

d) Clique na seta para a direita[ > | e observe.

@) Repita o item “d” até preencher o quadrado.

f) Compare a 4rea do quadrado que est4d sobre a hipotenusa (apés as

movimentagdes j& realizadas) com a soma das &reas dos outros dois

quadrados. Descreva o que voiiobservou.
[ ‘ _quar M0 nebw a

18 ouwihg 0y g N U "aal. @
2y o aw Q\Vu,uol/«(lo(p Q'UL%W o_noma. dés c}wao(,ea oes polely,
g) Clique em “Init".

h) Movimente o vértice do angulo reto (ponto vermelho).

i) Refaga os itens ¢, d, e, e f.

200 oS0k il amedy me W pwmund® A Jhuipetinion ¢ oos
Olel®, o dao d9 quadiddp aue e pdore. o Juped] RO _tentaqwuan
Nnde’ ktbm.k &_Aomd olon dhwaal dm_gufam caundjn - \

J) Considerando que a hipotenusa de um triangulo mede a, os catetos medem b
e ¢, que a area do quadrado & calculada pelo quadrado da medida do seu lado
e 0 que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma relagdo entre a
area do quadrado que est& sobre a hipotenusa (a) e a soma das areas dos
quadrados formados sobre os catetos (bec)

Q/L; 1'72-} (:/
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2. Triangulo acutangulo:

2.1 Abra o site:

b) Observe a figura,
C) Arraste os pontos X e Z até o final das retas.
d) Compare a 4rea do quadrado que est4 sobre o lado oposto ao angulo A

(apés as movimentagdes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadrados. Descreva o que vocé observou. 2

A

b ove dir quodnade auy ok ndne o Jade eveidy ge amowle A
L oummn a(:r“awuu a /i&mc’x/)o(m a‘/iag der Ul dog %undmd,oo'

e) Volte os pontos X e Z para a posicao inicial, movimente o ponto A, mantendo
O triangulo acutangulo e refaca os itens ¢ e d. - ,
Quamle’ mako ogude I 9 omando i ANandl g oo semardae
dMo. d wined detn! aiadndds 0 Dol 01mumTDmy ]

QMg my 0 MomZinine : "v 0B TALamoulld auiian 0. \ OAL ,
dgy me M v Jodls ﬂpmhowtﬁvgrd A 0 8 Bus 0 )omen 0. oa1d
f) Cdnsiderando que o maior lado do triangulo mede a e'os outros dois lados'do  ge, eulwd Jup.
tridngulo medem b e c. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabeleca uma

relacio entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma

- das areas d?f quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).
ol £ W5y v

2.2 Abra o site: :
0fin://www.ies.co.ip/math/iavadirio/vogen auioivacen auto himi
a) V4 ao final da pagina.
b) Clique na seta para a direita 3 vezes observando a tela.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.
d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item c.
e) Descreva o que vocé observou no item d.
0 oy nobARy, o qudrade aun 00 pdeat o Ande Ak 1~
LWM wmwwm% //Rbf/}dML"e'lmlmumw A¥.

f) Clique em Init,-a seguir em “green”. Movimente o ponto A, mantendo o
triangulo acytangulo e refaga os itens b, ¢, d e e.

0 g MR auodande awr  sfa” M}ML QMMM\’O’ Act”
il D M me Q'M'A/ddﬂuu 10 Hebre o’&?JMhIO'

Comentarijos:
a¥s b%+ 0= 2be b
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3. Triangulo Obtusangulo

3.1 Abra o site:
a) Observe a figura que contém dois triangulos obtusangulos.
?e)tNo primeiro tridngulo obtusangulo arraste os pontos X e Y até o final das
as.
¢) No segundo tridngulo obtusangulo arraste os pontos X e Z até o final das
retas. Observe a figura. Arraste os pontos Y e W até o final das retas.
d) Compare a area do quadrado que estd sobre o lado BC (apbs as
Movimentagdes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
Quadrados. Descreva 0 que vocé observou. A Ao,
a,_dy amodnader 1ia niore o Jode apwl? oo omoulo. A £
mwb_g’m € prema_dhn avan Ao eullins dod Wdi

@) Volte os pontos X, Y, Z e W para a posigdo inicial movimente o ponto A
Mantendo o tridngulo pbtusangulo e refaga os itens ¢ e d. P

WW paaole Ny o iy gpods ge amonlp
H_mna) Quie 0. romid oo oatas wm(mwﬂam

f)_Considerando que o maior lado do triangulo mede a e os outros dois lados do
tridangulo medem b e c. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabele¢a uma
relagéo entre a area do quadrado que esta sobre o0 maior lado (a) com a soma
das dreas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e ¢).

otz bt

3.2 Retorne ao site: .
hitp://www.ies.co.ip/math/javaltrio/vogen zuto/yodan auto.him! e clique green
e em “Init". '

a) Movimente o vértice A, tornando BAC um angulo obtuso.
b) Clique na seta para a direita 3 vezes.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita o mesmo procedimento doitem b .

e) Descreva o que yocé observou no item d. N )
BA oo gL n&nﬂm’vam ewl\® dpin o%mdmol@a oY A'o’nmw :

f) Cliqgue em “Init", a seguir, em “green”. Movimente o ponto A, tornando‘o
. novamente um angulo obtuso e refaga os itens b, ¢, d, e. o )
f» anon OJVAL NI TP WfAﬁ) ol (%Awdl\u()(l(%/\ﬂp A%M.Ow-

z

/

Comentarios:
a= Py ct-theo 0@
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g PAindstbein

f CENTRO FEDERAL RE EDUCACAO TECNOLOGICA DE CAMPOS d Edutacss
CEFET Sacralacia do Educasan
caypoe Universidade da Tecnologia e do Trabalho Profisstansl & Tacanlbgica

. i - 1% ¢
Nome: Afstomire Befir, Série: 3
Turma: 307-T

Estas atividades foram elaboradas por Heloiza Rangel, Josie
Vasconcellos, Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento para
Um projeto que sera desenvolvido no ambito da disciplina Laboratério de
Ensino na Licenciatura em Matematica do CEFET-Campos.

Ficha de atividades — Lei dos cossenos
1. Triangulo retangulo:

a) Abra o site:

A0DU AWy les coinmeth iavaicen o thatvinvthed hi

b) Observe as figuras e va ao final da pagina.

¢) Clique em “Define”.

d) Clique na seta para a direita e observe.

€) Repita o item “d” até preencher o quadrado. ,

f) Compare a area do quadrado que estd sobre a hipotenusa (apds as
movimentagbes j& realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadrados. Descreva o que vocé observou. _

—CQuww o Loma hesn oty purndrpddes o ;fojo'o /)o«&’lJ o0

—Co.ilitb_LA#aal an @u:dnlmbg Ao, Um}p-&flq:.,u/y; .

g) Cligue em “Init".
h) Movimente o vértice do angulo reto (ponto vermelho).
i) Refaga ositens ¢, d, e, e f.

—qpuunlpuien  pripmgals 200pm sl

j) Considerando que a hipotenusa de um triangulo mede a, os catetos medem b
€ ¢, que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da medida do seu lado
e o que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma relagio entre a
area do quadrado que esta sobre a hipotenusa (a) e a soma das dreas dos
quadrados formados sobre os catetos (b e c).

2
,,7:-[;4.'67
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2. Triangulo acutangulo:

2.1 Abra o site:

b) Observe a figura.

¢) Arraste os pontos X e Z até o final das retas.

C}Ompare a area do quadrado que est4 sobre o lado oposto ao angulo A
(apés as movimentagdes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadrados. Descreva o que vocé observou. .\

—4& Doma O Ante de quundnods 0731;0/23 o A Moo 4 upal v

U, o
32 ¢

e) \_/fllte Os pontos X e Z para a posigao inicial, movimente o ponto A, mantendo
0 triangulo acutangulo e refaga os itens ¢ e d.

%

f)_E’JOnsiderando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do
tridngulo medem b e c. que a area do quadrado ¢ calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabele¢a uma
relagéo entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das éreqas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).

__a:_dr + LQ

2.2 Abra o site: ;
atip:/iwww.ies.co jo/math/iavaliriaivogen auto/vacer auia himi
a) Va ao final da pagina. i
b) Clique na seta para a direita 3 vezes observando a tela.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item c.
e) Descreva o que vocé observou no item d.
' ne 3 A0 YN

f) Clique em Init, a seguir em “green”. Movimente o ponto A, mantendo o
tridngulo acutangulo e refaga os itens b, ¢, d e e.

O nprmvy

Comentarios:
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o

3. Triangulo Obtusangulo
3.1 Abra o site:

3) Observe a figura que contém dois triangulos obtusangulos.
: tNO primeiro tridngulo obtusangulo arraste os pontos X e Y até o final das
etas.
C) No segundo triangulo obtuséngulo arraste os pontos X e Z até o final das
retas. Observe a figura. Arraste os pontos Y e W até o final das retas.

) Compare a 4rea do quadrado que estd sobre o lado BC (apbs as
Movimentagées ja realizadas) com a soma das 4reas dos outros dois
Quadrados. Descreva o que vocé observou. ‘

— L MAOR Do g o Ana den pudie. dor,

~ ) Volte os pontos X, Y, Z e W para a posigdo inicial movimente o ponto A
Mantendo o triangulo obtusangulo e refaga os itens ¢ e d.
— 0 Ml

f).glonsiderando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do
triangulo medem b e c. que a area do quadrado ¢ calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabeleca uma
relagao entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma
das areas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).

3.2 Retorne ao site:

Jltt_p://www.ies.co.ip/math/’java./triq/voc;en auiolyogen _auto.himi e clique green
e em “Init".

a) Movimente o vertice A, tornando BAC um angulo obtuso.
b) Clique na seta para a direita[ > | 3 vezes.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repitd o mesmo procedimento do item b .
e) Descreva 0 que vocé observou no item d.

f) Clique em “Init’, a seguir, em “green”. Movimente o ponto A, tornando o
novamente um angulo obtuso e refaga os itens b, ¢, d, e.

Comentarios:
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/ Minlstérin
1o durach
g' CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TLCNOLOGICA DI CAMPODS 43 Educacho
¢EFE7 sauretaria de Educagas
Cauppe Universidade da Tecnologia e do Trabalho Profissional r Tecanlbgica
20l1to1

Nome: Sovameillosine i e gt
me. . ~Womies 'QJ'LPMT}@ ﬁérl@ 8t

Estas atividades foram elaboradas por Heloiza Rangel, Josie

asconcellos, Luis Gustavo Soares, Rosana Barcelos, Tatiele Nascimento para

UM projeto que ser4 desenvolvido no ambito da disciplina Laboratério de
NSino na Licenciatura em Matemética do CEFET-Campos.

Ficha de atividades - Lei dos cossenos
1. Triangulo retangulo:

a) Abra o site:
WD Www des o in/math iava, geopythah pvthaf ot
b) Observe as figuras e va ao final da pagina.
¢) Clique em “Define’.
d) Clique na seta para a direita[ > | e observe.

©) Repita o item “d” até preencher o quadrado. ,
Compare a area do quadrado que esta sobre a hipotenusa (apés as

Movimentacées ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
quadrados. Descreva o que vocé observou.

’

ATV don 00 A A0 xOLOA

.cLLLQ'undxndo dn hubolmisn .

g) Clique em “Init".
h) Movimente o vértice do angulo reto (ponto vermelho).
i) Refaga ositens ¢, d, e, e 1.

'Y)‘ab wm.r\,tandb. a__ ciad O nl_m:.amuw Com{ahlmemtnulx DT, -
4 o&oﬁxvx_%ﬂ)p ~pEGLL. 0. o da w*mu/\n d’ijénxgg a
Worne . dopr ouwior doo oa.mrlmde’) ooN ectrtes. .

J) Considerando que a hipotenusa de um triangulo mede a, os catetos medem b
€ ¢, que a area do quadrado & calculada pelo quadrado da medida do seu lado
€ 0 que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma relagdo entre a
area do quadrado que est4 sobre a hipotenusa (a) e a soma das areas dos
quadrados formados sobre os catetos (bec).

2
O = b'z'—l- C,'2
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Lt SN oy €54 8 -b . Q’
2. Triangulo acutangulo: %
(7
2.1 Abra o site: \

b) Observe a figura.
€) Arraste os pontos X e Z até o final das retas,

d) Compare a area do quadrado que esta sobre o lado oposto ao angulo A
(apos as movimentagdes j4 realizadas) com a soma das 4reas dos outros dois
Quadrados. Descreva o que vocé observou.

‘ _dY)_Céﬂm‘.dAn

quuonl/\n AR,

—_—
|

€) Volte os pontos X e Z para a posigao inicial, movimente o ponto A, mantendo
0 triangulo acutangulo e refaga os itens ¢ e d.

f)_?onsiderando que o maior lado do tridngulo mede a e os outros dois lados do

tnan_gulo medem b e ¢. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da

medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma

relagdo entre a area do quadrado que esta sobre o maior lado (a) com a soma

dasléreas dos quadrados formados pelos outros dois lados (b e c).
2,2 (J?(ﬁ)h%ul.a ouifﬁm%uﬂa\

2.2 Abra o site: :
Atip:/www.ies.co.jp/math/javaltria/vogen auio/voden auio himi
a) Va ao final da pagina. -
b) Clique na seta para a direita 3 vezes observando a tela.
c) Clique em “pink” e repita o item anterior.
d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item ¢, ..
e) Descreva o que vocé observou no item d. . /_‘,@peotbw orngl
Ouiy ¥

’

0 ’
LMD 0} OO 0 AL o

AA ’ { & > X, ., ! &
ﬂ_\u_{aﬂm_d&&ﬁmaum _ chocte ‘a0 t’im%uoo R
v y

f) Clique em Init, a seguir em “green”. Movimente o ponto A, mantendo o
tridangulo acutangulo e refaga os itens b, c,d e e.

g . A

aq aay A SLV.00 U ~icdidn. do ovaulp 4

x010mqul@  d0 mmimPL b« iguol. a aaca. c}u jolto do
wo do a'wodww opOD Q0 4 3 &,
Comentarios:

2
oz b%sc? =(Ale 4 Ap2)
o.'z:bq“ +c"-34!. .
2k bt 4t _ . h
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e e e e e e 9, 1M
3. Triangulo Obtusangulo AL el—n— 1»"
‘ — D
o+ Un
3.1 Abra o site: ‘! v-..Q,-2J 4
‘ | P

a) Observe a figura que contém dois triangulos obtusangulos.
b)tNO primeiro tridngulo obtusangulo arraste os pontos X e Y até o final das
retas,

C) No segundo tridangulo obtusangulo arraste os pontos X e Z até o final das
rétas. Observe a figura. Arraste os pontos Y e W até o final das retas.

d) Compare a area do quadrado que estd sobre o lado BC (apbs as
Movimentacoes ja realizadas) com a soma das areas dos outros dois
Quadrados. Descreva o que voceé observou.

e) Volte os pontos X, Y, Z e W para a posigao inicial movimente o ponto A

Mantendo o tridngulo obtusangulo e refaca os itens c e d.
. p/ Ry A :

f) Considerando que o maior lado do triangulo mede a e os outros dois lados do
triangulo medem b e ¢. que a area do quadrado é calculada pelo quadrado da
medida do seu lado e o que foi observado nos itens anteriores, estabelega uma
relagdo entre a 4rea do quadrado que esté sobre o maior lado (a) com a soma
das dreas dos quadrados formados pelos outros dois lados (bec).

oS gLyt

3.2 Retorne ao site:
Dito//www.ies co.ip/mathisvaltrigivogen autolvogen - auto him! e clique green
e em “Init". :

a) Movimente o vértice A, tornando BAC um angulo obtuso.
b) Clique na seta para a direita[ > |3 vezes.
¢) Clique em “pink” e repita o item anterior.

d) Clique em “blue” e repita 0 mesmo procedimento do item b .

f) Clique em “Init", a seguir, em “green”. Movimente o ponto A, tomando‘o
novamente um angulo obtuso e refaga os itens b, ¢, d, e.

ot \Vp2Zac
a* :h¢+(/a'v+M|A +A|/3
0%=b2 4+, 2424 {4

Comentérlos: .

_rqm_\m%m_@mmg“wo (ARc) GUR wa (A 2 aa (B0 =0,
/A:_ )E‘) /1 = J ! .

o (AG L o o | AALJ__Q_‘.@CIM_WM Qpaul

R =b?i e 2 berem,
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ANEXO 4: Comentarios dos alunos sobre a aula
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