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1) Justificativa

No ensino tradicional, a abordagem utilizada pela maioria dos
professores na resolugdo de sistemas de equagbes esconde a riqueza
geométrica por trés da solugéo de tais problemas principalmente pela dificuldade
de visualizagdo dos alunos quando o problema envolve trés dimensdes (trés
equagoes e trés incognitas).

Existem softwares com plataformas capazes de tragar graficos e
apresentar ao aluno a solugdo de um sistema de equagbes com duas incognitas.
Isso se torna facil visto que os graficos sdo bidimensionais. Porém sistemas de
equagdes com trés incognitas exigem uma plataforma tridimensional que permita
a manipulagdo dos graficos a fim de interpretar resultados algébricos. Esta € a
proposta deste trabalho. Usar o software Calques3D para obter tais resultados.

O site da 3% Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica apresenta
um minicurso intitulado “Calques3D: Um software de Geometria Dinamica
Espacial Gratuito’, de autoria de Humberto José Bortolossi e Claudia Santos
Bastos, cujo objetivo € divulgar o software e partilhar propostas de exercicio que
possam tirar proveito do mesmo.

O Calques3D permite construgdes de planos, retas, entre outros
elementos, a partir de pontos definidos pelo usuério. Possibilita ainda, a
manipulagdo desses elementos em um ambiente tridimensional, bem como a
determinacdo das intersec¢bes de planos e retas.

Os Parametros Curriculares Nacionais (1998, p. 122) reforgam a
importancia da visualizagéo tridimensional atrelada ao pensamento geométrico:

Situagdes quotidianas e o exercicio de diversas profissdes, como
engenharia, a bioquimica, a coreografia, arquitetura, a mecéanica etc.,
demandam no individuo capacidade de pensar geometricamente.
Também cada vez mais indispensaveis que as pessoas desenvolvam a
capacidade de observar o espago tridimensional e de elaborar modos
de comunicar-se a respeito dele, pois a imagem é um instrumento de
formag&o essencial no mundo moderno.

Na pagina 44 dos Parametros Curriculares Nacionais, é recomendado o
uso do computador atentando as seguintes questdes:

» Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e
de novas formas de representagio, permitindo novas estratégias de
abordagem de variados problemas;




« Possibilita 0 desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse
pela realizagéo de projetos e atividades de investigagéo e exploragdo

como parte fundamental de sua aprendizagem,
o Permite que os alunos construam uma visdo mais comple!a da
verdadeira natureza da atividade matemética e desenvolvam atitudes

positivas diante de seu estudo
e Como fonte de informagéo, poderoso recurso para alimentar o processo

de ensino e aprendizagem,

e Como auxiliar no processo de construgéo de conhecimento;

e Como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solugdes;

e Como ferramenta para realizar determinadas atividades - uso de
planilhas eletronicas, processadores de texto, banco de dados etc.

2) Objetivos

A atividade aplicada pretendeu desenvolver a interpretagdo geometrica
embutida na solugdo de sistemas de equagdes com trés incognitas através do
ambiente tridimensional virtual do software Calques3D. A proposta é que o aluno

compare a solugdo algébrica com a solugdo geométrica do sistema.

3) Metodologia ou Atividades desenvolvidas

Durante as aulas do LEMAT I foi planejado o roteiro de aula e depois
de prontas as atividades foram aplicadas ao grupo de alunos que compunham a
turma do LEAMAT Il. O objetivo foi verificar a eficiéncia dos métodos de
abordagem do contetido e dos problemas propostos.

Na aplicagdo cada aluno recebeu uma folha contento os elementos da
atividade. Tal atividade encontra-se no anexo. Durante a aula foi utilizado um
projetor multimidia para visualizagéo das construgbes feitas no software
Calques3D.

A partir de observagdes e sugestdes dos alunos e dos professores do
LEAMAT que acompanharam e participaram da aplicagdo da atividade, foram
feitas alteragBes no enunciado de algumas questdes.

A atividade proposta nesse trabalho pretende que o aluno compreenda
a composigao de um sistema linear bem como saiba interpretar a sua solugéo.

Inicialmente sio dados trés conjuntos, com trés pontos cada um, cada
conjunto de pontos determina um plano. E perguntado se tais planos intersectam-
se e se isso ocorre, 0 que representa essa intersecgdo, um plano, reta ou ponto.




O objetivo é que o aluno entenda que trés pontos determinam um plano
e a intersecgéo existira se tais planos tém pontos comuns.

Responder tal pergunta algebricamente significa determinar a equagéo
dos planos através das coordenadas dos trés pontos e resolver um sistema linear
de trés equagdes com trés incognitas.

Os alunos devem resolver os sistemas algebricamente e

através do software Calques3D a representagéo de tal solugao.
A seguir estdo exemplos das atividades propostas.

verificarem

Item 1

Um plano a é definido pelos pontos A(0,0,2);B(1,1,1)eC (4,0,0).
Um plano /3 & definido pelos pontos D (0,1,0); A(0,0,2) eE (2,2,0).
Um plano y é definido pelos pontos B(1,1,1);, E(2.20) eF (0,2,3).

Os planos o, f ey intersectam-se? Justifique sua resposta.
X+y+2z=4
A solugdo algébrica do sistema {-X+2y+z= 2 cujas equagoes
3x-y+2z=4
representam os planos determinados pelos pontos dados é a reta r de equagao

x=2-t

paramétrica {y =2-t comt € |R. /r
z=t

A figura ao lado

apresenta a reta r que é a

intersecgéo dos planos a, S € y.

Tal construgdo foi feita no software
Calques3D.

Item 2 /f

Um plano « é definido pelos pontos A (0,0,2); B (6,0,0) é C (4,1,0).
Um plano S é definido pelos pontos D (2,0,0); E (1,1,1) e F (5,1,0).




Um plano y & definido pelos pontos G (2,3,1); H (3,0,0) e 1 (0,4,2).

Os planos a, /3 e y intersectam-se? Justifique sua resposta.

x+2y+32=6

A solugio algébrica do sistema {x-3y+4z=2 cujas equagbes
2x-y+52=6

representam os planos determinados pelos pontos dados é o ponto E de

coordenadas (1, 1, 1).

A figura ao lado
apresenta o ponto E que éa
intersecgéo dos planos a, S €
y. Tal construggo foi feita no

software Calques3D.

Item 3

Um plano « € definido pelos pontos A (5,0,1); B (2,2,0) e C (0,4,0).
Um plano B é definido pelos pontos D (0,1,0); E (0,2,1) e F (1,3,0).
Um plano y é definido pelos pontos B (2,2,0); G (3,0,2) e H (1,6,0).

Osplanos o, f ey intersectam-se? Justifique sua resposta.

X+y-z=4
A solugdo algébrica do sistema {2x-y+z=-1 cujas equagdes
4x+y-2=10

representam os planos determinados pelos pontos dados € vazia.




A figura ao lado
apresenta os planos a, § e

y. Néo existe intersecgéo

entre os trés planos. Tal

construgdo foi feita no
software Calques3D.

oftware

tar as construgdes feitas no S

angulo de visualizag@o.

O usuario pode movimen

Calques3D para obter o melhor

4) Relato da atividade

rio foi elaborada e desenvolvida

A atividade abordada neste relatd
da disciplina Laboratério

ara concluséo

durante trés semestres, como requisito p
Matematica (LEAMAT) do curso de

de Ensino e Aprendizagem em Educagéo
Licenciatura em Matematica do CEFET Campos.
No segundo semestre da disciplina a a

m formag&o do LEAMAT para testar a eficacia d
para o melhoramento da

tividade foi aplicada ao grupo de

professores € e sua abordagem €

métodos. Algumas sugestdes foram feitas e acatadas

qualidade da atividade em questéo.

No terceiro semestre da disciplina, a atividade desenvolvida ao longo

ano do Ensino Médio como parte de

do LEAMAT foi aplicada a uma turma do 3°.
de Trabalho e Extens&o do

um curso de Agdo e Extenséo oferecido pela Diretoria

CEFET Campos sob o titulo “Estudo de fungbes e sistemas lineares”. A

divulgagéo do curso foi feita pelos professores em formagéo que ministraram O
curso e o publico alvo foram alunos do 3°. ano do Ensino Médio. A aplicagéo da

atividade contou com a participagéo de quatorze alunos e teve duragdo de 2h/a.




Fig. 1 - Cartaz de divulgagéo do curso
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do para resolugao da atividade,

Como o software, Calques3D, utiliza
tagdo do software

unos a aula iniciou-se com a apresen
ge. Os alunos aprenderam 0S passos

anos, ferramentas do

era desconhecido pelos al
e demonstragdo dos recursos que ele disp
os, planos e verificar a equacgdo de pl

para tragar pont
ara resolucdo da atividade.

software que seriam necessarias p

Fig. 2 - Tela inicial do software Calques3D
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Cada aluno recebeu uma folha com a atividade proposta. Depois da

apresentacéo do software 0 alunos iniciaram a resolugéo das atividades.
Em todas as questdes da atividade foram dadas as coordenadas de

trés pontos que determinam 0S planos a,f € 7- O aluno deveria responder se

tais planos tem pontos de intersecgdo. O objetivo era qué 0 aluno determina-se

algebricamente a equagéo dos planos usando as coordenadas dos trés pontos e

resolvesse o sistema formado pelas equagdes dos trés planos. Se esse sistema

for possivel significa que 0S planos tem pontos de intersecgdo. Paralelamente a

resolugéo algébrica a atividade solicita que os planos sejam tragados no software

Calques3D, assim O aluno tera o recurso visual para confirmar se existe a

intersecgéo dos planos.
Os comentarios e conclusdes apresentados pelos alunos durante a

aula estdo relatados a seguir.

1)
Um plano o é definido pelos pontos A (0,0, 0); B(2,00) e C(1,4,0).

Um plano S é definido pelos pontos D (1,0, 1), E(1,2,1) e F (0,3,1).
Um plano y é definido pelos pontos G (3,0,3); H (223 el (1,33)

a) No software Calques3D, trace os planos a, f e y.

b) Determine, algebricamente, a equagédo dos planos. Confira a equag&o
usando as ferramentas do software Calques3D.

c) Os planos a, B e y intersectam-se? Justifique sua resposta.




Inici
cialmente alguns alunos apresentaram dificuldades para tragar 0%

onto
p s no software. Os professores em formagéo sanaram as dificuldades dos
alunos através de uma explicag&o oral.

A determinagdo das equagbes dos planos ocorreu  atraves da

visualizagéo dos planos tragados no Calques3D, os alunos perceberam que 05

planos s&o paralelos ao plano horizontal xy & intersectam o eixo Z NoS valores 0,

=1ez=3, respectivamente.

ues3D os alunos verificaram qué eram

1 e 3, portanto as equagdes sdo z=0, z
Ao tragar os planos no Calq
paralelos e, portanto néo teriam pontos de intersecgao.

Fig. 3 — Respostas de dois alunos para a primeira questao

1)

Um plano a & definido pelos pontos A(0,0,0) B(2.00)e C (140 7
Um plano 2 € definido pelos pontos pD(101);E(21eF 03 #-!
Um plano » é definido pelcs pontos G {3.03):H (223 el 1,3.3).

a) No software Calques3D, trace 0S planos /., per.
b) Determine, algebricamente, a eguagao dos planos. confira

ferramentas da software Calques3D. :
¢) Osplanos a, 3 &7 intersectam-ge? Justifique sud resposta,
g " o~ 'L & I 24 S iedl g i d ( g wcli

a equagao usando as

'

oL (o

1)

Um plano a & definido pelos pontos A (0,0,0), B(2.00) e C (1.4,0).

Umplano 2 é definido pelos pontes D(1.01).E (1.21)eF (0,3,1).

Umplano 7 € definido pelos pontos G{3.0.3)H 2,23y e1(1,33).

a) No software Calques3D, trace 03 plancs o, fl & ;.

b) Determine, algebricamente, a equagao dos planos. G
ferramentas do software Celques3D.

c) Qsplanos a, pgey in:ergsaam-se? Justifigue sua resposta. _ e
FoAA UGS ok AL LOWATRETT, Jobut nay v A

onfira a equagao usando as

2‘. -.‘g_.{‘c(_‘ Ly WK \‘.".\4‘\\5"\/

2)

Um plano a é definido pelos pontos A (0,3, 0); B(1,0,1)e C(0,0,1).
Um plano B é definido pelos pontos D (0,0,0); E (23-1)eF(20,0).
Um plano y é definido pelos pontos G (0,0,-1), H (3, 0,-1)el(-1,3-2).

a) No software Calques3D, trace os planos o, p e y.

b) Determine, algebricamente, & equagéo dos planos. Confira a equagéo
usando as ferramentas do software Calques3D.

c) Osplanos a, B ey intersectam-se? Justifique sua resposta.




Cumprindo a solicitagdo do item a os alunos tragaram os planos.
Alguns apresentaram dificuldades na marcagdo dos pontos com coordenadas
negativas.

Os professores em formagéo apresentaram aos alunos um método,
usando determinantes, que determina a equagdo de um plano dadas as
coordenadas de trés pontos desse plano.

Visualizando as imagens dos planos tragados no Calques3D os alunos

afirmaram que os planos n&o intersectam-se pois s&o paralelos.

Fig. 4 — Respostas de um aluno para a segunda questao

Z)

Um plano e é definido pelos pontos A (0,3,0); B(1,01)eC(001).
Um plano A & definido pelos pontos D (0,00, E(23-1)eF (2,0,0).
Um plano 7 & definido pelos pontos G (0,0,-1); H{3,0-1)e!(-13,-2).

a) No software Calques3D, trace 0s planos @, ) & 7.

b) Determine, algebricamente, a equagao dos planos. Confira a equagao usando as
ferramentas do software Calques3D.

c) Osplanos o, p ey 5ntgrsectarr);§e? Jus*:_ifique sua resposla.
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Foto 2 e 3- Alunos resolvendo as questdes algebricamente e geometricamente

3)
Um plano a € definido pelos pontos A (-1,1,0); B (0,5,3) e C (4,1,0).
Um plano g € definido pelos pontos D (3,1,3); E (2,5,0) e F (0,5,0).
Um plano y € definido pelos pontos G (1,0,0); H (1,0,3) e  (1,6,0).

8) No software Calques3D, trace os planos o, f € y.

b) Determine, algebricamente, a equag&o dos planos. Confira a equagdo
usando as ferramentas do software Calques3D.

c) Osplanos a, B e y intersectam-se? Justifique sua resposta.

d) Usando o software Calques3D determine a intersecc&o dos planos. E um
ponto, reta ou plano? Qual sua coordenada ou equagéo?
e) Compare os resultados encontrados nos itens d e ¢. Qual sua conclusdo?

Usando determinantes, s&o encontradas as equagdes dos planos «, yij
ey

a:3y—-4z=3

p:3y+4z=15

y:x=1.

Os alunos resolveram o sistema formado pelas trés equagdes.

Concluiram que se tratava de um sistema possivel e determinado tendo como

solug@o o ponto de coordenadas (1,3, %} Através das ferramentas do software

Calques3D verificaram que a solugdo encontrada no sistema representa a

interseccéo dos planos a, S e y.




4)
Um plano « é definido pelos pontos A (-1,1,0); B (0,5,3) e C (4,1,0).
Um plano £ é definido pelos pontos D (3,1,3); E (2,5,0) e F (0,5,0).
Um plano y é definido pelos pontos G (4,3,0); H (4,3,3) e 1 (0,3,0).

s

Fig. 5 - Repostas de um aluno para a terceira questao
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Foto 4 e 5 - Alguns momentos da aula




a) No software Calques3D, trace os planos o, f e 7.

b) Determine, algebricamente, a equagéo dos planos. Confira a equagéo
usando as ferramentas do software Calques3D.

c) Osplanos a, f e y intersectam-se? Justifique sua resposta.

d) Usando o software Calques3D determine a intersecgdo dos planos. E um
ponto, reta ou plano? Qual sua coordenada ou equagao?
e) Compare os resultados encontrados nos itens d e ¢. Qual sua conclusdo?

Usando determinantes, séo encontradas as equagdes dos planos «, A
ey

a:3y—-4z=3

B:3y+4z=15

y.y=3.

Os alunos resolveram o sistema formado pelas trés equagdes.
Concluiram que se tratava de um sistema possivel e indeterminado tendo como

solugdo o conjunto de pontos com coordenadas (x3%) x€|R. Através das

ferramentas do software Calques3D verificaram que a solugdo encontrada no

sistema representa uma reta que é a intersecgdo dos planos o, 8 e 7.
5)

Um plano a é definido pelos pontos A (5,0,3); B (0,1,0) e C (0,5,0).
Um plano S é definido pelos pontos D (4,0,0); E (2,1,0) e F (2,6,3).
Um plano y é definido pelos pontos G (1,1,2); H (1,4,0) e | (2,6,0).

a) No software Calques3D, trace os planos «, S e y.

b) Determine, algebricamente, a equagéo dos planos. Confira a equacgéo
usando as ferramentas do software Calques3D.

c) Osplanos a, S e y intersectam-se? Justifique sua resposta.

d) Usando o software Calques3D determine a intersecgdo dos planos. E um
ponto, reta ou plano? Qual sua coordenada ou equagao?

e) Compare os resultados encontrados nos itens d e c. Qual sua conclusao?

Como os alunos néo conheciam o software utilizado o tempo nao foi
suficiente para resolver esta questao.




5) Conclusao

A aplicagdo da atividade teve duragdo de uma hora e quarenta minutos.

Os alunos foram participativos e se mostraram interessados.

A aplicacdo da atividade possibilitou concluir que os alunos apresentam
dificuldades na marcagao de pontos no espago.

O trabalho com o software Calques3D despertou a curiosidade e
motivou os alunos na resolugao dos exercicios.

A atividade cumpriu seu objetivo que era salientar a interpretagéo
geométrica embutida na solu¢do de sistemas de equagdes com trés incognitas
através do ambiente tridimensional virtual do software Calques3D.
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