INTRODUCAO

O ensino de Matematica vem sendo alvo de criticas e classificado
como deficiente pelos érgdos governamentais, constatado nos exames nacionais
de Cursos em todos os niveis no Brasil. O pais vem ocupando posicoes nada
confortaveis na classificacdo dos estudantes de Matematica em comparagcao com
0s outros paises do mundo.

Na esteira dessas criticas e deficiéncias, algumas partes da
Matematica tém sido citadas como sendo aquelas em que os alunos tém tido
fraco desempenho. E a Geometria € uma dessas partes.

Alguns pesquisadores vém creditando uma parcela consideravel da
responsabilidade do fraco desempenho dos alunos em Geometria aos cursos de
formacao de professores que vém deixando esses profissionais mal preparados e,
que em consequiéncia disto, trabalham mal este saber matematico.

Professores mal preparados ndao conseguem, em geral, estimular os
seus alunos da Educacao Béasica a estudarem Geometria e verem a beleza e a
importancia desta parte da Matematica. Uma parcela desses alunos sera no
futuro aquela que estara estudando Matematica nos Cursos de Licenciatura e
reproduzira professores que nao gostam de ensinar Geometria e, num circulo
vicioso, irdo desestimular seus alunos, levando-os ao desinteresse por esta area

do saber.

“Muitos professores novos nunca estudaram Geometria
tridimensional, talvez nunca tenham tomado conhecimento de
uma geometria néo euclidiana nem lidado com transformagées ou
vetores”. (Lindquist, p.23, 1994).

O despreparo dos docentes deve-se, em muito, ao fato de a Geometria
ndao estar contemplada adequadamente nos programas de formagcdo de
professores.

Vocé ainda acha, como 0s nossos antepassados, que a Terra é plana?

N&o se espera uma resposta afirmativa de nenhum dos leitores deste
texto em pleno século XXI. Portanto, seria justo 0 nosso aluno estudar apenas a



Geometria Euclidiana, sabendo que ela ndo é considerada a Unica e verdadeira
interpretacao do espaco em que vivemos?

Nao precisamos propor aqui um “Abaixo a Euclides”, mas se fazem
necessarias atividades adequadas que levem os estudantes de todos os niveis a
desenvolver a compreensao de um sistema axiomatico através da investigacao e
comparacao das Geometrias Euclidiana e Nao-Euclidianas.

As diversas reflexdes feitas neste curso sobre o ensino-aprendizagem
de Matematica tais como as experiéncias no Laboratério de Ensino de
Matematica e atividades nas disciplinas como Seminarios de Ambientes de
Aprendizagem de Matematica e Producao e Gestdao do Conhecimento, trouxeram-
nos a motivacdo para questionar em que ponto as Geometrias Nao Euclidianas
deveriam ser inseridas na Licenciatura em Matematica do CEFET Campos.

A motivacdo para essa pesquisa € fruto também do trabalho de
reflexdo exigido pelos professores do curso quando nos faziam observar a
importancia entre o equilibrio da construcdo do conhecimento necessario a
formacao do futuro professor e a metodologia adequada a essa construgéo ou da
constante preocupacdo em aliar-se a transmissao dos saberes matematicos a
forma como esses saberes deverao ser trabalhados e adaptados a educacao
basica.

Todo esse conjunto contribuiu decisivamente para a escolha do tema
dessa pesquisa.

A pesquisa se inicia com um estudo do desenvolvimento da Geometria
a partir da publicacdo da famosa obra de Euclides, passando pelos estudos de
alguns dos principais criticos de Os Elementos o que resulta no aparecimento das
Geometrias Nao Euclidianas.

Foi feito também um levantamento do estado da arte do ensino de
Geometria em algumas Instituicbes de Ensino Superior brasileiras que indica
como e quais Cursos abordam o objeto deste trabalho.

E, finalmente, foi aplicada uma atividade de construgdo dos conceitos
das duas principais Geometrias Nao Euclidianas com um grupo de professores
em formacgéao, procurando validar as expectativas da pesquisadora em relacao a
inclusdo desse saber matematico nos Cursos de Licenciatura em Matematica.

Este trabalho pretende ser fonte de inspiracdo para que, no futuro, as

pessoas envolvidas no curriculo em construcao deste curso, possam iniciar uma



caminhada no sentido de incluir efetivamente as duas Geometrias Nao
Euclidianas classicas como componente curricular.

A matriz curricular da Licenciatura em Matematica do CEFET Campos
contempla uma carga horaria razoavel para Geometria Euclidiana, acrescida das
aulas de Construcbes Geométricas e Geometria Descritiva, além do suporte
tecnoldgico do uso das ferramentas através dos softwares educativos.

A nossa expectativa € que ocorra a implementacao efetiva de uma
proposta pedagdgica que possa explorar as relagdes entre as duas Geometrias
Nao Euclidianas classicas e a Geometria Euclidiana no curso de formagcao de
professores.

O desenvolvimento de uma proposta pedagodgica voltada para a
formacao inicial dos professores e que explore as relagbes entre as geometrias
podera contribuir para o aumento da compreensao dos conceitos da Geometria
Euclidiana, influenciando no estado da arte do ensino de Geometria na regiao.



CAPITULO 1
GEOMETRIA EUCLIDIANA: BREVE RELATO

Origem da Geometria Euclidiana

Muitos sao os registros de que o antigo Egito é o berco da geometria.

As constantes inundagdes anuais do Nilo faziam desaparecer as
divisérias das terras e se tornou necessario fazer comparagcdes com certa
freqiiéncia, de maneira que se pudessem distinguir as diferentes propriedades.
Estas comprovagdes resultaram em uma série de formulas geométricas, muitas
das quais nao eram sendo meras aproximagoes.

A geometria, como ciéncia dedutiva, porém, ndo comecga até a antiga
Grécia. Grandes descobertas geométricas devem ser creditadas nos esforcos de
muitos predecessores de Euclides, como Tales de Mileto (640-456 a.C.),
Pitagoras (580-500 a.C.) e Eudoxo (408-355 a.C.). Platdao (428-347 a.C.)
interessou-se profundamente pela geometria e embora tenha dado pouca
contribuicdo originais, destacou, ao longo de seus ensinamentos, a necessidade
de demonstracgdes rigorosas, preparando desse modo o cenario para o papel que
Euclides haveria de representar mais adiante.

Euclides (Fig. 1) viveu, provavelmente, de 330-260 a.C.. Nasceu na
Siria. Estudou na escola platénica de Atenas e ensinou matematica no Museu de

Alexandria, um conjunto de construgbes que incluia Fig. 1 - Euclides

uma biblioteca (Fig. 2), um observatério astronémico,
um jardim botanico e um jardim zool6gico. Foi um dos

primeiros gebmetras e € reconhecido como um dos

matematicos mais importantes de todos os tempos.
O complexo, reconstruido agora com o
auxilio da Organizacdo das Nacbes Unidas - ONU, foi

fundado por volta de 300 a.C. por Ptolomeu I, o general

Fonte: http://mathworld.wofram.com =

maceddnio de Alexandre, o Grande, e era conhecido como o Templo das Musas,
isto €, um lugar onde estudiosos se encontravam para trabalhar e discutir idéias
filosoficas e literarias.



Fig. 2 - Detalhe da biblioteca do Museu
de Alexandria, Egito

Fonte: GUELLI, 2003

Proclus (410-485 d.C.) foi filésofo, matematico e historiador. Nasceu
em Constantinopla (Turquia). Estudou em Alexandria e assumiu a diregao da
escola ateniense, ficando neste cargo até a sua morte. Proclus é considerado o
maior representante do neoplatonismo em sua Udltima fase, denominada
ateniense. Ele diz que Euclides precedeu Arquimedes (287-212 a.C.), pois
Arquimedes cita Os Elementos, e que foi posterior a Eudoxo e Teateto, cujos
trabalhos foram incorporados a Os Elementos.

Existe uma histéria ligando Euclides a um rei Ptolomeu. A historia diz
que o rei tendo folheado Os Elementos, perguntou a Euclides se ndo havia um
caminho mais curto para aprender geometria, e Euclides respondeu: “Em
geometria nao ha estradas reais”. Assim Proclus conclui que este soberano deve
ser Ptolomeu I.

Outra histéria curiosa que contam sobre Euclides, refere-se a um aluno
que tinha comecado a aprender geometria com ele e, que ao ultrapassar o
primeiro teorema, perguntou: “O que lucrarei por ter aprendido isso?”. Entao
Euclides chamou um escravo e disse: “Dé-lhe algumas moedas, pois ele
necessita ver os frutos do que aprende”.

Os Elementos consistem de treze livros contendo definicdes, axiomas,
teoremas e demonstragdes em que Euclides incorpora algumas descobertas
proprias e praticamente todo o conhecimento matemético acumulado por seus
antecessores, com excecao das secdes cOnicas e a Geometria Esférica. Assim,
Os Elementos escritos ha cerca de 2300 anos na Grécia, sdo considerados 0s
mais antigos textos matematicos gregos encontrados completos.



Fig. 3 - Capa da versao classica portuguesa de
Os Elementos, segundo F. Commandino e R. Simson.
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Fonte:

Os livros originais foram destruidos e nunca foi encontrado nenhum
exemplar original de Os Elementos. As edigbes modernas da obra se baseiam
numa revisao preparada pelo comentador grego Téon de Alexandria que viveu
quase 100 anos depois de Euclides. Essa revisdo foi, até o comeco do século
XIX, a mais antiga edicdo de Os Elementos que se conhecia. Porém, em 1808,
quando Napoledo ordenou que fossem tomados de bibliotecas italianas e
enviados a Paris os manuscritos de valor, F. Peyrard encontrou, na biblioteca do
Vaticano, uma cépia do século X de uma edi¢do da obra que é anterior a revisdo
de Téon. Um estudo dessa edicdo mais antiga e uma triagem cuidadosa de
citacbes e notas feitas por comentadores antigos indicam que o material
introdutério do tratado original de Euclides sofreu alteracbes nas revisdes que se



seguiram, mas os teoremas e demonstracées permaneceram em esséncia como
Euclides escreveu.

A primeira traducao latina completa de Os Elementos nao foi feita do
grego e sim do arabe. No século VI, os arabes fizeram traducdes de muitos
manuscritos bizantinos de trabalhos gregos e, em 1120, o erudito inglés Adelardo
de Bath fez uma traducao latina de Os Elementos a partir de uma dessas antigas
versdes arabes. Duas outras traducdes latinas foram feitas a partir do arabe, uma
de Gerardo de Cremona (1114-1187) e a outra, 150 anos depois da de Adelardo,
de Johannes Campanus. A primeira edicao impressa de Os Elementos foi feita no
ano de 1482 em Veneza e apresentava a tradugdo de Campanus. Esse livro
rarissimo foi composto primorosamente, sendo a primeira obra de mateméatica
importante a ser impressa. Uma traducéao latina louvavel, feita a partir do grego, é
a de Commandino (1572). Essa traducao serviu de base para muitas outras
subsequentes, inclusive para a influente edicdo de Robert Simson da qual, por
sua vez, derivaram tantas outras edicbes inglesas. A primeira € monumental
tradugéo inglesa de Os Elementos foi feita por Billingsley e apareceu em 1570. A

partir dai aproximadamente 1000 edicdes ja foram langadas.

O plano da obra de Euclides

Os Elementos

O procedimento axiomatico que tanto repercutiu e influenciou a
matematica contemporanea, iniciou-se em geometria no famoso livro Os
Elementos de Euclides. Este livro foi escrito entre os anos de 330 e 320 a.C. e
teve provavelmente mais influéncia sobre a atual civilizacdo do que qualquer outra
criacao do génio grego.

Embora Os Elementos estejam longe de alcancar a perfeicdo aspirada
por Euclides, os livros tém merecido a admiragdo da humanidade durante mais de
2000 anos e estabelecem um modelo de demonstracdo rigorosa somente
superado no século XIX.

Euclides foi o grande sistematizador de seu tempo. Poucos dos
teoremas demonstrados em Os Elementos séo obra sua, se é que existe algum.
O verdadeiro mérito de Euclides esta na proposta de ordenacao da geometria do

seu tempo em um sistema dedutivo.



Em Os Elementos, Euclides apresenta o conteddo matematico na
forma postulacional de raciocinio. Para estabelecer uma afirmagdo num sistema
dedutivo, deve-se mostrar que essa afirmacdo é uma consequéncia légica
necessaria de algumas afirmacbes previamente estabelecidas. Estas, por sua
vez, devem ser estabelecidas a partir de outras também estabelecidas
previamente e assim por diante. Assim as primeiras afirmacfes sdo aceitas sem
demonstracdo e sdo chamadas, nos dias atuais, de postulados ou axiomas e
delas decorrem as demais afirmacdes. Euclides deu o nome de axiomas as
nocoes evidentes, ndo especificas da geometria, como por exemplo:

“Se se somam duas quantidades iguais a outras duas

quantidades iguais entre si, as somas obtidas sdo iguais”

e, reservou o termo postulado para as proposi¢cées de natureza geométrica, como
por exemplo a proposicao:

“Existe uma e s6 uma reta que passa por dois pontos”.

Provavelmente Euclides assumiu a afirmacdo: “Um axioma é uma
suposicdo comum a todas as ciéncias ao passo que um postulado é uma
suposicdo peculiar a uma ciéncia particular em estudo”, para distinguir postulados
e axiomas.

Tao grande foi a impressao causada pelo aspecto formal de Os
Elementos de Euclides nas geracbes seguintes que a obra se tornou um
paradigma de demonstracao matematica rigorosa. A despeito de um consideravel
abandono nos séculos XVII e XVIII, o método postulacional inspirado em Euclides
penetrou quase todos os campos da matematica a ponto de alguns matematicos
defenderem a tese de que nao sé o raciocinio matematico é postulacional mas
que também, no sentido inverso, raciocinio postulacional é raciocinio matematico.
Uma conseqliéncia, relativamente nova, foi a criagdo de um campo de estudos
chamado axiomatica, dedicacdo ao exame das propriedades gerais dos conjuntos
de postulados e do raciocinio postulacional.

Os Elementos apresentam 465 proposicdes deduzidas e definicdes

distribuidas em treze livros.



Livro |

Livro Il

Livro Il

Livro IV

Livro V

Livro VI

Livro VII

Livro VIII

Livro IX

Livro X

Livro XI
Livro XII
Livro XIII

Neste livro apresentam-se definigbes, postulados e axiomas ou nogoes
comuns. As 48 proposicoes deste livro sado distribuidas em trés grupos. As
primeiras 26 tratam principalmente das propriedades do tridangulo incluindo os
trés teoremas de congruéncia. As proposigoes | 27 a | 32 tratam da teoria das
paralelas e provam que a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a
180°. As demais proposi¢cdes falam sobre paralelogramos, triangulos e
quadrados, com atengéo especial a relagées entre areas. A proposicao | 47 é
o teorema de Pitdgoras com uma demonstragédo atribuida universalmente ao
proprio Euclides e a proposigéo final, | 48, € o reciproco do teorema de
Pitagoras. O material desse livro foi desenvolvido pelos pitagéricos antigos.
Esse livro contém 14 proposi¢cbes que tratam de transformagbes de areas e
algebra geométrica da escola pitagérica. E nele que se encontram os
equivalentes geométricos de muitas identidades algébricas.

Apresenta 39 proposicées que contém muitos dos teoremas sobre circulos,
cordas, secantes, tangentes e medidas de angulos associados que hoje
fazem parte dos textos de geometria elementar.

Contém 16 proposicdes que discutem a construcdo, com régua e compasso,
de poligonos regulares de trés, quatro, cinco, seis e quinze lados bem como a
inscricao e a circunscri¢cao desses poligonos num circulo dado.

Nesse livro é apresentada a teoria das proposigdes de Eudoxo.

Esse livro contém aplicagbes da teoria das proporgcdes eudoxiana a
Geometria Plana. Encontram-se os teoremas fundamentais da semelhanca
de tridngulos; construgcbes de terceiras, quartas e médias proporcionais; a
resolucdo geométrica de equagdes quadraticas; a proposicao que assegura
que a bissetriz de um angulo de um tridngulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos outros dois lados; uma generalizagdo do
teorema de Pitagoras na qual, em vez de quadrados, tragcam-se sobre os
lados de um tridngulo retangulo trés figuras semelhantes descritas de maneira
analoga; e muitos outros teoremas.

Esse livro apresenta um processo, hoje conhecido como algoritmo Euclides,
para achar o maximo divisor comum de dois ou mais numeros inteiros e o usa
para verificar se dois inteiros sdo primos entre si. Encontra-se nele também
uma exposicao da teoria das propor¢cées numérica ou pitagorica. Nesse livro
constam muitas propriedades numéricas basicas.

Contém proposigdes continuas e progressdes geométricas relacionadas.
Nesse livro encontram-se muitos teoremas, como o teorema fundamental da
aritmética, uma deducao geométrica da férmula da soma dos primeiros n
termos de uma progressao geométrica e a férmula para nimeros perfeitos.
Enfoca os irracionais, ou seja, segmentos de reta incomensuraveis com um
segmento de reta dado; e formulas que fornecem ternos de numeros
pitagoricos.

Encontram-se as definicdes, os teoremas sobre retas e planos no espaco e
os teoremas sobre paralelepipedos.

Apresenta o método de exaustao.

Sao desenvolvidas construgdes visando a inscricdo dos cinco poliedros
regulares numa esfera.

Os livros VII, VIII e IX, que no total tém 102 proposicoes, tratam da

teoria elementar dos numeros.

esfera.

Os livros Xl, Xl e Xlll tratam de geometria sélida com excecdo da
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Importante destacar, como ja mencionado anteriormente, que a obra de
Euclides foi tdo bem sucedida que Os Elementos foram considerados obra padrao
para a matematica durante mais de 2000 anos e s6 superados em numero de

publicacdes pela Biblia.

Postulados e axiomas ou nogdes comuns

A maioria dos matematicos gregos antigos fazia distincdo entre
postulado e axioma. Pelo menos trés distingdes eram usadas pelas varias partes.

» Um axioma é uma afirmagdo assumida como auto-evidente e um
postulado uma construcdo de algo assumida como auto-evidente:
assim, os axiomas e 0s postulados estao entre si, em grande parte,
como os teoremas e os problemas de construgéo.

» Um axioma é uma suposicdo comum a todas as ciéncias ao passo
que um postulado € uma suposicao peculiar a uma ciéncia particular
em estudo.

» Um axioma é uma suposicao de algo que é, ao mesmo tempo, 6bvio
e aceitavel para o aprendiz; um postulado é uma suposicao de algo
que nao é nem necessariamente Obvio nem necessariamente
aceitavel para o aprendiz.

A distingédo utilizada por Euclides em Os Elementos é a segunda da

lista que é apresentada anteriormente.

Na matematica, atualmente, ndo se faz nenhuma distingdo nem se leva
em conta a qualidade da auto-evidéncia ou da obviedade. Houveram alguns
gregos antigos que adotaram este ponto de vista.

As dez afirmacgbes classificadas como postulados e axiomas sao 0s
pilares para a obra de Euclides, pois as 465 proposicoes apresentadas em Os
Elementos sao baseadas nestas afirmacdes. Euclides estabeleceu umas poucas
propriedades geométricas simples e procurou demonstrar as restantes como
consequéncias logicas delas.

Euclides chamou estas propriedades simples de axiomas ou
postulados. Nao deu nenhuma demonstracdo delas, pelo contrario, estas
propriedades foram empregadas para construir o sistema arquitetado por ele.

Os axiomas e postulados sao encontrados no Livro | de Os Elementos.
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Euclides estabeleceu as dez propriedades escolhidas como base de
seu sistema da maneira apresentada a seguir.

Eis os AXIOMAS selecionados:

A1 - Coisas que sao iguais a mesma coisa também sao iguais entre si.

A2 - Se iguais sdo somados a iguais, entdo os todos sao iguais.

A3 - Se iguais sao subtraidos a iguais, entao os restos sao iguais.

A4 - Coisas que coincidem entre si sdo iguais entre si.

A5 - O todo é maior do que a parte.

E os POSTULADOS foram os seguintes:

P1 - Se pode tragar uma linha reta de um ponto a outro ponto qualquer.

P2 - Se pode prolongar uma linha reta indefinidamente a partir de uma
reta finita.

P3 - Se pode tracar um circulo com centro e raio dados.

P4 - Todos os angulos retos sao iguais.

P5 - Se uma linha reta encontra duas outras retas e com elas formam
de um mesmo lado angulos internos em que a soma é menor do
que dois angulos retos, entdo essas duas retas encontrar-se-ao no
lado que formam &angulos cuja soma é menor que dois angulos

retos.

Definicbes
As definigbes apresentadas no Livro | de Os Elementos tém como
finalidade fornecer ao leitor uma nocdo de como os termos matematicos serédo
usados nos demais livros. Tais definicées sao:
1. Um ponto € o que nao tem partes.
2. Uma linha é o que tem comprimento sem largura.
3. As extremidades de uma linha sao pontos.
1. Uma linha reta € uma linha que assenta igualmente entre as suas
extremidades.
2. Uma superficie & o que tem apenas comprimento e largura.
4. As extremidades de uma superficie sédo linhas.
3. Uma superficie plana é uma superficie sobre a qual assenta toda a linha
reta entre dois pontos quaisquer da superficie.
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Um angulo plano é a inclinagdo reciproca de duas linhas que se
tocam numa superficie plana e que nao fazem parte da mesma linha
reta.

E quando as linhas que contém o angulo séo linhas retas, o angulo
chama-se raso.

Quando uma linha reta, incidindo com outra linha reta, fizer com
este dois angulos adjacentes iguais, cada um desses angulos é
reto, e a linha reta incidente diz-se perpendicular a linha com a
qual incide.

Um angulo obtuso é maior do que um angulo reto.

Um angulo agudo é menor do que um angulo reto.

Uma fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa.

Uma figura é aquilo que esta contido por uma ou mais fronteiras.
Um circulo € uma figura plana fechada por uma sé linha de forma que
todas as linhas retas, que de um ponto existente no meio da figura se
conduzem para a circunferéncia, sao iguais entre si.

E o ponto chama-se centro do circulo.

O diametro do circulo é qualquer linha reta que passa pelo centro e
termina em ambas as direcées, na circunferéncia tal linha divide o
circulo em duas partes iguais.

Um semicirculo é uma figura compreendida entre o diametro e a
circunferéncia que é cortada pelo didmetro. E o centro do semicirculo
€ 0 mesmo que o do circulo.

Figuras retilineas sdo as que sao formadas por linhas retas, sendo
as figuras trilateras as que sao formadas por trés linhas retas, as
quadrilateras as que sao formadas por quatro linhas retas, e as
multilateras as que sao formadas por mais de quatro linhas retas.
Das figuras trilateras, o triangulo equilatero € a que tem trés lados
iguais, o triangulo isdsceles, a que tem dois lados iguais e, o triangulo
escaleno, a que tem os trés lados desiguais.

Das figuras trilateras, o triangulo retangulo é a que tem um angulo reto,
o tridngulo obtusangulo é a que tem um angulo obtuso e o triangulo

acutangulo é a que tem todos os angulos agudos.
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Das figuras quadrilateras, o quadrado é a que é simultaneamente equiilatera e
retangula; o oblongo é a que é retangula, mas nao é eqtiilatera; o rombo é uma
figura eqilatera, mas n&o retangula; e o rombdide é a que, tendo os lados e
angulos opostos iguais, ndo é nem equiilatera nem retangula. E todas as outras
figuras quadrilateras se chamam trapézios.

Linhas retas paralelas séo linhas retas que, estando na mesma superficie
plana e sendo prolongadas indefinidamente em ambas as dire¢des, nunca

se tocam.



CAPITULO 2
QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES

O quinto postulado ou postulado das paralelas € a pedra angular sobre
a qual se baseia a grandeza de Euclides como um dos maiores matematicos de
todos os tempos.

Se levarmos em consideragao as inUmeras tentativas feitas por mais
de vinte séculos para demonstrar este postulado, muitas delas por geébmetras de
primeira linha, entdo ndo podemos deixar de admirar a genialidade do homem
que teve a sensibilidade para chegar a conclusao de que tal hipétese, necessaria
para validar todo sistema proposto por ele, é realmente indemonstravel.

Contudo, esta pedra angular da grandeza do sistema proposto por
Euclides foi a causa dos mais duros ataques ao seu sistema.

Os quatros postulados precedentes sao proposi¢des curtas e simples
e, por isto, ndo é surpresa que a natureza muito mais completa da proposicao que
constitui 0 quinto postulado tenha levado comentadores e criticos da obra
euclidiana a pensar mais em um teorema do que em uma hipé6tese. Tal ponto de
vista provocou no proprio Euclides, inconscientemente, um momento de duvida
quando demonstrou o seu reciproco.

A demonstracdo do reciproco do quinto postulado, feita por Euclides,
foi considerada um defeito por alguns criticos e comentadores da sua obra.
Muitos esforcos foram empreendidos, mesmo na época de Euclides, e
continuaram até o século XIX. O fracasso destas tentativas acabou por corroborar
a fama de Euclides e, o que é mais importante, abriu os caminhos para a
invengao de novas geometrias.

A veracidade do quinto postulado foi contestada, por ele ndo ser tao
evidente quanto os anteriores e por se referir a um ponto de interseccao que
poderia estar a milhares de quilémetros.

Varias tentativas foram feitas com o objetivo de demonstrar o quinto
postulado como conseqléncia logica dos outros quatro. Talvez estas
demonstracdes tenham sido motivadas para explicitar o pensamento de Euclides,
melhor do que estava expresso em sua forma original, e acabaram introduzindo
subrepticiamente hipéteses equivalentes ao préprio postulado e supunham,

portanto, 0 mesmo que queriam demonstrar.
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Dentre as varias tentativas de demonstrar o quinto postulado a partir
dos quatro primeiros podemos citar o trabalho de Proclus (410-485), matematico e
fildsofo que estudou em Alexandria e posteriormente se mudou para Atenas, onde
ensinou matematica.

Proclus gozava de grande prestigio entre seus contemporaneos por
seus trabalhos e por sua sabedoria. Seus comentarios sobre Os Elementos sao
uma das mais importantes fontes de informacéo de que se disp6e da geometria
grega primitiva, uma vez que nao foram conservados os trabalhos originais dos
precursores de Euclides.

Proclus retratou em suas obras que, mesmo na época de Euclides,
foram feitas tentativas de provar o quinto postulado como um teorema ou de
livrar-se dele através de outra definicao de retas paralelas.

O proprio Proclus propds uma demonstragdo com a intencao de provar
que se uma reta transversal corta uma de duas retas paralelas, entdo corta
também a segunda e esta afirmacao substituiria 0 quinto postulado.

Na sua proposta, o quinto postulado podia ser provado se fosse

demonstrado previamente que:

P: “Se I, e |, sdo duas retas paralelas quaisquer, e I; é outra reta

distinta de I; que a intersecta, entdo I; intersecta também a reta I.”.

De fato:
Suponhamos que a proposicao acima seja valida e sejam ry e r. duas

retas e r; uma transversal tal que a soma dos angulos internos a e § € menor que

dois retos. (Fig. 4)

Fig. 4 - Demonstracédo de Proclus
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Entdo existe uma reta r. que passa por P tal que o' + B = 2 retos e,
considerando a proposicdo 28' do Livro | de Os Elementos, para cuja
demonstracdo ndo se utiliza o quinto postulado, tem-se que as retas r. e r4 Sé0
paralelas. Portanto, a reta ri que € distinta de r4 e intersecta-a em P, intersecta
também r..

Entdo, as retas ry e r; intersectam-se do lado da transversal r; em que a
soma dos angulos internos € menor que dois retos, uma vez que se se
intersectassem do outro lado de rs;, formariam com esta reta um triangulo com um
angulo externo o menor que o angulo B’. Isto contraria a proposi¢do 16 do Livro |
cuja demonstracdo também nao utiliza o postulado V.

Tendo demonstrado isto, faltava para Proclus demonstrar a proposicao
P; a partir dos postulados | a IV.

A argumentacao que demonstra P, é a seguinte:

Sejam AB e CD - duas retas paralelas.

Suponhamos que EG intersecta a reta AB no ponto F. Entdo EG

intersecta a reta CD. (Fig. 5)
Fig. 5 - Demonstragéo do P de Proclus
E

F
A \ B
G

C D

De fato, sendo BF e FG duas retas que se cortam em F, ao prolonga-
las indefinidamente, chegam a ter entre si uma distancia maior que qualquer
magnitude, de modo que sera maior que o intervalo entre as duas paralelas.

Portanto, se estdo entre si a uma distancia maior que das paralelas,
entdo FG tera cortado a reta CD.

A afirmacéo feita no segundo paragrafo da demonstracéo de Proclus é,

essencialmente, um axioma que Proclus atribuiu a Aristételes. Nao era um

! Esta proposigdo encontra-se no Anexo 2.
* Esta proposigdo encontra-se no Anexo 2.
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postulado de Os Elementos, e nem sequer Proclus tratou de deduzi-lo dos
postulados | a IV.

Um motivo também capaz de suscitar uma critica mais severa
encontra-se na hipétese tacita feita nas frases “o intervalo entre as paralelas” e “a
distancia entre elas”, as quais implicam que as paralelas estdo a uma distancia
constante entre si. Porém a justificativa desta hipdtese é o proprio postulado V, a
qual é, certamente, seu equivalente I6gico.

Na verdade, para fundamentar a demonstragdo no axioma de
Aristételes, bastaria que as distancias medidas perpendicularmente dos pontos da
reta AB a reta CD estivessem demarcadas, porém isto também é equivalente ao

quinto postulado.



CAPITULO 3
PROPOSICOES EQUIVALENTES AO QUINTO POSTULADO

Os gregos antigos tiveram muitas dificuldades em desenvolver
logicamente a teoria das paralelas. Até mesmo Euclides enfrentou estas
dificuldades, definindo retas paralelas como retas coplanares que nao se
intersectam por mais que sejam prolongadas em ambas direcbes e adotou como
suposicao o seu famoso postulado das paralelas.

O quinto postulado nao é conciso nem de simples compreensao como
os demais e nao &, em hipétese alguma, auto-evidente. Além disto, Euclides nao
fez nenhum uso desse postulado até chegar a Proposicao 29° do Livro |.

O fato de Euclides s6 ter utilizado o postulado das paralelas
tardiamente provocou a curiosidade de saber se esse postulado era realmente
necessario e levou estudiosos e criticos de Os Elementos a cogitar que talvez ele
pudesse ser deduzido dos outros, como teorema, ou, pelo menos, ser substituido
por uma proposicao equivalente aceitavel.

Alguns dos autores das proposicoes substitutivas que surgiram
demonstraram explicitamente que as mesmas eram equivalentes ao quinto
postulado, ainda que outros as tenham introduzido como hipéteses tacitas no
transcurso de suas tentativas de demonstracéo do postulado.

A formulacdo mais comum do postulado V apareceu, em 1795, em um
tratado sobre os seis primeiros livros de Euclides, escrito pelo matematico e fisico
John Playfair (1748-1819).

A popularidade do livro de Playfair foi tanta que atingiu a marca de dez
edicdes - a ultima em 1846 - ligando o0 seu nome a esta proposi¢cao, embora esta
particular alternativa tivesse sido usada por outros e seja considerada mesmo
uma parafrase de outra atribuida a Proclus, no século V.

O substitutivo de Playfair € o mais comum nos atuais livros de

geometria e é enunciado como segue:

“Por um ponto fora de uma reta dada pode-se tracar uma reta
paralela e s6 uma a dita reta”.

* Esta proposigdo encontra-se no Anexo 2.
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Embora esta formulacao pareca mais clara do que o proprio postulado,
na realidade ha varias razdes para preferir conforme foi enunciado por Euclides,
principalmente porque o quinto postulado proporciona uma maneira de saber
quando duas retas se cortam, questdo imprescindivel no desenvolvimento de
qualquer geometria.

Outras formulacdes substitutivas do postulado das paralelas podem ser
destacadas.

“Duas retas paralelas entre si estdo a uma distancia finita.” - Proclus

“Existe um tridngulo no qual a soma dos seus trés angulos vale dois

retos.” - Legendre

“Existem dois tridngulos ndo congruentes, com o0s angulos de um
respectivamente iguais aos angulos do outro.” - Laplace e Saccheri

“Por um ponto qualquer interior a um angulo menor que dois tercos de
um reto passa uma reta que corta ambos os lados do angulo”.-
Legendre e Lorentz

"Se K é um nuamero inteiro qualquer, existe sempre um tridngulo cuja

area é maior que K." - Gauss

"Por trés pontos ndo alinhados passa sempre uma circunferéncia”.-

Bolyai



CAPITULO 4
A CONTRIBUICAO DE SACCHERI

A tentativa mais elaborada para demonstracdo do quinto postulado,
considerada realmente a primeira investigacdo cientifica do postulado das
paralelas, foi feita pelo jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-1733).

Sabe-se pouco sobre a vida de Saccheri. Nasceu em San Remo
(Italia). Ensinava em colégios de sua ordem religiosa na ltalia e se dedicava ao
estudo da légica formal tendo publicado o livro Légica Demonstrativa.

No ano de sua morte Sachheri publicou a sua grande obra Euclides ab
omni naevo vindicatus sive conatus geometricus quo Sstabiliuntur prima ipsa
geometriae principia (Euclides gebmetra de inclinacdo livre de toda imperfeicao
pelo qual sdo estabelecidos os maiores principios da geometria).

Ao que tudo indica, o objetivo de Saccheri ao escrever seu livro foi o de
isentar Euclides de todas as suspeitas de erro e, o mais importante, de afastar
também a suspeita de ter errado ao fazer a hip6tese contida no quinto postulado.

Seu procedimento para lograr tal intento foi introduzir na geometria
uma figura de grande importancia que ficou conhecida pelo nome de "Quadrilatero
de Saccheri".

Fig. 6 - Quadrilatero de Saccheri

D Q C

Saccheri o construiu da seguinte forma: pelos extremos de um
segmento AB tracou os segmentos congruentes AD e BC, perpendiculares a AB,
e uniu os pontos C e D por mais de uma reta.

Demonstra-se a partir dos postulados | a IV que os angulos ADC € BC
D sao congruentes. Com efeito, se P e Q sao, respectivamente, os pontos médios

dos segmentos AB e CD, entdo os dois triangulos retdngulos ADP e BCP sao
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congruentes, e consequientemente os angulos ADP € BCP sdo congruentes e 0s
segmentos PC e PD também s&o congruentes.

Portanto, os lados do tridngulo CPQ sao congruentes, respectivamente,
aos lados do triangulo DPQ e, em conseqliéncia disso, ambos triangulos sao
congruentes.

Para a demonstracdo destas proposicdes ndo se requer o0 uso do
postulado V mas as proposigcdes 4* e 8° do Livro .

Além disso, tem-se que os angulos PCD e PDC s@o congruentes e,
portanto

ADC = ADP+ PDC = BCP+ PCD = BCD -

Sem usar o postulado das paralelas ele mostrou que os angulos C e D
dos vértices do "Quadrilatero de Saccheri" sdo congruentes e que ha somente
trés possibilidades para os angulos dos vértices:

12.) sdo retos;

22.) sdo obtusos;

32.) sdo agudos.

Estas trés hipéteses foram chamadas, respectivamente, hipétese dos
angulos retos, hipétese dos angulos obtusos e hipétese dos angulos agudos.

Saccheri demonstrou que se uma dessas trés hipbteses é valida para
um dos quadrilateros entédo é valida para todos.

Utilizando tacitamente a infinitude da linha reta, Saccheri demonstrou
que o postulado V é conseqliéncia da hip6tese do angulo reto e que a hipétese do
angulo obtuso é contraditéria. S6 restava por estudar a hipétese do angulo agudo.

Da hipétese do angulo agudo derivaram varios teoremas que
pareceram estranhos a Saccheri porque diferiam dos obtidos por meio do quinto
postulado mas ele ndo conseguia obter uma contradicao.

Incapaz de rechacgar a hipétese do angulo agudo baseando-se em
resultados légicos, Saccheri procurou reflgio no terreno menos firme da intuicao e
chegou a conclusdo, na proposicdo XXXIIl de seu livro, de que a hipbtese do
angulo agudo é absolutamente falsa porque rejeita a natureza da linha reta.

Saccheri estava tdo convencido de que a Geometria Euclidiana era a
Unica valida que permitiu que esta postura preconceituosa interferisse em sua

* Esta proposigdo encontra-se no Anexo 2.
> Esta proposigdo encontra-se no Anexo 2.
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I6gica. Onde nao havia contradicdo Saccheri torceu o raciocinio até chegar que a
hip6tese do angulo agudo fosse um absurdo.

E pouco provavel que esta conclusdo vaga e obscura de uma
investigacao clara e légica satisfizera realmente Saccheri. Se é que chegou a
saber que, ao contrario de sua idéia fixa, ndo é possivel deduzir uma contradicao
l6gica da hip6tese do angulo agudo porque da lugar a uma geometria muito
diferente da de Euclides, porém tao consistente como ela. Ao descobrir as
consequéncias da hip6tese do angulo agudo, o sacerdote italiano se encontrava,
sem saber, desenvolvendo uma nova geometria.

Por n&o ter tido a sensibilidade ou n&o ter acreditado na descoberta do
novo mundo que estava em suas maos, Saccheri deixou de ter creditado para si a

mais importante descoberta do século dezoito - a Geometria Nao Euclidiana.



CAPITULO 5
UMA BUSCA INCESSANTE: AS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Os esforgcos empreendidos, ao longo de 2000 anos para trocar o status
da famosa proposicéao de Euclides de um postulado para um teorema, resultaram
num completo fracasso neste sentido, mas conseguiram um éxito notavel em
outros aspectos. Na realidade o pensamento humano mudou acerca da natureza
da geometria a partir de entao.

Muito provavelmente, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) (Fig. 7) -
considerado o maior matematico do século XIX, e talvez

Fig. 7 - Gauss

de todos os tempos - foi 0 primeiro que teve clareza da
existéncia de uma geometria diferente da euclidiana.
Gauss estudou a teoria das paralelas durante
mais de trinta anos, e logo se deu conta da natureza
intrinseca das dificuldades que o impediram de
demonstrar o quinto postulado. E depois de muitas

reflexbes ele formulou e comecou a desenvolver uma

Fonte: http://mathworld.wolfram.com

nova geometria que chamou Nao Euclidiana.
Mas Gauss nado publicou nenhuma de suas descobertas neste campo.

O que se sabe sobre estes seus trabalhos chegou até nés pelas cartas que ele

escrevera para amigos e através de alguns papéis encontrados apds sua morte.
Em 1829, um professor da Universidade de

. . , Fig. 8 - Lobatschewsky
Kazan (Russia), Nicolai Ivanovich Lobatschewsky (1793-

1856) (Fig. 8) publicou os resultados da sua descoberta
de uma nova geometria.

Alemanha, Hungria e Russia foram bergos dos
trabalhos independentes de Gauss, Bolyai e

Lobatschewsky que criaram uma nova geometria. Tal
trabalho foi considerado libertador do cativeiro euclidiano.
Foi saudado como o principal invento emancipador do

intelecto humano e como o mais notavel resultado obtido
no SéCUlO XIX Fonte: http://mathworld.wolfram.com
A primeira fase do desenvolvimento da Geometria Nao Euclidiana

chegou ao auge com os trabalhos de Gauss, Bolyai e Lobatschewsky. Um feito
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importante da segunda fase foi a publicagdo, na segunda metade do século XIX,
pelo gedbmetra italiano Eugenio Beltrami (1835-1900), de um artigo que respondeu
definitivamente a questdo da incompatibilidade, isto €, da ndo contradicao da
nova geometria.

Sabe-se que Saccheri estava convencido de que a hipotese do angulo
agudo, que deu origem a nova geometria, devia conduzir a uma contradicao
I6gica, e que ao nao ser capaz de estabelecer isto, recusou a hipdtese, mais por
razdes estéticas do que por razdes l6gicas. Nenhum entre os trés fundadores da
nova geometria conseguiu resolver a questao da incompatibilidade l6gica. Parece
que Bolyai teria suspeitado que ao estender suas investigagdes ao espaco
tridimensional encontraria incompatibilidades e Lobatschewsky teria alguns
temores sobre o0 seu desenvolvimento.

O trabalho de Beltrami interpretava as Geometrias Nao Euclidianas
como geometrias sobre certas classes de superficies no espago tridimensional
euclidiano. Portanto, as propriedades paradoxais da nova geometria ocorreram de
fato nessas superficies e, assim, uma incompatibilidade na Geometria Euclidiana.

A nova geometria € por tudo isto, tdo compativel como a antiga e
Euclides enfim esta isento de todo erro.

O termo Geometria Nao Euclidiana foi usado, primeiramente por
Gauss, para a geometria obtida ao substituir o quinto postulado de Euclides pela
sua negacao, permanecendo inalterados todos os demais postulados.

Durante a segunda década do século XIX Gauss chegou a conclusao
que nao era possivel provar o postulado das paralelas, como tentaram fazer
Saccheri, Lambert, Legendre e Farkas Bolyai (1775-1856), e que eram possiveis
geometrias diferentes da Euclidiana. Entretanto ele nao divulgou suas idéias,
assim continuaram as tentativas de provar o postulado das paralelas.

Em 1825, Nicolai Lobatschewsky afirmou sobre o postulado das
paralelas que “nunca foi descoberta uma prova rigorosa de sua validade”. No ano
de 1826, na Universidade de Kazan, Lobatschewsky leu em francés o seguinte
artigo “Une démonstration rigoureuse du theoréme des parallélas” (Uma
demonstracdo rigorosa do teorema das paralelas). Em 1829, no Mensageiro de
Kazan, Lobatschewsky publicou o artigo “On the Principles of Geometry” (Sobre
os Principios de Geometria), assim este ano ficou marcado como o surgimento
das Geometrias Nao Euclidianas. A Geometria de Lobatschewsky diz que por um
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ponto C fora de uma reta AB pode-se tragar mais de uma reta do plano que nao
encontra AB. Essa nova geometria ndo tinha contradicées l6gicas inerentes e
Lobatschewsky a chamou de “Geometria Imaginaria”.

Em, aproximadamente, 1829 Janos Bolyai (1802-1860) (Fig. 9) chegou

Fig. 9 - Bolyai a conclusdo a que poucos anos antes Lobatschewsky

chegara. Ele desenvolveu o que chamou a “Ciéncia
Absoluta do Espacgo”, partindo da hipétese que por um
ponto fora de uma reta podem ser tragadas infinitas
retas do plano, ndo uma sé, cada uma paralela a reta
dada. A teoria de Janos foi publicada pelo seu pai
Farkas Bolyai sob forma de um apéndice de um tratado
cujo titulo em latim comegava com Tentamen, que tem

um imprimatur datado de 1829, o ano do artigo de

Lobatschewsky no Mensageiro de Kazan, mas soé

Fonte: http://mathworld.wolfram.com

apareceu em 1832.
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (Fig. 10) em 1851 na

sua aula inaugural para admissdo como professor- Fig. 10 - Riemann

adjunto na Universidade de Goéttingen, apontou
possibilidades para outras geometrias. Em sua Geometria
Riemanniana ou Geometria Eliptica usou como modelo a
superficie de uma esfera e um circulo maximo sobre a
esfera para interpretar respectivamente o plano e a reta.
O quinto postulado da Geometria Eliptica diz que todas
as retas se intersectam em dois pontos. Nesse caso a

soma dos angulos internos de um tridngulo é maior do
L . Fonte: http://mathworld.wolfram.com
que 1809, correspondendo a hipétese do angulo obtuso®,
ao passo que na Geometria de Lobatschewsky e Bolyai, correspondendo a
hipétese do angulo agudo’ a soma dos angulos internos de um tridngulo é menor
do que 180°. Ao mostrar que a Geometria Nao Euclidiana com soma dos angulos
maior do que 180° é realizada sobre a superficie de uma esfera, Riemann,
essencialmente, provou a consisténcia dos axiomas de que a geometria deriva.

No mesmo sentido Eugénio Beltrami, um colega de Cremona em Bolonha e mais

% A justificativa para a hipotese do angulo obtuso encontra-se na pagina 44

" A justificativa para a hipétese do dngulo agudo encontra-se na pagina 37
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tarde professor em Pisa, Pavia e Roma (ltalia), mostrou que havia disponivel um
modelo para a Geometria de Lobatschewsky. Esse modelo é a superficie gerada
pela revolugdo de uma tratriz em torno de sua assintota, superficie denominada
pseudo-esfera por ter curvatura negativa constante, assim como a esfera tem
curva positiva constante. Se definirmos a “reta” entre dois pontos da pseudo-
esfera como a geodésica por esses pontos, a geometria resultante tera as
propriedades que resultam dos postulados de Lobatschewsky. Como o plano é
uma superficie com curvatura constante nula, a Geometria Euclidiana pode ser
considerada como um intermediario entre os dois tipos de Geometrias Nao
Euclidianas.

A terminologia usada atualmente para as

Fig. 11 - Klein

Geometrias Nao Euclidianas € devida ao matematico
alemao Félix Klein (Fig. 11) (1849-1925). A Geometria
Nao Euclidiana de Sacchieri, Gauss, Bolyai e
Lobatschewsky recebeu a denominacdo de Geometria
Hiperbodlica; a geometria sem paralelas de Riemann foi
chamada de Geometria Eliptica e a Geometria Euclidiana
€ também chamada Geometria Parabdlica.

Fonte: http://mathworld.wolfram.com

No século XIX Karl Friedrich Gauss, Janos Bolyai, Bernard Riemann e
Nicolai lvanovich Lobatschewsky demonstraram que o quinto postulado de
Euclides se trata de um axioma independente dos outros. Supuseram que o

postulado de Euclides ndo era verdadeiro e substituiram-no por outros axiomas.

Geometria de Lobatschewsky:
Por um ponto exterior a uma reta podemos tracar uma infinidade de

paralelas a essa reta.

Geometria de Riemann:
Por um ponto exterior a uma reta ndo podemos tracar nenhuma

paralela a essa reta.

Assim foi admitido que era possivel construir duas geometrias
diferentes da Geometria Euclidiana, igualmente coerentes e que ndao conduziam a
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nenhuma contradicdo. Foi demonstrado que se qualquer das duas pudesse
apresentar alguma contradicdo, a prépria Geometria Euclidiana seria também
contraditoria.

Desde entdo, encontramo-nos perante trés sistemas geométricos
diferentes:

» A Geometria Euclidiana ou Parabdlica;

= A Geometria de Lobatschewsky ou Hiperbdlica;

= A Geometria de Riemann ou Eliptica ou Esférica.

As duas ultimas sdo chamadas de Geometrias Nao Euclidianas. Essas
novas geometrias permitiram as ciéncias exatas do século XX uma série de
avancgos, entre os quais a elaboracdo da Teoria da Relatividade de Einstein
(1879-1955). O que permitiu provar que essas teorias ao contrario do que muitos
afirmavam, tinham realmente aplicacdes praticas.

Configurava-se assim, a idéia de que aquela geometria de Gauss
fundamentada por Euclides ha 2000 anos podia ndo ser a unica possivel. Varios
caminhos podem levar a diversas geometrias, basta que se admitam axiomas

distintos.



CAPITULO 6
GEOMETRIA HIPERBOLICA

A contestacdo do postulado de Euclides deu origem as Geometrias
Nao Euclidianas, fundadas principalmente por Gauss, Bolyai e Lobatschewsky.

Sabe-se que os quatro primeiros postulados sdo compativeis tanto com
o postulado das paralelas quanto com sua negacgao, e, portanto isto assegura a
independéncia dos postulados de Euclides.

Uma das geometrias resultantes da negagcao do quinto postulado é a
Geometria Hiperbolica, chamada por Nicolai lvanovitsch Lobatschewsky, seu
criador, de Geometria Imaginaria e também conhecida como Geometria de
Lobatschewsky.

Essa geometria foi desenvolvida pelo russo Lobatschewsky e, quase
que simultaneamente pelo matematico hingaro Janos Bolyai.

A Geometria Hiperbdlica admite todos os postulados da Geometria
Euclidiana, substituindo apenas o quinto postulado:

1- E possivel desenhar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer

ponto.

2- E possivel prolongar continuamente uma linha reta finita sobre uma

reta.

3- E possivel descrever um circulo com qualquer raio e centro.

4- Todos os angulos retos sao iguais.

5- Por um ponto P fora de uma reta r passa mais de uma reta paralela

aretar.

Fig. 12 - Pseudo-esfera
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Essa geometria tem como modelo plano a superficie de uma pseudo-
esfera (Fig. 12) que foi apresentada pelo matematico Eugénio Beltrami.
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A pseudo-esfera é a superficie na qual o Postulado de Lobatschewsky
é possivel. Ela é gerada pela revolucdo de uma curva chamada de tratriz (Fig. 13)
em torno do seu eixo horizontal. Na tratriz, o segmento formado por uma reta
tangente a ela entre o ponto de tangéncia e o ponto de interseccdo com o eixo
horizontal, tem sempre a mesma distancia. As equacoes da tratriz em relagéo ao
angulo o sao:

X=acos a+aln(tan a/2)

y=asena«a

Fig. 13 - Tratriz

..ru

Fonte: http://myspace.eng.br

Na Fig.14 temos uma pseudo-esfera e nela sdo construidas as retas a
e b que sao paralelas a reta r. As retas a e b sdo encontradas da seguinte forma:

Fig. 14 - Retas paralelas na pseudo-esfera no
modelo plano da Geometria Hiperbdlica

Sobre uma reta r tragamos um segmento KP e QT perpendicular a r,
sendo K e Q pontos da reta r. Com a distancia KQ e centro em P tragamos um
arco que intersectara o segmento QT nos pontos Si e S,. Dai os pontos P e S,
determinam a reta a e os pontos P e S, determinam a reta b.
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O conceito de ponto na Geometria Hiperbdlica é analogo ao conceito

euclidiano de ponto.

Existem dois modelos para representacao dos conceitos da Geometria

Hiperbdlica no plano euclidiano: um formulado por Henri
Poincaré (1854-1912) (Fig. 15) e outro por Félix Klein.

No modelo de Poincaré da Geometria
Hiperbdlica uma reta horizontal u divide o plano
euclidiano em duas partes: um semiplano “superior” e um
semiplano “inferior”. A reta u ndo pertence a nenhum dos
semiplanos.

Os pontos do plano hiperbdlico sdo pontos do
semiplano euclidiano superior determinados por u.

As retas do plano hiperbdlico sao as

Fig. 15 - Poincaré

Fonte: http://mathworld.wolfram.com

semicircunferéncias abertas euclidianas com centros em u e situadas no

semiplano superior de u juntas com as semi-retas superiores perpendiculares a u.

Fig. 16 - Retas hiperbdlicas

N

Observemos as figuras a seguir. Seja a reta hiperbdlica k - € bom que

se diga que os pontos M e N de k sédo pontos infinitamente afastados, isto é, a

reta hiperbodlica k se aproxima assintoticamente da reta euclidiana u - e o ponto P.

As duas retas paralelas a k, que passam por P sdo as semicircunferéncias que

passam pelo ponto M ou N. Construimos estas semicircunferéncias da seguinte

forma:

Ligamos os pontos M e P, construindo o segmento MP. Tracando a

mediatriz deste segmento obtemos assim o ponto T - interseccao da mediatriz

com a reta u. O ponto T é o centro da semicircunferéncia g. O ponto Q é obtido

através da interseccdo da mediatriz do segmento NP com a reta u. Ele é o centro
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da semicircunferéncia I, que passa pelo ponto N. As duas retas hiperbdlicas

paralelas a k, sdo as semicircunferéncias euclidianas g e /. (Fig. 17)

Fig. 17 - Retas hiperbdlicas paralelas na representacao euclidiana
de Poincaré do plano hiperbdlico

P

T M Q N Y

Se P é um ponto da reta t - que passa pelo ponto M e é perpendicular a
reta euclidiana u, as retas hiperbdlicas paralelas a k sdo as retas t perpendicular a
reta euclidiana u e a semicircunferéncia v, com centro em Q - que é obtido

através da interseccdo da mediatriz do segmento PN com a reta u - e passando
pelo ponto N. (Fig. 18)

Fig. 18 - Outro exemplo de retas hiperbdlicas
paralelas na representagéo euclidiana de Poincaré do plano
¢ hiperbolico

P

M Q N u

|
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O modelo de Klein do plano hiperbélico € um circulo da Geometria
Euclidiana, excluindo a circunferéncia (Fig. 19). As retas deste plano sao as

cordas do circulo, excluindo suas extremidades (Fig. 20)

Fig. 20 - Retas no modelo plano

Fig. 19 - Representacao euclidiana de
hiperbdlico de Klein

Klein do plano hiperbdlico

-----
- -,

~
-

-
Pl -

n
.......
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Fig. 21 - Retas paralelas no modelo
de Klein do plano hiperbdlico

As retas PA e PB séo paralelas a reta AB (Fig. 21)

Existem infinitas retas que passam por P e estao no interior do &ngulo 6
elas sdo chamadas retas nao-secantes e ndo sao paralelas a AB.

A Fig. 22 é uma outra representacdo simplificada de duas retas
paralelas do modelo de Klein do plano hiperbdlico.

Fig. 22 - Retas paralelas a esquerda e a direita
num modelo simplificado de Klein do plano hiperbdlico

F

As retas a e b (Fig. 22) sdo chamadas de reta paralela a direita e reta
paralela a esquerda, e elas existem para cada segmento PK perpendicular a r,
sendo K qualquer ponto de r.

Duas retas hiperbodlicas sdo paralelas quando tém um ponto comum
afastado infinitamente.

Algumas caracteristicas da Geometria Hiperbdlica plana sao:
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Fig. 23 - Angulo de paralelismo
da Geometria Hiperbdlica
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O angulo de paralelismo é agudo e nao reto como na Geometria
Euclidiana. Observe que as retas paralelas ndo se encontram no
ponto B, pois o modelo do plano da Geometria Hiperbdlica é o
circulo excluindo sua extremidade, ndo se encontram em um ponto
entre A e B, pois ndo seriam paralelas, entdo se encontram em um
ponto depois de B, dai o angulo é agudo.

O angulo de paralelismo néo é fixo, depende da distancia do ponto
P areta AB.

Duas retas distintas e perpendiculares a reta AB formam com a
paralela PB um quadrilatero PQMK (Fig. 24) que equivale para a
Geometria Hiperbodlica ao retangulo da Geometria Euclidiana. A
construcdo do quadrilatero e existéncia deste tém como
consequéncia a seguinte propriedade: a soma dos angulos internos

de um triangulo é menor do que 180°.

Fig. 24 - Retangulo da Geometria
Hiperbdlica

e ————

_ -
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Chama-se de ideal o ponto de encontro de uma reta com as duas retas

que sao paralelas a ela. Cada reta possui dois pontos ideais distintos Q e Q’ (Fig.

Fig. 25 - Pontos ideais

A% 7B Q

25), pois se nao fossem distintos existiria uma Unica reta paralela a r passando
por P, o0 que contraria o Postulado de Lobatschewsky.

Duas retas nao-secantes encontram-se num ponto gama 7y ou ponto
ultra-ideal.

Fig. 26 - Ponto ultra-ideal

————

Os trés tipos de pontos da Geometria Hiperbdlica
esquematizados na figura a seguir.

estao

Fig. 27 - Pontos hiperbdlicos
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Triangulos

Na Geometria Hiperbdlica existem dois tipos de tridngulos, os
triangulos ordinarios que tém como vértices pontos préprios - cujo conceito é
analogo ao euclidiano de ponto - e os triangulos 6megas ou hiperbdlicos que tém

um vértice num ponto ideal.

Fig. 28 - Triangulo Fig. 29 - Triangulo
ordinario 6mega
B A -
/\ /\ Q
A c B

Congruéncia de triangulos 6megas

A seguir sao retratados os casos de congruéncia de triangulos 6megas
na Geometria Hiperbdlica:

a) Caso Angulo Lado Angulo (ALA): Dois triangulos 6megas ABQ e
A'B'Q' sdo congruentes se os lados de extensdo finita sdo congruentes e se 0s
angulos correspondentes Ae A' ou B e B’ sdo congruentes.

b) Caso Angulo Angulo (AA): Dois triangulos émegas ABQ e A'B'Q' sdo

congruentes se os angulos correspondentes Ae A', B e B’ sdo congruentes.

Quadrilatero de Saccheri
Os angulos do topo do Quadrilatero de Saccheri sdo congruentes e
agudos.

Na Fig. 30 CQ e DQ séo retas paralelas a reta AB e CDQ € um
triangulo 6mega. EC Q é um angulo externo desse tridngulo, logo sua medida é
maior do que o angulo interno CHQ, ECQ > CP Q. Mas ADQ = BC Q, porque
sdo angulos de paralelismo para pontos que estdo a uma mesma distancia da

reta AB, AD = BC, que sao os lados do quadrilatero de Saccheri.

Fig. 30 - Demonstracao do Quadrilatero
de Saccheri
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Se ADQ =BCQeCDQ <ECQ entdo BCE > ADC, BCE é um
angulo obtuso e AD C é um angulo agudo.

Como BC D e BC E sdo angulos adjacentes com os lados ndo comuns
alinhados e BCE ¢ obtuso, entdo BCD é um angulo agudo e congruente ao
angulo Ap C.

Portanto os angulos do Quadrilatero de Saccheri sdo congruentes e
agudos.

Quadrilatero de Lambert

O suigo-alemao Johannn Heinrich Lambert tentou provar o quinto
postulado de Euclides com um quadrilatero com trés angulos retos que é
conhecido como Quadrilatero de Lambert. (Fig. 31)

Fig. 31 - Quadrilatero de Lambert

D C
|

O quarto angulo do Quadrilatero de Lambert € agudo.

Sendo ABCD um Quadrilatero de Saccheri, E e F os pontos médios
dos lados AB e CD respectivamente. Tracando os segmentos EF, CE e DE, séo
formados os triangulos ADE e EBC que sao congruentes, entdao DE é congruente
a CE. Como F é ponto médio de CD, o triangulo DFE é congruente ao triangulo
CFE e EF é perpendicular a CD, dai EF é mediatriz do segmento CD entédo é
perpendicular ao segmento AB (Fig. 32)

Fig. 32 - Demonstragéao do
Quadrilatero de Lambert

D F C
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Assim AEFD é um Quadrilatero de lambert e como ABCD é um

Quadrilatero de Saccheri e o0 angulo AP C é agudo.

A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo retangulo é
menor do que 1802

Na figura a seguir ABC é um tridngulo retangulo em B e E o ponto
médio da hipotenusa AC. ED é perpendicular a BC. AF é congruente a DC e o
angulo FAE tem mesma medida do angulo DCE. Assim o triangulo AFE é
congruente ao tridangulo CDE, os pontos F, E e D séo colineares e F € um angulo
reto. Portanto ABDF é um Quadrilatero de Lambert e BAF é um angulo agudo,

BAC + CAF < 90°, coma CAF é congruente a A B:
ABC+BAC + ACB =90°+ BAC + ACB < 180°
Fig. 33 - Soma dos angulos internos de um tridngulo
retdngulo

A . F
' L]

L]
/m

A soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo € menor do
que 1802

Seja ABC um triangulo ndo retangulo (Fig. 34). Tragcando AD
perpendicular a BC sao formados os tridngulos retangulos ABD e ACD, cujas

somas das medidas dos angulos internos é menor do que 180°%, assim:

2D + A+ B+ C <3602 > 1802+ A+ B + C <3602 A+ B +C <1802

Fig. 34 - Soma dos angulos internos de um
triangulo qualquer
A




CAPITULO 7
GEOMETRIA ELIPTICA

Outra geometria originada da contestacdo do quinto postulado de
Euclides € a Geometria Eliptica, criada pelo matematico alemao Georg Bernhard
Riemann (1826-1866), também chamada de Geometria Esférica ou Geometria de
Riemann.

O principal fundamento dessa Geometria estd no fato de que néao
existem paralelas a uma reta dada.

Postulados e conceitos primitivos
O modelo de plano da Geometria Eliptica € a superficie de uma esfera
(Fig. 35).

Fig. 35 - Superficie Esférica

O conceito de ponto da Geometria Eliptica € analogo ao conceito
euclidiano de ponto.

As retas elipticas sao circulos maximos ou geodésicas da superficie
esférica.

Na superficie esférica, as geodésicas sdo circunferéncias de centro
coincidente com o centro da superficie esférica. (Fig. 36)
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Fig. 36 - Reta Eliptica

A Geometria Eliptica também admite todos os postulados da Geometria
Euclidiana, exceto o quinto postulado. Assim os postulados que fundamentam
essa nova geometria sao:

1- E possivel desenhar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer

ponto.

2- E possivel prolongar continuamente uma linha reta finita sobre uma

reta.

3- E possivel descrever um circulo com qualquer raio e centro.

4- Todos os angulos retos sao iguais.

5- Todas as retas intersectam-se em dois pontos.

Nessa perspectiva as retas elipticas sdo sempre secantes. (Fig. 37)

Fig. 37 - Retas elipticas

A geometria eliptica ndo considera a no¢do de “estar entre” e as retas

nao sao infinitas e sim ilimitadas.
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A reta é finita considerada ilimitada porque entre dois pontos quaisquer
podemos encontrar um outro ponto.

Na geometria eliptica ndo existem retas paralelas, pois quaisquer duas
retas dessa geometria sempre se intersectam em dois pontos. Isso s6 ocorre se
considerarmos retas elipticas geodésicas da superficie esférica; se qualquer
circunferéncia dessa superficie fosse uma reta eliptica o quinto postulado da

Geometria de Riemann nao seria valido.

Geometria Euclidiana na superficie esférica

Considerando que a nocado de plano da Geometria Euclidiana é
construida sobre a superficie da Terra, que tem a forma de uma esfera achatada
nos pélos, ao construirmos duas retas paralelas sobre a superficie de uma

laranja, que tem a forma idéntica a da Terra, teremos a situagao a seguir:

Fig. 38 - Retas euclidianas paralelas na superficie da Terra

F a

Como mostra a sequéncia de figuras, as retas que sado consideradas
paralelas se encontram em dois pontos distintos e a distancia entre elas ndo &
constante em qualquer ponto.

Dai a Geometria Euclidiana é inconsistente para esse modelo de
superficie.

Retas nao elipticas

Na figura a seguir foram tragadas duas circunferéncias euclidianas que
ndo sao consideradas retas elipticas, pois essas circunferéncias nao sao
geodésicas da superficie esférica. Observa-se que essas circunferéncias nao se
intersectam, portanto sdo consideradas paralelas, o que contraria 0 quinto
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postulado da geometria eliptica. Isso seria considerado uma falha da geometria
eliptica e, portanto, o quinto postulado seria considerado uma falha da geometria

euclidiana.
Fig. 39 - Retas néo elipticas

Fig. 40 - Interseccéao de planos paralelos
com a superficie eliptica
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Esse fato se confirma se tracarmos planos paralelos que intersectam a
superficie esférica determinando retas ndo elipticas chamadas de circulos
menores. Como os planos sao paralelos, as circunferéncias que pertencem a eles

nao se intersectam.

Quando o plano determina um circulo cujo centro coincide com o
centro da superficie esférica, as retas sao elipticas e chamadas de circulo

maximo.

Fig. 41 - Circulo maximo
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Distancia entre dois pontos
A distancia entre dois pontos é determinada pelo menor arco do circulo

maximo (geodésica) que contém esses pontos.

Fig. 42 - Distancia entre dois pontos

A distancia entre os pontos A e B é a medida do arco ADB. (Fig. 42)

Distancia polar

Na figura m temos as retas elipticas KJ e HI. H e | sdo os pdélos da reta
KJ, K e J sdo os poélos da reta HI. Na geometria eliptica a distancia entre qualquer
reta e seu polo é sempre constante e igual para todas as retas (Fig. 43). Portanto,
uma reta tem um comprimento finito, que é quatro vezes a distancia polar. (Fig.
44)

Importante destacar que a reta tem comprimento finito, porém ela é
ilimitada, pois entre dois pontos quaisquer sempre €& possivel encontrar outro

ponto.

Fig. 43 - Distancia polar Fig. 44 - Comprimento de uma reta
A

Z
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Retas perpendiculares
Na figura abaixo temos duas retas elipticas ACA’ e ADA’ que se
intersectam nos pontos antipodas (extremidades de um didmetro da esfera) A e

A Fig. 45 - Retas perpendiculares

g o a5
L i ) 4
bl e

Uma reta r é perpendicular a uma reta s, quando r contém os poélos da
reta s. (Fig. 45)

Os pélos da reta ACA’ sdo os pontos B e D, e da reta ADA’ sdo os
pontos E e C. A reta BCDE perpendicular a reta ACA’ serd também perpendicular
a reta ADA’, pois contém os pontos E e C. Dai a reta BCDE sera perpendicular a
todas as retas que contém os pontos Ae A'.

Portanto uma reta € perpendicular a infinitas retas, pois por dois pontos
podemos tragar infinitas retas.

Quadrilatero de Saccheri

Os angulos do topo do Quadrilatero de Saccheri sGo congruentes e
obtusos.

Seja ABCD um Quadrilatero de Saccheri, EF a reta que passa pelos
pontos médios dos lados AB e CD e O e O’ os po6los de EF.

Se X esta em BO e é p6lo de BC, entdo BX > BO, pois BO < EO. Como

X é pdblo de BC entdo CX é perpendicular a BC, XCB = 902 e BC O < 909, assim

BC F é obtuso pois é adjacente a BC O.
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Fig. 46 - Quadrilatero de Saccheri
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Fonte: COUTINHO, 2001.

Quadrilatero de Lambert
O quarto angulo do Quadrilatero de Lambert € obtuso. Isso foi provado
no item anterior, pois o Quadrilatero de Saccheri foi dividido em dois

Quadrilateros de Lambert.

A soma das medidas dos angulos de um triangulo retangulo é maior do que
1809

Seja ABC um triangulo retangulo. Tracando as retas CD e BE, formam-
se com o lado BC os angulos DC B e CB E congruentes aos angulos CBA e AC

B respectivamente. Dai o triangulo ABC é congruente ao tridngulo ICB o que é um
absurdo, pois ndo existem retangulos na Geometria Eliptica, logo:
A+ B + ¢ >180°
Fig. 47 - Soma dos angulos internos

de um triangulo retangulo

C D I

1 .
A B

A soma das medidas dos angulos de um tridngulo qualquer é maior do que
180°
Se um tridngulo pode ser dividido em dois tridngulos retangulos, as
somas das medidas dos angulos destes triangulos € maior do que 360° e assi™~ ~
soma das medidas dos angulos do tridngulo primitivo € maior do que 180°
CAPITULO 8
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GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS NO CONTEXTO ESCOLAR: DO MITO A
POSSIBILIDADE DE INCLUSAO

A partir do entendimento de que o estudo das Geometrias Nao
Euclidianas constitui um tema importante e relevante na aprendizagem da
Matematica, considera-se que ele deveria compor o curriculo dos Cursos de
Licenciaturas em Matematica quer como uma disciplina, quer como tema inserido
em uma das disciplinas, de maneira que a formacao dos docentes torne-os aptos
a abordarem com seguranca esses conhecimentos quando do desempenho de
suas fungdes docentes.

Neste sentido, o presente estudo busca, num primeiro momento
investigar dentre as Instituicbes de Ensino Superior - IES - que oferecem Cursos
de Licenciatura em Matematica, no Brasil as que incluem em sua estrutura
curricular o tema Geometria Nao Euclidiana.

Para tanto se
investigou, via INTERNET, Fig. 48 - Grafico
dentre algumas das IES
reconhecidas pelo Ministério de
Educacdo e Cultura que
oferecem, em 2005, Cursos de

Licenciatura em Matematica. Do

total de 46 (quarenta e seis) EIESs que nao ensinam Geometria Nao Euclidiana
IESs identificadas nos diversos OIESs que ensinam Geometria Nao Euclidiana

Estados brasileiros (Fig. 49),

trés ndo apresentaram em seus sites a matriz curricular nem os programas das
disciplinas para que fosse possivel identificar a inclusdo ou ndo do tema
Geometria Nao Euclidiana. Assim, do total de 43 (quarenta e trés) IESs, apenas
cinco indicam que na formacdo de professores de matematica abordam o objeto

de estudo da presente Monografia, qual seja: Geometria Nao Euclidiana (Fig. 48).
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Quantidade de
Estados IESs
pesquisadas
AC 1
BA 1
CE 1
GO 2
MA 1
MG 7
MS 2
MT 1
PA 2
PE 1
PR 5
RJ 6
RN 1
RR 1
RS 4
SC 3
SE 1
SP 6
TOTAL 46

Fig. 49 - Mapa

- As cinco IESs podem ser assim caracterizadas:

Fonte: <www.detran.ro.gov.br>

» Todas sao Universidades, sendo que apenas uma pertence a rede
particular de ensino e as demais pertencem a rede federal.

= As cinco |IESs estdo situadas em quatro estados brasileiros, tendo
em vista que duas federais a um mesmo estado (Minas Gerais).

» Em todas, a tematica - Geometria Nao Euclidiana é abordada
através de disciplinas com denominacdes diferenciadas (Geometria

Nao Euclidiana, Introducao as Geometrias Nao Euclidianas, Geometria
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Espacial e Nao Euclidiana, Geometrias Euclidiana e Nao Euclidiana),
sendo que com excecao de uma considerada optativa para o aluno as
demais sao obrigatérias.

Diante do exposto, uma questao se levanta: Por que as Geometrias
Né&o Euclidianas encontram-se ausentes na maioria dos Cursos de Licenciatura
em Matematica?

Apesar das varias hipoteses levantadas decorrentes da questdo
enunciada anteriormente, priorizou-se, neste trabalho monogréafico, por refletir
acerca de procedimentos metodolégicos mais adequados a serem utilizados no
ato de ensinar-aprender objetivando facilitar o desempenho didatico do professor
em exercicio e/ou em formagdo que ainda nao teve oportunidade de estudar o
referido tema. Aos primeiros, professores em exercicio, o assunto pode ser
oferecido na perspectiva da Educacdo Continuada, em nivel de Cursos de
Extensdo e aos professores em formacéo inicial como disciplina eletiva ou mesmo
como Curso de Aperfeicamento cuja carga horaria pode ser computada na Prética
Profissional do Curriculo Escolar inserida no componente Atividades académico-
cientifico-culturais, componente requerido pela legislacao vigente que subsidia os
Cursos de Licenciatura.

Assim, apds meditar acerca da transposicao didatica mais adequada a
respeito do tema, partiu-se para a criacdo de situagdes de aprendizagem
relacionadas aos conceitos iniciais das Geometrias Nao Euclidianas, a partir do
quinto postulado de Euclides, utilizando recursos audiovisuais como a
apresentacao de slides, software matematico além de uma miniatura da Pseudo-
esfera feita em argila, na perspectiva de oportunizar a compreensao do tema.

Os passos da transposicao didatica observados na abordagem do tema

sdo sintetizados, a seguir:

A principio foi enunciado o quinto postulado de Euclides que foi o ponto
de partida para o surgimento das Geometrias Nao Euclidianas, pois elas surgiram
da tentativa frustrada de provar que o quinto postulado era um teorema e podia

ser demonstrado.



Slide 1
V Postulado de E uclides

Se uma linha reta, encontra duas
outras retas e com elas formam de um 48
mesmo lado angulos internos em que a
soma é menor do que dois angulos retos,
entdo essas duas retas encontrar-se-80 no
lado que formam angulos cuja soma é
menor que dois angulos retos.

Slide 2

Slide 4

Slide 5

Slide 6

Esse slide apresenta um breve relato da histéria das Geometrias Nao
Euclidianas, tais como: os nomes, ano de surgimento e os nomes dos principais

responsaveis pela descoberta dessas geometrias.
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Nos slides 4 e 5 sdo apresentados o plano eliptico que € uma
superficie esférica e o plano hiperbdlico que é uma pseudo-esfera. A pseudo-
esfera é a superficie gerada pela revolucdo de uma tratriz em torno do seu eixo

horizontal

Slide 7

A tratriz € uma curva na qual

o segmento formado por uma reta

tangente entre o ponto de tangéncia e o

ponto de interseccdo com o0 eixo

horizontal é constante. O software

winplot apresenta ferramentas capazes

de ilustrar a superficie originada pela

Slide 8 revolugao da tratriz em torno do seu eixo

horizontal.

Slide 10 Utilizando o winplot e sabendo
as equacoOes paramétricas da tratriz, os
participantes puderam observar a
superficie originada pela revolugdo da
tratriz determinando um angulo a e uma
constante a. Esse slide mostra o tracado
da tratriz e a superficie de revolugcéao
Slide 11 como é determinado pelo winplot.
Os matematicos Felix Klein e

Henri Poincaré determinaram uma
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representacdo do plano hiperbdlico no plano euclidiano. Tal representacéao ou

modelo é um circulo excluindo a circunferéncia.

Slide 12

Slide 13

Slide 15

Slide 16

Slide 17

Retas elipticas sao
geodésicas ou circulos maximos da
superficie esférica. Uma geodésica é
uma circunferéncia da superficie com
centro coincidente com o centro da

superficie esférica.

A reta hiperbdlica no modelo
de Klein é uma corda do circulo que
representa o plano excluindo suas
extremidades.

A reta hiperbdlica no modelo
de Poincaré €é um arco de
circunferéncia ortogonal ao circulo que

representa o plano hiperbdlico.

Retas hiperbdlicas sao

geodésicas da pseudo-esfera.
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A reta eliptica que passa por dois pontos distintos A e B de uma

superficie esférica é a circunferéncia resultante da interseccao da superficie

esférica com o plano euclidiano determinado pelos pontos A, B e o centro da

superficie esférica.

A interseccao de uma reta que passa por dois pontos distintos com a

circunferéncia que representa o plano euclidiano determina uma corda que é a

reta hiperbdlica procurada.

No modelo hiperbdlico de Poincaré a reta é o arco da circunferéncia

ortogonal a circunferéncia que representa o plano hiperbdlico.

Slide 17 Geometria Hiperbdlica

Modelo de Poincaré

Usando o software Cabri
Géométre Il determina-se a reta
hiperbdlica que passa por dois pontos
A e B. A medriatriz do segmento AB e
uma reta tangente no ponto P ao plano
hiperbdlico se intersectam em um ponto

que serd& o centro de uma

circunferéncia ¢ que passa pelos pontos A e B. Duas circunferéncias sao

ortogonais quando tém tangentes perpendiculares nos pontos de interseccéo,

entdo para identificar a circunferéncia ortogonal basta tracar a reta tangente a

circunferéncia ¢ no ponto de interseccao com o plano hiperbdlico e movimentar o

Slide 19

Slide 20

ponto P até as tangentes formarem
angulos retos. Assim as circunferéncias
sao ortogonais e a reta hiperbodlica sera
o arco da circunferéncia ¢ que é interior
ao plano hiperbdlico.

Os slides 19 e 20 mostram
planos euclidianos que nao passam
pelo centro da superficie esférica. Eles
determinam na superficie

circunferéncias que nao sao retas
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elipticas pois nem sempre essas circunferéncias intersectam-se, o que contraria o
quinto postulado da Geometria Eliptica que afirma ter um ponto de interseccéao
entre todas as retas.

Slide 22
Os slides 22 e 23 mostram
cordas que contém suas extremidades.
Assim elas nao sao retas hiperbdlicas,
Siide 23 pois se fossem as retas paralelas
teriam um ponto de interseccao, logo
nao seriam paralelas.
Slide 25
Existem infinitas retas n&o-
secantes.
Slide 29
Nos slides 29, 30, 31 e 32
sdo apresentadas fotos comprovando a
validade  dos quatro primeiros
postulados de Euclides na superficie da
Slide 30

Geometria Eliptica.



Slide 31

Slide 32

Slide 34

Slide 35

Slide 36
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Nos slides 34, 35, 36 e 37
sdo apresentadas figuras comprovando
a validade dos quatro primeiros
postulados de Euclides na
representacdo plana euclidiana de
Klein da Geometria Hiperbdlica.



Slide 37

Slide 39

Slide 40

Slide 41

Slide 42
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Nos slides 39, 40, 41 e 42
sdo apresentadas fotos comprovando a
validade dos quatro  primeiros
postulados de Euclides na pseudo-

esfera que é o plano hiperbdlico.



Slide 44

Slide 45

Slide 46

Slide 47
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Esse slide mostra as retas
elipticas que se intersectam em dois
pontos, comprovando a afirmacdo do
quinto postulado da Geometria Eliptica.

A figura mostra a validade do
quinto  postulado da  Geometria
Hiperbdlica no modelo plano hiperbdlico
de Klein.

Os slides 46 e 47 mostram a
foto e os passos da construcao de duas

retas paralelas na pseudo-esfera.

Concluida a transposi¢ao didatica para a introducdo da Geometria Nao

Euclidiana no processo de ensino-aprendizagem, passa a ser necessaria a

validacdo do material através da pré-testagem, com o objetivo de detectar
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principalmente o grau de dificuldade do material quando utilizado no contexto da
aula.

Neste sentido, foi apresentada para cinco alunos do Curso de
Licenciatura em Matematica de uma Instituicdo de Ensino Superior de Campos
dos Goytacazes, a partir deste momento séao identificados com os numeros 1, 2,
3, 4 e 5, uma atividade a respeito de Geometrias Nao Euclidianas a fim de
verificar a possibilidade de inclusdo desse tema nos Cursos de Licenciatura em
Matematica.

A descricao dos participantes da atividade esta a seguir:

e Quatro sao do sexo feminino e um do sexo masculino.

e Duas sao professoras do Curso de Licenciatura em Matematica de
duas IESs de Campos dos Goytacazes, sendo uma da rede federal
de ensino e outra da rede patrticular.

e Duas sao alunas do 7°. Periodo do Curso de Licenciatura em
Matematica de uma IESs da rede particular de ensino em Campos
dos Goytacazes.

e Um é aluno do 5°. Periodo do Curso de Licenciatura em Matematica
de uma I|IESs da rede particular de ensino em Campos dos
Goytacazes.

Tal atividade teve duragcdo de 2 horas/aula. Os recursos usados
mencionados anteriormente tiveram o objetivo de apresentar concretamente
conceitos que certamente, até entdo, eram desconhecidos de todos que estavam
presentes. Além disso, os participantes receberam um material escrito contendo
postulados, conceitos primitivos e atividades sobre a Geometria Eliptica e
Geometria Hiperbdlica.

ApoOs a apresentacdo do tema foi aplicada a turma uma atividade
escrita individual com o objetivo de avaliar ndo s6 o instrumento mas também o
grau de compreensao dos participantes tendo como referéncia suas respostas

Assim foi feita a leitura, andlise e interpretacdo de cada uma das

respostas dos participantes que sao descritas a seguir

12. Questao - Esboce as representagdes de plano e reta da Geometria Eliptica.



Participante 1

Participante 2
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Participante 3

e plano e reta da Geometria Hi

) Esboce a
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Todos os alunos compreenderam que o plano e a reta da Geometria

Eliptica sdo uma superficie esférica e uma geodésica dessa superficie,

respectivamente. Sabendo que geodésica é a circunferéncia com centro

coincidente com o centro da superficie esférica, todos esbogaram uma

circunferéncia com essas caracteristicas, como pode ser observado nas figuras.

22, Questao - Esboce as representagdes de plano e reta da Geometria Hiperbdlica

nos modelos de Klein e Poincaré.

Participante 1

Participante 2

Participante 3

e plano e reta da Geometria Hi
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Participante 4 Participante 5

Na representagdo plana feita por Klein, da Geometria Hiperbdlica, o
plano é um circulo excluindo a circunferéncia, e reta € uma corda dessa
circunferéncia excluindo as extremidades.

Assim os participantes representaram corretamente o plano com uma
circunferéncia pontilhada e a reta com uma corda que nao contém suas

extremidades.

Participante 2 Participante 4

Na representacao plana de Poincaré da Geometria Hiperbdlica o plano
€ 0 mesmo da representacao de Klein e a reta é o arco de uma circunferéncia que
€ ortogonal ao plano. Os participantes 1, 3 e 5 ndo fizeram essa representacao
pois ndo sabiam o conceito de circunferéncias ortogonais. Esse conceito nao
havia sido apresentado até entdo pois a intencao dessa atividade era fazer um
esboco das representacoes planas hiperbdlicas distinguindo a representacao de
Klein e Poincaré.

Os participantes 2 e 4 representaram corretamente as retas

hiperbdlicas no modelo de Poincaré como arcos de circunferéncias.
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32. Questao - Trace a reta que passa pelos pontos A e B das representacdes

planas abaixo.

Item 1 - Geometria Eliptica

Os esbogos representaram corretamente as retas elipticas como

circunferéncias euclidianas que sao formadas pela interseccdo da superficie

esférica com o plano euclidiano que passa pelos pontos A, B e pelo centro da

superficie esférica.

Seguem as respostas dos participantes.

Participante 1
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Item 2 - Geometria Hiperbdlica
Modelo de Klein

Os participantes perceberam que sendo as retas hiperbélicas
desse modelo cordas de uma circunferéncia excluindo suas
extremidades, para tracar uma reta hiperbélica passando pelos pontos A
e B dados, é necessario tracar a reta euclidiana determinada pelos
pontos A e B, que determina com a circunferéncia considerada o plano
hiperbdlico, a corda que € a reta hiperbdlica pedida.

Pode-se observar o aproveitamento dos participantes através

de suas respostas.

Participante 1 Participante 2 Participante 3
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Modelo de Poincaré

Nesse item devia-se tragar uma circunferéncia contendo os
pontos A e B, ortogonal a circunferéncia que representa o plano
hiperbdlico.

O participante 1 chegou a conclusao de que o centro dessa
circunferéncia esta na mediatriz do segmento com extremidades em A e
B, pois a mediatriz do segmento AB representa o lugar geométrico dos
pontos que sdo equidistantes de A e B. Porém a mediatriz contém
infinitos pontos e portanto podem ser tracadas infinitas circunferéncias
com centro na mediatriz passando pelos pontos A e B, mas somente uma
delas é ortogonal ao plano hiperbdlico. A questdao era encontrar alguma
propriedade que determinasse exatamente esta circunferéncia.

Utilizando o software cabri-géomeétre Il pode-se determinar
essa reta da seguinte forma:

Traca-se a mediatriz m do segmento AB, um raio OP qualquer
da circunferéncia que representa o plano hiperbdlico, sendo O centro da
circunferéncia e P um ponto dela. Pelo ponto P traca-se uma reta p
perpendicular ao raio OP, assim essa reta €& tangente ao plano
hiperbdlico. Com centro na interseccao O’ das retas m e p, passando
pelos pontos A e B, traca-se uma circunferéncia ¢ que intersecta o plano
hiperbdlico nos pontos | e I'.

Como circunferéncias ortogonais sdao aquelas cujas tangentes
no ponto de interseccao sao perpendiculares, determina-se a tangente t a
circunferéncia ¢ no ponto I, porém o angulo formado pelas retas p e t ndo
e reto, isso s6 acontece quando P e | sdo coincidentes. Movendo o ponto
P sobre a circunferéncia até coincidir com o ponto |, encontra-se a

circunferéncia ortogonal ao plano hiperbdlico.
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A construgdo mais préxima da ideal foi a do participante 1
representado abaixo.

Participante 1 Participante 2

Participante 3 Participante 4 Participante 5

42, Questao - Observe a figura. As circunferéncias destacadas na figura sao retas
da geometria eliptica? Justifique.

Os participantes 3 e 5 responderam de forma equivocada ao dizer que
retas elipticas tém que passar pelo centro da superficie esférica, pois estas tém
que Ter centro coincidente com a superficie esférica.

As respostas dos participantes 1, 2 e 4 estdo corretas, pois as
circunferéncias da figura ndo sao retas elipticas pois seus centros ndo coincidem

com o centro da superficie esférica.
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Participante 1
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52. Questdo - Se as circunferéncias da questdo anterior fossem ‘“retas” da
geometria eliptica o V postulado dessa geometria seria valido? Justifique.

Participante 1

B —
Participante 2
. 5
Participante 3
S — = |
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Participante 4

Nesta questdo todos os participantes responderam que se as retas da
questao anterior fossem elipticas o quinto postulado dessa geometria ndo seria
valido pois as retas nao teriam ponto de interseccdo. Justamente, se tracarmos
circunferéncias quaisquer sobre a superficie esférica, podemos encontrar
circunferéncias paralelas, pois elas nao se intersectam, o que contraria o quinto
postulado da Geometria Eliptica que afirma ter um ponto de interseccédo entre
todas as retas.

62. Questdao - Observe a figura. As cordas destacadas na figura sao retas da
geometria hiperbédlica? Justifique.
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Os participantes justificaram corretamente, que as cordas

apresentadas na figura ndo sao retas hiperbodlicas, pois estas sao cordas

excluindo suas extremidades e as cordas da figura continham suas extremidades.
Participante 1
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78. Questao - Se as cordas da questdo anterior fossem “retas” da geometria
hiperbdlica o V postulado desta geometria seria valido? Justifique.

O participante 4 respondeu que as extremidades das retas nao
intersectam a superficie. Esse participante refere-se corretamente as retas
hiperbdlicas, porém nao explica porque o quinto postulado dessa geometria ndo
seria valido.

O participante 2 responderu equivocadamente que as cordas AB e CD
intersectam a superficie logo ndo sao paralelas, mas nao justificou esse fato.

Os participantes 1, 3 e 5 responderam corretamente que se as cordas
representadas na questdo anterior fossem retas hiperbdlicas, o quinto postulado
dessa geometria ndo seria valido devido ao fato de que as retas paralelas teriam

um ponto comum, logo ndo seriam paralelas.
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Participante 1
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82. Qu stao - A figura a seguir mostra uma reta AB e as retas PA e PB ﬁéralelas a
AB passando pelo ponto P na representacéo plana hiperbdlica feita por Klein.
Trace uma reta hiperbdlica n&o secante a reta AB passando pelo ponto P.
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Nesta questdo, os participantes mostraram dificuldade em aceitar que
as retas nao-secantes nao sao consideradas paralelas a reta AB, ja que sao retas
hiperbdlicas e ndo intersectam a reta AB. Assim foi considerado duvidoso o quinto
postulado da Geometria Hiperbdlica que afirma haver mais de uma reta paralela a
uma reta e um ponto dados. Porém as retas paralelas a uma reta de
extremidades A e B passando pelo por um ponto P sdo as duas retas que passam
por P e tém extremidade no ponto A ou B. Os participantes concluiram que séo as
retas que contém o ponto P e séo limitadas pelo ponto A ou pelo ponto B.

Participante 1 Participante 2 Participante 3
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9% Questdao - Quantas retas ndao secantes podem ser tragadas na questdo
anterior? A justificativa deste fato esta associada a algum postulado da geometria
euclidiana? Qual?

Tirada a duvida na questdo anterior, todos concordaram que existem
infinitas retas nao-secantes. A justificativa desse fato esta no postulado de
Euclides que afirma existirem infinitas retas passando por um ponto qualquer.



68

Participante 1

Participante 2

Participante 3

Participante 4
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Durante as atividades surgiram duvidas como a construgdo de
circunferéncias ortogonais e retas ndo-secantes que culminaram em discussdes
entre os participantes na tentativa da resolucdo do problema, tornando a aula
interativa. Os participantes ndo apresentaram dificuldade de compreensdao do
tema em debate devido a utilizacdo de recursos facilitadores da aprendizagem
além de visualizacao das superficies em que as Geometrias Nao Euclidianas sao
validas.

Nos adendos, encontram-se o modelo da lista de atividades, as
respostas dos participantes e as fotos da aplicagdo das atividades.

Em anexo estao além das proposicdes euclidianas citadas neste texto,
as matrizes curriculares e ementas das |IESs pesquisadas que apresentam nos
Cursos de Licenciatura em Matematica, disciplinas que envolvem o ensino de
Geometrias Nao Euclidianas. Esses materiais foram extraidos dos sites das

respectivas instituicdes e encontram-se nas referéncias.



PALAVRA FINAL - CONSTRUINDO EXPECTATIVAS

Nessa palavra final ndo estaremos concluindo esse trabalho.

Essas reflexdes nao devem conduzir o leitor a uma tomada de decisao
definitiva sobre o ensino de Geometria e, principalmente, sobre o ensino de
Geometrias Nao Euclidianas.

Nao se pode dizer ainda o quanto de Geometrias Nao Euclidianas
devera ser inserido nos curriculos escolares, quer seja na educacao basica, quer
seja nos cursos de formacéao de professores.

A perspectiva deste trabalho foi estimular o debate sobre qual
geometria € adequada em cada momento da vida dos estudantes.

Dessas reflexdes, espera-se que os educadores matematicos sejam
movidos na diregcdo da compreensao de que a Geometria Euclidiana no mundo
contemporaneo nao sendo mais considerada o Unico e absoluto modelo do
espaco fisico, entdo ha que se abrir a possibilidade de os estudantes tragarem
seus caminhos seguindo linhas hiperbdlicas ou elipticas e nao sé euclidianas.

E necessario que sejam feitas atividades que levem os estudantes do
Ensino Médio a desenvolver a compreensao de um sistema axiomatico através da
investigacdo e comparacao das Geometrias Euclidiana e Nao Euclidiana.

Ha algumas justificativas para um estudo de Geometria Nao Euclidiana.

Por exemplo, a palavra “definicdo” tem um significado muito preciso em
Geometria que é inteiramente diferente do seu significado na linguagem comum.

A Geometria Nao Euclidiana esta tendo um importante crescimento do
seu préprio papel na ciéncia e tecnologia.

Um estudo de Geometria Nao Euclidiana faz clarear que Geometria
nao é algo que foi completado 3000 anos passados na Grécia. Isto € um atual e
ativo campo de pesquisa.

Seguem alguns outros exemplos de, como estudando Geometria
Hiperbdlica, os estudantes podem ser ajudados a entender a Geometria
Euclidiana:

A definicdo de linhas paralelas em ambas Geometrias é: Linhas
paralelas séo infinitas linhas que no mesmo plano nao se intersectam.

Na Geometria Euclidiana, nés podemos usar esta definicao para provar
o teorema que diz: “linhas paralelas sdo equidistantes em toda sua extensao”.
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Quando estudantes sdo desafiados a provar este teorema, eles
freqlentemente queixam-se “Eu posso ver que elas sdo equidistantes - o que
vocé esta exigindo que eu faca?”.

Isto ocorre porque muitos de nés aprendemos as primeiras idéias sobre
linhas paralelas quando ainda somos muito jovens. N6s mostramos as figuras e
dizemos “estas séo linhas paralelas”.

Freqlientemente, usamos imagens mentais de linhas paralelas, de
quadrados e de circulos como nossas definicbes. Isto, em Geometria, é
completamente errado. Na linguagem comum, nés comegamos com um objeto ou
uma idéia. Uma definicdo ndo € mais que uma tentativa de descrever com
palavras o objeto ou idéia pré-existentes. Por exemplo, um gato é algo que existe
no mundo real. Quando nés vemos a palavra “gato” no dicionario, encontramos
um monte de palavras que tentam descrever como consciente e precisamente é
possivel que um gato seja.

Um gato, e todos os objetos na linguagem comum, é a priori sua
propria definicdo. Em Geometria, a definicdo é primaria. Geometria comega com
definicbes de objetos abstratos e invisiveis. As propriedades de um objeto
abstrato seguem como consequiéncias da definicAdo e sao chamadas de
“teoremas”. Por exemplo, linhas paralelas ndo existem no mundo real. Linhas
paralelas sdo nada mais nada menos que “infinitas linhas no mesmo plano que
nao se intersectam”. Esta distincdo é muito dificil de entender e é a origem de
muitas confusdes sobre provas geométricas.

Um estudo da Geometria Hiperbdlica ajuda-nos a escapar de nossas
definigbes pictoriais, oferecendo-nos um mundo no qual as figuras sé&o todas
trocadas, mas o exato significado das palavras usadas em cada definicao
permanece inalterado. A Geometria Hiperbdlica ajuda-nos a focar na importancia
das palavras.

Modernamente, este trabalho fica facilitado porque varios softwares
interativos tém sido desenvolvidos e permitem que os estudantes explorem a
Geometria. Os computadores oferecem um alto grau de visualizagao, desenhando
rapidamente e medindo figuras geométricas com precisdo que, por outro lado,
requereriam complexos instrumentos de desenho, pericia técnica e tempo. Esta
capacidade de construir graficos dessas novas ferramentas ajuda os estudantes a

explorarem modelos geométricos e teoremas nao usuais no curriculo escolar.
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Usando estes programas de geometria nas escolas atualmente, os estudantes
descobrem varios novos teoremas completamente.

Ressalta-se ainda que as agdes sugeridas anteriormente para serem
realizadas com os estudantes da educacéao basica devem estar referendadas pela
participacdo dos professores destes alunos que por sua vez deverdo ser
formados adequadamente.

Como pode ser observado, anteriormente, apenas cerca de 12% das
instituicbes formadoras pesquisadas tém Geometrias Nao Euclidianas como
componente curricular.

E desejavel que as escolas de formagao de professores repensem seu
curriculo de modo que o professor em formacao receba suporte necessario para
que ao final do seu curso tenha adquirido as habilidades e competéncias de modo
a realizar com eficiéncia a ruptura do mito.

Encerrando essas reflexdes pode-se ainda perguntar: Geometria
euclidiana? Geometria hiperbdlica? Ou Geometria eliptica?

Talvez a resposta possa ser... Geometrias!
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