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RESUMO

CASTILHO, Keilla Lopes; SA, Luana Siqueira. Pardbola: um estudo além da fungdo
quadratica. Campos do Goytacazes, RJ. Centro Federal de Educacéo Tecnoldgica
de Campos, 2007. Monografia (Licenciatura em Matematica).

Palavras chaves: pardbola, cbnica, aplicagao.

O presente trabalho tem como proposta o estudo da Parabola ndo somente como o
grafico de uma funcédo quadratica, mas como uma cbnica que possui importantes
caracteristicas e aplicacoes. Tal proposta deve-se ao fato de acreditarmos que as
cOnicas constituem um tema interessante e enriquecedor, mas que infelizmente
muitas vezes, é pouco valorizado nos curriculos escolares. O objetivo do trabalho €,
através da Geometria Analitica, fazer uma abordagem das propriedades métrica e
refletora da pardbola e suas importantes aplicacées. A postura adotada nesta
monografia, a partir de atividades criteriosamente elaboradas, teve como finalidade
despertar o interesse do aluno e proporcionar uma oportunidade de enriquecer seus
conhecimentos. As atividades preparadas foram aplicadas no primeiro semestre de
2006 para um grupo de cinco alunos que estavam cursando um pré-vestibular na
Cidade de Campos dos Goytacazes.



ABSTRACT

CASTILHO, Keilla Lopes; SA, Luana Siqueira. Pardbola: um estudo além da fungdo
quadratica. Campos do Goytacazes, RJ. Centro Federal de Educacéo Tecnoldgica
de Campos, 2007. Monografia (Licenciatura em Matematica).

Key words: parable, conic, application.

The objective of the present paper is to study the parable not only as a graphic of a
quadratic function, but also as conic that has important characteristics and
applications. This subject was chosen due to our belief that the studying the conics
will be interesting and enriching, although it sometimes is not valued in the
curriculums of the schools. This paper's aim is — through Analytic Geometry — to
develop an approach to the metrical and the reflective proprieties of the Parable and
its important applications. The methodology adopted in this paper, from carefully
elaborated activities, intended to awake students interest and to give them
opportunity to enrich their knowledge. The activities were applied in the first semester
of 2006 to a group five students that were attending to a pré-vestibular in the city of
Campos dos Goytacazes.
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INTRODUCAO

A Educacado vem sendo motivo de preocupacao e discussdo tanto a nivel
mundial quanto nacional.

A transformacéo e inovacao da humanidade estdo diretamente relacionadas a
necessidade de proporcionar ao ser humano uma educacao de qualidade integrada
a questdes politicas, sociais e culturais, pois 0 homem necessita da educacao e do

conhecimento para o seu desenvolvimento como cidadao.

Educagdo passa a ser o espaco e o indicador crucial de
qualidade, porque representa a estratégia basica de formacéo
humana, educacdo nao sera, em hipétese nenhuma, apenas
ensino, treinamento, instru¢cdo, mas especificamente formacgao,
aprender a aprender, saber pensar, para poder melhor intervir,
inovar.(DEMO, 1994, p. 20)

Apesar de tantos congressos, discussdes e movimentos voltados para a
educacao, o que se tem percebido € uma educacdo ainda com falhas, mais
preocupada com o cumprimento do curriculo do que com a formacdo do homem
enquanto cidadao.

No Brasil, muitas vezes, as falhas na educacao sao apontadas como as
principais causas dos problemas que a sociedade vem enfrentando. (SAVIANI,
2000) No entanto, a educacdo ndo pode ser vista apenas como a causa ou O
motivo das crises do pais, ela deve ser vista como uma solucao, ela precisa ser
valorizada e incentivada para formar cidadaos conscientes, capazes de investir na
sabedoria, de inovar e de raciocinar buscando solugdes plausiveis frente aos
problemas.

Entretanto, de acordo com Saviani (2000), apenas ter a educagdo como a
base das solugdes para as questdes nacionais € uma atitude ingénua, pois o
processo educacional possui falhas e que sdo raramente resolvidas e,
consequentemente, vao sendo agravadas.

Serd que os problemas educacionais encontram-se no profissional da

educacao, no desinteresse dos alunos, na falta de apoio governamental ou na forma
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de ensino? Perguntas como essas nem sempre possuem respostas imediatas.
Acreditamos na necessidade de buscar estratégias de ensino, em que 0s
professores procurem novas perspectivas na educacao e os alunos, por sua vez,
sejam motivados a buscar o conhecimento, preparando-se para a vida.

Segundo Delors (2001), a melhoria na qualidade da educacéao consiste em
aprimorar a formacgao, as condi¢cbes de trabalho e o conhecimento dos professores,
pois se eles estiverem motivados, com competéncias e conhecimentos requeridos,
ensinarao com maior prazer, desenvoltura e propondo inovagdes na vida profissional
e académica do educando.

Nesse sentido, o professor tem um papel muito importante na vida do aluno,
sendo ele o mediador entre 0 saber e 0 aprendiz propiciando que esse venha a
desenvolver o conhecimento de forma critica, selecionando as informacdes
necessarias para a sua existéncia, obtendo discernimento entre o certo e o errado e,
principalmente, compreendendo o que se aprendeu, pois de acordo com Hernandez
(1998, p.25) “se nado se compreende o0 que se aprende, ndo ha uma boa
aprendizagem”.

A Educacao como um todo abrange diversas areas do conhecimento, dentre
as quais podemos destacar a Matematica como forte aliada para a formagéao do
cidaddo. Tao importante quanto ela é o papel do professor de Matematica que, de
acordo com D’Ambrésio (1996), tem a incumbéncia de ajudar o aluno a apreciar o
conhecimento da ciéncia e da tecnologia em estudo, pondo em destaque sua propria
cidadania e seus principios éticos.

D’Ambrésio (1996) afirma ainda que cada um de nds pode aprender
Matematica, porém sem perder o conhecimento de si préprio e sem colocar
obstaculos entre os individuos.

Segundo os Parédmetros Curriculares Nacionais, “0 aluno deve perceber a
Matematica como um sistema de codigos e regras que a tornam uma linguagem de
comunicacao de idéias que permite modelar a realidade e interpreta-la.” (BRASIL,
2002, p.253)

Muitos temas matematicos apresentam aplicagcbes interessantes e
motivadoras, no entanto, na maioria das vezes estes ndo sao enfatizados como
deveriam, deixando uma lacuna no curriculo de Matematica que pode ocasionar

prejuizos no decorrer dos estudos. Dentre os diversos conteudos matematicos,
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podemos citar como exemplo as seccdes conicas que possuem um amplo leque de
aplicacoes.

Dessa forma, pensamos como tema para a nossa monografia o estudo da
Pardbola enfocando suas propriedades métrica e refletora e suas aplicagdes no
cotidiano.

O objetivo desse trabalho consistiu em explorar as propriedades métrica e
refletora da Parabola e suas aplicacbes sob o aspecto da Geometria Analitica,
possibilitando mostrar ao estudante que a Parabola ndo é apenas o grafico de uma
funcdo quadratica, mas sim uma cbnica com propriedades especificas e diversas
aplicacoes.

Para tanto, foram elaboradas atividades voltadas para a construgdo da
Parabola utilizando lapis e papel bem como, através da Tecnologia de Informacao e
Comunicagao (TIC), usando o software Wingeon como um recurso metodolégico
auxiliar.

O Wingeon é um software gratuito que pode ser obtido através de download
disponivel no sitio da Internet.' Ele trabalha com lugares geométricos, em especial,
na area de Geometria Analitica, possui uma interface de facil acesso e botdes de
ferramenta simples de manusear.

Para que a utilizagdo do computador possa ser uma ferramenta auxiliar no
campo de aprendizagem do aluno € necessario que o professor esteja familiarizado
com o software educacional o qual pretende utilizar além de ter conhecimento sobre
0s potenciais educacionais do computador.

E necessario o professor recontextualizar aquilo que aprendeu
no seu contexto de trabalho. Essa recontextualizacdo implica
integrar diferentes ferramentas computacionais e os conteudos
disciplinares, possibilitando colocar em prética os fundamentos
tedricos e recriar dindmicas que permitam lidar, ao mesmo
tempo, com as inovacoes oferecidas pela tecnologia, suas
intengdes educacionais e 0s compromissos do sistema de
ensino. (VALENTE, 2003, p.22)

' Disponivel em http://math.exeter.edu/rparris/wingeom.html
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Além das atividades de construcdo da parabola, foram elaboradas questdes
propondo desenvolvimento de equacdes da pardbola, definicAo da propriedade
refletora e métrica e exercicios de aplicacao.

Durante os encontros, pdde-se realizar uma experiéncia com a finalidade de
visualizar a propriedade refletora enfocando as aplicagbes da mesma no cotidiano,
além disso, foram expostas transparéncias com algumas aplicacdées da propriedade
refletora.

As atividades dessa monografia foram aplicadas para um grupo de
estudantes de um pré-vestibular da cidade de Campos dos Goytacazes.

Esta monografia esta estruturada em trés capitulos da seguinte maneira: no
capitulo I, relatamos um pouco da histéria das cénicas; no capitulo I, tratamos da
propriedade refletora e suas aplicacées e, no capitulo Ill detalhamos todas as

atividades desenvolvidas.



Capitulo |

1.1 — Um pouco de histéria

Na Histéria da Matematica grandes nomes se destacaram no estudo das
cbnicas dentre os quais vale ressaltar Euclides (330 — 290 a.C.), Menaechmus (380
— 320 a.C.) e Apolbnio de Perga (262 — 190 a.C).

Segundo pesquisas, foi o astrbnomo e gebmetra da Academia de Platao
nascido em Alopeconnesus, na Asia Menor, Menaechmus, discipulo de Aristételes
(384 — 322 a. C.), quem deu inicio ao estudo dos diferentes tipos de sec¢des planas
de um cone circular, por volta de 350 a.C. Ao estudar o problema de Delos da
duplicacdo do cubo (construir com régua e compasso a aresta de um cubo cujo
volume seja o dobro do volume do cubo cuja aresta a@ é dada), Menaechmus
observou que sua solucdo seria encontrada através de curvas denominadas
cbnicas, pois eram obtidas a partir de cortes (seccionamentos) em superficies
cbnicas, dependendo dos diferentes angulos formados entre a geratriz e o eixo do
cone.

Cem anos ap6s o estudo de Menaechmus sobre a solugdo da duplicacao do
cubo, Apoldnio foi o primeiro gebmetra que provou que as trés cdnicas podem ser
obtidas através de um Unico cone, ndo necessariamente reto, apenas variando a
inclinacado do plano de seccdo. Posteriormente substituiu o cone de uma folha por
um de duas folhas, sendo assim o primeiro a perceber a existéncia dos dois ramos
de uma hipérbole.

A nomenclatura hoje usada para as cénicas foi introduzida por Apolénio,
utilizando palavras ja usadas pelos pitagéricos. Por exemplo, ele designou parabola
(indicando colocar ao lado ou comparacao) que corresponde a igual, para a cbnica
obtida pela seccao paralela a geratriz da superficie conica.

Apoldnio nasceu em Perga, na Panfilia da Asia Menor e viveu em Alexandria
nos fins do século III a.C. Foi astrdnomo e um grande matematico. Ficou conhecido
como “O Grande Gebmetra”, por aprofundar os estudos das cénicas.

‘O Grande Gebmetra” redigiu um tratado denominado As Cbnicas,

considerado sua obra-prima, que era constituido por oito livros, sendo que o ultimo
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se perdeu. Dos sete que chegaram aos nossos dias, 0s quatro primeiros existem na
lingua original, o grego, e os ultimos trés possuem tradugdo em éarabe. Além disso,
todos os sete foram traduzidos para o latim por Edmund Halley em 1710.

As razdes que levaram Apolénio a estudar e escrever sobre as cbénicas

encontram-se no prefacio geral da obra, onde ele diz que:

... levei a cabo a investigacdo deste assunto a pedido de Neucrates
0 gedmetra, quando ele veio a Alexandria e ficou comigo, e, quando
tinha trabalhado os oito livros, dei-lhos de imediato,
apressadamente, porque ele estava de partida; ndo foi possivel
portanto revé-los. Escrevi tudo conforme me ia ocorrendo, adiando a
revisao até ao fim. (HEATH,p.129 apud AS CONICAS)

Foi Apolénio quem, pela primeira vez, exp6s muitas propriedades sobre as
cbnicas, entre elas, a igualdade e a semelhanca de cénicas.

1.2 — Por que os nomes elipse, hipérbole e parabola?

Os termos elipse, hipérbole e parabola para as cOnicas foram utilizados por
Apol6nio de Perga e, provavelmente, sdo oriundos de terminologias pitagéricas
relacionadas com areas. (SILVA, 1985)

A palavra parabola vem do grego TapaB6An e significa igualdade, comparagao.
(VENTURI, 2003)

Sem perda de generalizacdo, consideremos uma pardbola no sistema

cartesiano ortogonal, com eixo de simetria sobre o eixo X, vértice na origem e
concavidade voltada para a direita. A equacédo dessa parabola é y® = 4px, sendo p
a distancia do vértice V ao foco F da parabola e também a distancia do vértice V a
diretriz 8. Chamemos de € o comprimento do /atus rectum da parabola (segmento

perpendicular ao eixo da parabola e que passa pelo foco). Podemos observar
através da figura 1 que, sendo A e B extremidades do /atus rectum e também pontos

da parabola, temos que d(A,d) = d(A,F) = 2p e d(B,d) = d(B,F) = 2p, sendo assim o
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comprimento do latus rectum é igual a 4p. Dessa forma, podemos escrever a

equacéo y® = 4px da seguinte maneira: y* = tx.

F's

¥

b4

Figura 1 - Latus rectum da parabola

De acordo com a equagdo y?=10x temos que o termo parabola significa
comparacao, igualdade, pois dado qualquer ponto P(x,y) da parabola, a area do
quadrado de lado y sera sempre igual a area do retangulo de dimensées € e x.

% Bixy)

Figura 2 - Propriedade da parabola
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“A parabola tem a propriedade que para qualquer ponto sobre ela o quadrado
sobre a ordenada € igual ao retangulo sobre a abscissa x e o parametro €.”
(BOYER, 2001, p.108)

O termo elipse vem do grego eAAeipige significa falta, omissdo. (VENTURI,
2003)

Consideremos uma elipse no sistema de eixos ortogonais com um de seus
vértices na origem, centro em O’ = (a,0), eixo maior de medida 2a contido no semi-

eixo positivo OX e eixo menor de comprimento 2b paralelo ao eixo OY. A

2 2
- . . (x—a
equacgao dessa elipse é ( > ) +y_2 =1.
a b
.
ki — S
rd QI '._l A
O\ 4 s
e I o
- | .
st et e
=]

Figura 3 - Gréfico de uma elipse

2 2
Desenvolvendo a equagéo (x f) +z—2:1 temos:
a

y__1_x2—2xa+a2

b a’
y? a®-x*+2xa-a’
b? a’

» 2b%x  x°b?
Y=g
a a
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Sabendo que o comprimento do /atus rectum da elipse (corda que passa por

2

um foco e é perpendicular ao eixo maior da elipse) é igual a (apéndice Il), logo,

y? =fx—x;—22 , 0 que mostra que y? < tx.

Sendo assim, dado um ponto P(x,y) qualquer na elipse a area do quadrado de
lado y € menor do que a area do retangulo de dimensdes € e x. Portanto, a conica
elipse é nomeada de tal modo por exprimir falta.

A palavra hipérbole vem do grego uTrepBoAn e significa excesso, exagero.
(VENTURI, 20083)

Consideremos uma hipérbole construida no sistema de eixos ortogonais, com
um dos vértices na origem, centro em O’ = (-a,0), eixo transverso de comprimento

2a, sobre 0 eixo x e eixo conjugado medindo 2b paralelo ao eixo y. A equacao dessa

(x+a)® y
a® b2

hipérbole é

Figura 4 - Gréfico de uma hipérbole

Ao desenvolver a equacao anterior, temos:
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x®+2xa+a® vy

a’ b?
2 2
y_2:x_2+2_x+1_1
b a a
, X°b? 2b%x
y =—5+
a a

. ., . . 2b?
Tal como na elipse, na hipérbole, o comprimento do /latus rectum é €= Z ,

assim y® = fx+X;—22, 0 que mostra que y? > tx.

Dessa forma, dado um ponto qualquer P(x,y) na hipérbole, o quadrado de
lado y tera area maior do que a do retangulo de dimensées € e x. Portanto, a
cbnica hipérbole € nomeada de tal modo por exprimir excesso.

Os termos elipse, hipérbole e pardbola sdo utilizados na lingua portuguesa
como figuras de linguagem.

A elipse é uma figura de linguagem que “ocorre quando ha ocultamento de
um termo, que fica subentendido pelo contexto e que é facilmente identificado.”
(PASCHOALIN, 1989 p. 365).

Ex.: A direita da estrada, sol, & esquerda chuva, e nosso carro deslizava entre
um e outro. (omissdo da forma verbal estava: estava o sol, estava a chuva)
(PASCHOALIN, 1989 p. 365).

A hipérbole é a “figura que através do exagero procura tornar mais expressiva
uma idéia”.(PASCHOALIN, 1989 p. 363).

Por exemplo: Ele possuia um mar de sonhos.

O termo parabola é utilizado como comparagdo, em geral, usando uma
histéria para transmitir valores morais. Por exemplo, nos textos biblicos dos
evangelhos, Jesus sempre ensinava por meio de parabolas, ou seja, em linguagem
figurada com ocorréncias comuns, vestia a verdade de um carater penetrante

transmitindo grandes ensinamentos.



Capitulo I

2.1 - Propriedade refletora da parabola

Em 1668, Isaac Newton construiu seu primeiro telescopio de reflexdo no qual
a concentracdo da luz, em vez de ser feita com uma lente, era obtida pela reflexao
num espelho parabdlico e exibiu essa experiéncia a academia Royal Society no ano
de 1671. Este telescépio € utilizado até hoje nos observatérios profissionais. Por que
parabdlico?

“Se uma fonte de luz é colocada no foco de uma parabola os raios oriundos
desta fonte e incidentes sobre a parabola serdo refletidos segundo retas paralelas
ao eixo de pardbola”.(LEHMANN, 1982, p.145).

Segundo Lehmann (1982), se um refletor parabodlico é colocado de maneira
que seu eixo seja paralelo aos raios de uma fonte luminosa, tais raios incidentes
sobre o refletor serao refletidos de maneira que todos eles passarao pelo foco.

Quando os raios de luz incidem em um ponto de uma superficie parabdlica,
eles séo refletidos segundo um plano tangente a superficie nesse ponto, conforme a
conhecida lei da Fisica: “o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexao”.

Consideremos numa parabola de foco F e diretriz 8, um ponto P qualquer, e

A
também, uma reta t, bissetriz do angulo FPR- A reta que passa por P e R é

perpendicular a reta diretriz 6 e R é projecao ortogonal de P sobre a reta 9, conforme

a figura abaixo.
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Figura 5 - Reta t tangente a pardbola em P
A seguir demonstraremos que a reta t é tangente a pardbola em P. Pela
propriedade métrica da parabola med(PF)=med(PR), portanto o triangulo FPR é

A
isésceles, e a reta t, bissetriz do angulo FPR: € também mediatriz do segmento FR.

Seja Q, um ponto qualquer da reta t, distinto de P. Se R’ é a projecédo de Q
sobre 9, temos:

med(QF ) = med(QR) ()

med(QR ) > med(QR") (11

De (I) e (Il), temos que med(QF) > med(QR'), portanto Q é exterior a
parabola, ou seja, o ponto P da reta t pertence a parabola e os demais pontos da
reta t sdo exteriores, logo t é tangente a parabola em P.

A
Sendo a tangente a pardbola em P bissetriz do &angulo FPR: a

A A

med(FPH):med(HPR) O angulo |-||:A>R e 0 angulo MFA)N (ver figura 6) possuem a mesma

medida, pois sao opostos pelo vértice. Portanto, med(FPH) = med(MPN).

Figura 6 - Propriedade refletora

Por isso, todo sinal recebido paralelamente ao eixo da pardbola é direcionado
para o foco e todo sinal que sai do foco da pardbola € refletido paralelamente ao

eixo.
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Tal fato ocorre de acordo com a famosa lei da reflexdo: “o angulo de
incidéncia é igual ao angulo de reflexdo” que utiliza o Principio de Fermat, enunciado
da seguinte maneira: “O tempo gasto pela luz para ir de um ponto qualquer A até
outro ponto qualquer B € o menor possivel.” (BARSA, 1987,v7 p.317).

Consideremos um raio de luz partindo do ponto A para o ponto B, passando
por P localizado sobre um espelho plano, conforme a figura a seguir.

Vamos provar a lei da reflexdo mostrando que o caminho APB & mais curto

quando =B,

=/ ’ espelho

/‘

Figura 7 - Esquema do raio incidente e do raio refletido

Chamaremos a soma das distancias de A até P e de P até B de L.
O ponto P pode ocupar diversas posicdes no espelho, e estas ficam definidas

pelo valor de x, sendo assim, conforme mostra a figura 7, L sera igual a

Ja? +x2 +4b? +(c—x)?, sendo a a distancia do ponto A ao espelho, e b a distancia do

ponto B até o espelho. Desta forma temos a funcgao:

L(x) = a2 + x2 +4/b® + (c — x)?
Queremos que L seja minimo, sendo assim:

3—)': = %(a2 + x2)7%.2x +%(b2 +(c—x)? )_%.(Zx —2c)

dL _ X N X—C

dx  Ja®+x® b?+(c-x)’

Fazendo a derivada de segunda ordem de L, encontramos:

d’L a’ b?

R 7t °
6 exfe b2+ e xf

w
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2

Como podemos observar >0 para qualquer valor de x, sendo assim, L

X2

e dL .
sera minimo quando ax 0, ou seja:

X _ C—X
\/a2+x2 \/b2+(C—X)2 (1)

A partir da figura 7, podemos dizer que:

X cC—X
o o ey (W

Logo, de (I) e (II), temos que cosa=cosB e sendo o e P angulos agudos

cosa = e CosB=

temos que a =B como queriamos demonstrar.

2.2 — Aplicacoes da propriedade refletora da parabola

O principio que Newton utilizou para construir o telescopio de reflexao (Figura
9), também é utilizado nas antenas parabdlicas, onde o receptor de sinais é
posicionado exatamente no foco da parabola. Os satélites emitem ondas
magnéticas, que chegando paralelas ao eixo da pardbola, serdo refletidas para o
foco da parabola onde esta localizado o receptor de sinais que transmite com

precisdo as imagens para o televisor (Figura 8).

Figura 8 - Antena parabélica
Fonte: Figura 9 - Telescépio de Newton
http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/pargbate-htmi
http://astro.if.ufrgs.br/telesc/node2.htm
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Essa propriedade, além de ser aplicada em antenas parabdlicas, é também

empregada em fogbes g 1 4 2 solares
(Figura 10 e 11) que tém " a
mesma estrutura da antena,
sendo que sua

superficie é coberta com um
material refletor como

aluminio polido ou o Mylar (tipo de plastico auto-
adesivo). Os raios solares emitidos paralelamente ao eixo da parabola sao refletidos
para o foco, onde fica a base do fogdo com o alimento a ser aquecido. Esse tipo de
fogao solar consegue atingir até 393° C.

Figura 10 - Forno solar numa comunidade
rural

Fonte: Figura 11 - Forno solar
http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html Fonte: http://www.aondevamos.eng.br/
textos/texto03.htm

Em farbis de automdéveis (Figura 12), lanternas e holofotes a
fonte luminosa é posicionada no foco e os raios luminosos
incidem na superficie espelhada e sao refletidos

; paralelamente ao eixo da parabola.
Figura 12 - Farol de um automovel

Fonte: http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html

A arquitetura e a engenharia também exploram a forma parabdlica em

notaveis construgcdes, como podemos observar a seguir:
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' :

"",']m I

H |

Figura 13 - atedral da Il-”llamilia em Figura 14 - Catedral de Sao Paulo em
Barcelona _ Londres
Fonte: Fonte: _
’ http://www.mat.uel.br/geometrica/php/pdf/art

http://www.velho.lis.ulusiada.pt/html/mestrados/m igos/PA-21-TC.pdf

atematica/trabalhos/grupo02/favorite.hfm . v
A propriedade retletora fambem pode ser utilizada em auditérios, teatros e

igrejas, proporcionando boas condigdes de acustica. Como exemplo, temos a
Catedral de S&o Paulo em Londres (Figura 14).

As antenas parabdlicas, os fogbes solares e os fardis de automoéveis citados,
bem como o teto mostrado na figura 14, tém a forma de um parabolbide de
revolucdo, gerado a partir da rotacdo de uma pardbola em torno do seu eixo de
simetria, cujos cortes contendo esse eixo sdo parabolas.

Vale ressaltar que a propriedade refletora se aplica também para ondas

sonoras e eletromagnéticas.



Capitulo llI

3.1 - Desenvolvimento

As atividades dessa monografia (ANEXO 1) foram aplicadas no primeiro
semestre do ano de 2006 para um grupo de cinco vestibulandos, dos quais apenas
dois ainda estavam cursando o 3.° Ano do Ensino Médio.

Optamos por este grupo de alunos devido ao fato do conteudo a ser
trabalhado exigir alguns conhecimentos adquiridos nas séries anteriores.

Para a aplicacdo das atividades foram necessarios cinco encontros com
duracao de duas horas cada um.

Inicialmente, as atividades foram voltadas para a construcao da parabola,
utilizando lapis e papel, bem como através de Tecnologias de Informacédo e
Comunicagéo (TIC), usando o software Wingeon, que agilizou e auxiliou a
percepcao dos alunos sobre o que estava sendo trabalhado.

As atividades subseqglientes exploraram as equacgdes da parabola a partir da
propriedade métrica e também o estudo da propriedade refletora da parabola e suas
importantes aplicagées no cotidiano.

Finalizando, os alunos tiveram a oportunidade de resolver exercicios de
aplicacéo, utilizando os conhecimentos adquiridos nas atividades anteriores.

Durante a realizacdo das atividades, os alunos estavam sempre em grupo, o
que possibilitava a troca de experiéncias e facilitava o desenvolvimento do estudo.

Apesar dos alunos estarem em grupo, 0s seus registros escritos eram feitos

individualmente a partir de discussodes entre eles.
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3.1.1 — PRIMEIRO ENCONTRO

No primeiro encontro, os alunos foram questionados se conheciam alguma
cbnica. Percebemos que eles ficaram surpresos e todos responderam que nunca
tinham ouvido falar nesse termo.

Sendo assim, perguntamos se eles conheciam parabola. Eles nos relataram
que conheciam parabola como grafico de uma funcao quadratica.

Falamos para o grupo de alunos que a parabola é uma conica, pois pode ser
obtida através de um corte em uma superficie conica.

Para que os alunos pudessem visualizar o que estava sendo explanado,
utilizamos um cone circular reto de acrilico que apresentava varios cortes (figura 15),
permitindo visualizar ndo s6 a parabola, mas também a circunferéncia, a elipse e a
hipérbole.

Dessa forma, comentamos que, quando o corte € perpendicular ao eixo do
cone, a curva obtida é a circunferéncia. Para obter a elipse, devemos inclinar o plano
de corte de modo que este corte todas as geratrizes do cone. A parabola pode ser
obtida fazendo um corte de modo que o plano seja paralelo a uma geratriz do cone.

Conforme dito anteriormente, as explicacbes dadas eram facilitadas a partir
da visualizagcdo e manuseio do material concreto, cuja fotografia se encontra na

figura 15.

Figura 15 - Cone de acrilico com as coOnicas
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Finalmente, falamos da hipérbole, uma curva de dois ramos, que é obtida
através de um corte em um cone de duas folhas, quando o plano “cortante” secciona
as duas folhas do cone, ndo necessariamente sendo paralelo ao eixo do cone.

Na figura 16 temos uma fotografia do material utilizado, que representa um
caso particular, em que o plano de corte € paralelo ao eixo do cone.

Figura 16 — Fotografia do
cone de duas folhas

Comentamos que cada curva pode ser obtida dependendo de como o angulo
de inclinagao do plano “cortante” com o eixo do cone e 0 angulo formado pelo eixo e
uma geratriz do cone estao relacionados (Apéndice ).

Sendo assim, as curvas citadas recebem o nome de cénicas, pois podem ser
obtidas por meio de seccionamentos em uma superficie conica.

Ainda no primeiro encontro foi desenvolvida a atividade |, com o objetivo de
tragar uma parabola utilizando, como recurso metodolégico, lapis e papel.

O quadro 1 apresenta a atividade | que foi aplicada.
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Quadro 1 — Atividade |

ATIVIDADE |

1- Material necessario: tachinha em um ponto F, conforme mostra a

foto abaixo;

PRANCHETA DE

4- li r r ré ,
>- Procedimentos-: 2.4- Deslize o esquadro sobre a régua

. mantendo com um |apis ou caneta, o barbante
2.1- Sobre a folha de papel fixada na ! P!

. 3 bem esticado e encostado no cateto.
prancheta de isopor, prenda a régua conforme

mostra a fotografia abaixo;

Com
estes

2.2- Amarre a tachinha em uma das

) procedimentos vocé desenhara uma curva que
extremidades do barbante e prenda a outra

, recebe o nome de pardbola.
ponta do barbante na extremidade de um dos

catetos do esquadro, que corresponde a um i )
. . Ao tracar a pardbola, o que vocé
angulo agudo, de modo que o barbante fique B
) ) . . observou em relagdo a cada ponto da curva
com comprimento igual & medida do cateto

escolhido;

2.3- Apdie o outro cateto do esquadro sobre a
régua presa na prancheta de isopor e fixe a
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Para a realizacdo desta atividade os alunos estavam dispostos em grupo, o
que facilitou a troca de idéias e a interagao entre eles. Os alunos se mostraram

muito interessados. A figura 17 mostra os alunos desenvolvendo a atividade |.

Figura 17 — Alunos realizando a Atividade |

Ao tracarem a parabola, alguns alunos comentaram a falta de um referencial
cartesiano, pois estavam acostumados a tracar parabolas como gréaficos da funcao
quadrética no plano xoy.

A figura 18 mostra um dos alunos tragando a parabola.

Figura 18 — Aluno tragando a parabola



31

A construgao da parabola, utilizando o material e os procedimentos sugeridos
na atividade |, propiciou que os alunos fizessem observacées em relacdo a cada
ponto da curva, levando-os a deducao da propriedade métrica da parabola.

Observamos que ao expressar seus pensamentos, 0s alunos apresentavam
maior desenvoltura na linguagem oral do que na escrita.

Apo6s o tracado da parabola, perguntamos aos alunos o que eles observaram
em relacdo a cada ponto da curva. Eles retomaram o tracado, discutiram entre si e
chegaram a conclusdo de que escolhido qualquer ponto P na pardbola, a distancia
de P ao ponto F é igual a distancia entre P e a borda da régua.

Comentamos com os alunos que o ponto F, onde foi fixada a tachinha, recebe
o nome de foco da parabola e a reta tracada sobre a borda da régua é denominada
reta diretriz.

A partir dai foi possivel conceituar parabola como o conjunto de pontos de um
plano que sao equidistantes de uma reta dada e de um ponto fixo ndo pertencente a
reta.

A estratégia metodoldgica utilizada, partindo da construcao da parabola para
chegar a propriedade métrica, fez com que os alunos assimilassem, de forma
natural, o conceito de parabola.

Ao comentarmos sobre a propriedade métrica da parabola, um aluno
percebeu que a razao entre a distancia de um ponto qualquer da parabola ao foco e
a distancia desse ponto qualquer a reta diretriz € igual a um. Os outros alunos
ouviram o que foi dito e, ap6s analise do tracado, concordaram com a afirmacao.

Tendo como base o comentéario anterior, foi possivel falar para os alunos que
a razdo observada recebe o nome de excentricidade, sendo assim, a pardbola é a
cbnica que possui excentricidade um.

Outro aluno fez o seguinte comentario, a partir do tragado:

“Um lado da curva é correspondente ao outro lado, o que fiz de um lado
aconteceu do outro lado’.

Esse comentario nos chamou atencdo. Percebemos que, mesmo
intuitivamente, a nocao de simetria estava presente nela.

Sendo assim, sugerimos que os alunos, a partir de dobras na folha de papel,
com a curva tracada por eles, explorassem a simetria da parabola, como mostra a

figura 19.
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Figura 19 - Fotografia dos alunos realizando a atividade de simetria

Os alunos perceberam que a parabola é uma curva simétrica, possuindo
apenas um eixo de simetria.

Um aluno falou:

“Se eu colocar um espelho sobre o eixo de simetria uma parte da parabola
coincide com a outra”.

Através dos comentarios e do que eles observaram com o tragado, foi
possivel concluir que o eixo de simetria da parabola é uma reta que contém o foco e
€ perpendicular a reta diretriz.

Pedimos que eles observassem, a partir do tracado, se o eixo de simetria
intersecta a paradbola. Eles afirmaram que havia um udnico ponto comum.
Ressaltamos que este ponto de interseccao recebe o nome de vértice da parabola e
que a distancia do foco a reta diretriz denomina-se parametro da parabola.

Para finalizar a aula, cada aluno recebeu uma folha de papel contendo uma
reta e um ponto fora dela. Propositadamente as distancias entre o ponto e a reta nao
eram iguais em todas as folhas recebidas pelos alunos.

Foi pedido aos mesmos que esbocassem uma pardbola, utilizando a
propriedade métrica.

Apos o esboco da parabola, cada aluno pbdde comparar o seu tragado com o
do colega e observar que quanto mais distante o ponto (foco) estiver da reta, maior
sera a “abertura” da parabola.



Figura 20 — Fotografia de um aluno esbogando uma parabola
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3.1.2 - SEGUNDO ENCONTRO
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Neste encontro, foram realizadas as atividades Il e lll, utilizando o software

Wingeon.

A seguir apresentamos a primeira atividade desenvolvida:
Quadro 2 — Atividade Il

1 — Cliqgue no menu janela e selecione a
opcao 2-dim;

2 — Selecione no menu Ponto a opgao
Coordenada. A seguir digite 3 para o valor
de x e 1 para o valor de y e clique em
marcar. Dessa forma sera marcado o ponto
A (3,1);

3 — Usando o mesmo procedimento do item
anterior, marque o ponto B (-3,1) e depois
cligue em fechar;

4 — No menu Reta/Retas... digite AB e
cligue OK (com este procedimento sera
tracada a reta AB). A reta AB ¢ a diretriz da
parabola;

5 — Em Ponto/Ponto aleatdrio selecione
sobre o segmento... . Clique OK na janela
que aparece. Utilizando esses passos, o
programa ird marcar um ponto sobre a reta
AB, distinto dos ja marcados;

6 — Conforme item 2, marque o ponto D
(0,3). O ponto D é o foco da parabola;

7 — Clique em Botdes/segmentos e trace
com a ajuda do mouse o segmento CD ;

8 — Selecione em Reta/Perpendiculares a
opcao Mediatriz, digite CD na janela que
se abre e clique OK. Sendo assim sera

tracada a reta mediatrizde C¢D ;

Atividade Il

9 — Construa uma reta perpendicular a ApB
passando pelo ponto C. (Selecione Geral em
Reta/Perpendiculares. Digite AB para
perpendicular e C para o ponto, clique em
desenhar e em seguida fechar);

10 — Em Ponto/Intersecao selecione Reta-
Reta... e digite para reta: CG e EF. Clique em
marcar e a seguir fechar. Com este
procedimento aparecera o ponto H, intersecao de
CG € EF;

11 — Conforme o item 7, construa DH

12 — Selecione o menu Medidas, digite CH e
tecle enter. Digite também DH e tecle enter.
Assim, nesta janela, aparecerdo as medidas dos
segmentos pedidos. Fechando essa janela, as
medidas estarao disponiveis na tela;

13 — Clique em Anim/Trago temporario e na
caixa de texto que se abrira digite H. Clique OK;
14 — Na opgado botées selecione arrastar
vértices e com o mouse movimente o ponto C;

15 — Ao movimentar o ponto C, o que vocé
observa em relagdo as medidas de CH e DH
?

parabola.

Os pontos que aparecem na tela quando o ponto C é movimentado descrevem uma
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Através da atividade Il os alunos puderam construir uma parabola e visualizar

a sua propriedade métrica, utilizando o recurso computacional.

A sem nome!.wg2 EE|

Arquiva  Ponto  Reta Circunferéncia  Unidades Transf Editar Medidas Botdes Wer Anim  Outros  Ajuda

ch = 2.23781 \F
dh = 2.23781

Figura 21 — Tracado da parédbola

Ao movimentar o ponto C, pé da reta perpendicular a reta AB, o ponto H se
deslocava ao longo da curva e as medidas dos segmentos CH e DH eram vistas no
canto esquerdo superior da tela do computador. (Figura 21).

Sendo assim, os alunos puderam notar que para cada posicao assumida pelo
ponto H, a medida do segmento CH era igual a do segmento DH, isto €, o ponto H
permanecia sempre equidistante da reta AB (reta diretriz) e do ponto D (foco).

Eles ainda perceberam que os tridngulos CHD formados a partir do
deslocamento do ponto C eram sempre isosceles, pois med(CH) = med(DH ).

Apls a realizagdo da atividade Il, os alunos desenvolveram a atividade |l
(Quadro 3).
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Quadro 3 — Atividade Il

1 - No software Wingeon marque dois
pontos A e B, clicando o botdo direito do
mouse;

2 - Trace a reta AB;

3 -Marque um ponto C ndo pertencente a
reta AB, conforme o item 1;

4 - Em Unidades/Conicas com 3 pontos...
digite AB para a reta diretriz, C para o foco e
selecione a opgao excentricidade 1, escolha
uma cor para a parabola que sera

desenhada, clique em desenhar e fechar;

Atividade lll

5 - Trace o eixo de simetria da parabola,
construindo uma reta perpendicular a reta
AB, passando pelo ponto C;

6 - No menu Botdes selecione Arrastar
vértices e movimente o foco da parabola,
afastando-o e aproximando-o da reta diretriz
AB;

7 - O que vocé percebeu ao movimentar o

foco da parabola?

Com essa atividade os alunos tiveram a oportunidade de visualizar o

comportamento da parabola ao movimentar o ponto C correspondente ao foco.

A figura 22 mostra uma parabola tracada a partir desta atividade.

EFX

£ sem nomel.wg2

Arguivo  Ponto  Reta  Circunferéncia Unidades  Transf  Editar Medidas  BotSes Wer Anim  Outros  Ajuda

Figura 22 — Atividade I
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Os alunos observaram que a medida que o foco se afastava ou se
aproximava da reta diretriz, a abertura da parabola se alterava.
A seguir temos a resposta dada por um aluno para a pergunta feita no item 7
desta atividade.

W momd Z ﬁ/’) z'?.// /’f/—/‘"//’ f/xﬂ’/ﬁ' "V'J}‘i?"i(/ e~ (,‘/f" ()’{/ Al /r

/
/ 5
) T / 28 AN s
(21 201 sl | (pe £ ;4 C oo 7 4 1 . b fr : .
/ & D /¢ /&z Y / / ‘ /jﬁ//’é Dt 4 GHne

O grupo de alunos possuia uma nocao basica de informatica e apenas dois
deles haviam tido contato com um software matematico que foi o winplot. No
entanto, ndo demonstraram dificuldades durante a utilizagédo do software Wingeon,
visto que este possui comandos de facil manuseio.

A medida que as atividades desse encontro se desenvolviam os comandos do
Wingeon, necessarios para a realizagdo do trabalho, iam sendo apresentados.

O Wingeon é um programa gratuito e esta disponivel para download no
endereco <http:/math.exeter.edu/rparris/wingeom.html>.
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3.1.3 - TERCEIRO ENCONTRO

Neste encontro, iniciamos a atividade IV. Para desenvolver esta atividade foi
necessario trabalhar alguns pré-requisitos, como distancia entre dois pontos e

distancia entre um ponto e uma reta no plano, conforme a seguir:

Quadro 4 — Pré-requisitos

Pré-requisitos

1 — Distancia entre dois pontos no IR2. 2 — Distancia entre um ponto e uma reta no IR2.

Sejam o ponto  P(x,,y,)e a reta

Sejam os pontos A(xi, yi) e B(xz, Y2) riax+by+c=0

representados abaixo:

vt

A distancia entre oponto Pe aretaré

ax,+by,+c
A =
oo dada por: 7’ [a2 + b2
b3 ’.‘z 5
Exemplos:

1- Calcule a distancia de P(1,2) a reta
rr3x—4y-5=0.

2- Encontre a distancia de P(2,3) a reta

Exempilo:
Calcule a distancia entre os pontos A(2,-5)

e B(8,3).

ry=-2.

Deduzimos, com os alunos, como encontrar a distancia entre dois pontos no
IR2, utilizando o teorema de Pitagoras, porém a férmula para encontrar a distancia
entre um ponto e uma reta foi fornecida sem demonstragao.

Os exemplos dados possibilitaram a fixacao dos pré-requisitos que foram de
grande valia, pois os alunos, com exce¢ao de um, ndo tinham conhecimento do que
foi abordado.

A quarta atividade foi voltada para a deducao das equacdes das parabolas
com vértice na origem e eixo de simetria sobre os eixos coordenados.

Utilizando a propriedade métrica e o que foi visto como pré-requisito, os
alunos chegaram as equacdes das parabolas representadas na questao inicial da
atividade IV (Quadro 5)
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Quadro 5 — Atividade IV

Atividade IV
1 — Encontre a equacao das parabolas representadas abaixo:
c)
a) ,
20F
A
\I V/ X‘
3 ) ) 1 2 3 3 5 3
_1 -1
o
b) d)
N
I F X
x 4 3 2 1 2 3 "
—4 -3 -1 1 3 4
i
i
4F

O item a foi explicado por nés, como exemplo inicial. Os demais itens foram
resolvidos pelos alunos, que nos solicitavam auxilio sempre que necessario.

Apés as resolucdes, os alunos chegaram a equacdes do tipo y = ax? e x = ay?
com a > 0 ou a < 0, como podemos observar a seguir, nas resolucoes apresentadas

pelos alunos.
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Ao chegar as respostas dos itens a e b, os alunos perceberam que as
equacgdes encontradas eram familiares, pois tinham sido vistas por eles quando
estudaram a funcdo Quadratica, porém nos itens ¢ e d, eles perceberam que as
equacoes apresentavam y2 ao invés de x2 como nas anteriores.

Pedimos aos alunos que comparassem, em cada item, a medida nomeada
por p que correspondia a distancia do foco ao vértice da pardbola ou a distancia do
vértice a reta diretriz, com o valor do coeficiente a encontrado nas equacdes do tipo
y =ax® ou X = ay.

A partir de andlises e discussdes, os alunos fizeram alguns comentarios,

dentre os quais destacamos:
113 4 1 ”
O valor de aezdep .
Sem explicitar que esse raciocinio estava incorreto, pedimos aos alunos que o
analisassem melhor. Eles retornaram aos itens, substituiram os valores de p e
1 .
perceberam que ) de p nado resultava em a.

Sendo assim, continuaram interagindo na busca de uma relacao correta e um

aluno fez o seguinte registro, a partir da observacao dos itens a e c:

Explorando essa idéia, foi possivel concluir que o valor de a é igual a ap

: 1
(itensaec)ou ~4p (itens b e d).

A segunda parte da atividade |V foi realizada no quarto encontro.
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3.1.4 - QUARTO ENCONTRO

Iniciamos esse encontro realizando a segunda etapa da atividade IV (Quadro

Quadro 6 - Generalizando

Generalizando...

) Iy

Essa etapa da atividade IV teve como objetivo a generalizacdo das equacdes
das parabolas com vértice na origem e eixo de simetria sobre os eixos coordenados.
Os alunos tiveram a oportunidade de formalizar o que foi observado por eles no
encontro anterior.

Sabendo que p é a distancia entre o foco e o vértice da parabola e também a
distancia entre o vértice e a reta diretriz, considerou-se, no item |, F(0, p) como o
foco da pardbola e a equacdo da reta diretriz sendo r: y = — p. Utilizando a
propriedade métrica da parabola, foi encontrada a equacdo 4py=x* ou

1 .2

=—X
y ap >

- 1 1 .
Na equagéo y=4—pX2, fazendo > =2a obtivemos y = ax, a > 0. Vale

ressaltar que a > 0, pois como p é distancia, o seu valor sera sempre positivo.



Os demais itens foram resolvidos de maneira analoga, sendo possivel chegar

aos seguintes resultados:

. . - 1 o
No item I, foi encontrada a equacao — 4py = x2 ou Y = ——4pX2. Substituindo
[ A — _i X2 1 2
~4p por a na equacao Y= ap obtivemos y = ax?3, a < 0. Sendo p um
. o ~ 1 . .
numero positivo, entdo para este caso, a = ~Zp ©umnimero negativo.

1 o
No item lll, foi encontrada a equagao 4px = y> ou X =4—py2. Substituindo

~ 1 .
por a na equagdo X =-—Y*, obtivemos x = ay2, a> 0.

ap 4p

1 i
No item |V, foi encontrada a equacao — 4px = y2 ou X = s y®. Substituindo

ap por a na equacgao X = —4ip y?, obtivemos x = ay?, a<0.
Analisando as equacgbes encontradas em cada item, foi possivel perceber
que, tendo a parabola de vértice V(0, 0) e concavidade voltada para cima ou para
baixo, sua equacao sera do tipo y = ax? e, sendo o vértice V(0, 0) e a concavidade
voltada para a direita ou para a esquerda, a equacao sera do tipo x = ay2.

Também foi observado, pelos alunos, que quando as parabolas tém
concavidade voltada para cima ou para a direita, o valor de a é positivo e quando
elas apresentam concavidade voltada para baixo ou para a esquerda, a assume

valor negativo.

A seguir temos a resolucdo dada por um aluno para o item IV.



V)
ol,;‘ {
g8
S 4N zx-lv) +(y-0 [ ——— |
| V2, o2
! ) (il
X x !
hp s <} 2
G s ¥ L - xpPFR
W e -
S Is exp-asy
5 |
on = Y ‘4/'; |
T 1
¥ 1
< /i./ a )
%
4
4
! |
=

Além da ultima etapa da atividade 1V, trabalhamos nesse encontro a atividade

V intitulada “Translacao”.

Para introduzir a atividade V, os alunos receberam uma folha com o gréafico da

equagdo y = %Xz ou x* =4y (Quadro 7).

Quadro 7 — Atividade de Translacao

1.2
2
y=—X" ou x° =4y
4
kY 3 ya
N\ /
-13-12-]1-10 9 8 7 6 5 4 3 2 :‘ =




Pedimos aos alunos que, utilizando o papel vegetal, decalcassem a parabola
e a movesse de modo que ela passasse a ter vértice no ponto (6,3), conservando o
eixo de simetria paralelo ao eixo y.

Falamos para os alunos que ao deslocarem a parabola, estavam fazendo
uma translagao?.

Ap6s o deslocamento da parabola, transladamos também os eixos
coordenados e fizemos, junto com os alunos, a deducéo da equacao da parabola de
vértice V(6, 3).

Para isso, consideramos 0s eixos X’ € y’ como sendo as translacdées dos eixos
X ey, respectivamente. Em seguida, escolhnemos um ponto P qualquer na nova
parabola e consideramos P(x,y), tendo como referencial os eixos x e y , mas se 0
referencial for os eixos x’ e y’, 0 ponto sera P(x’,y’) e a parabola assumira a equacao
y'=1(x)? ou (x)? =4y
4
A seguir podemos observar a atividade de um aluno com o registro do que foi

dito anteriormente.
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A partir da translagao, obtivemos as seguintes relagdes:

2 “A translagdo determinada pelo vetor v é a transformagdo T, :[1—Tlque leva cada ponto A do

plano 1 no ponto A'= A + v desse plano. A translagéo transforma toda reta em outra paralela e
por ser uma isometria, transforma qualquer figura em outra congruente.” (WAGNER, 2000, p. 71)



X=06+X
y=3+y

ou seja X=x—-6 e y=y-3.

Substituindo X =x -6 e Yy =y — 3 na equagio (x')*>=4y' foi possivel
escrever (x—6)? =4(y —3) . Esta equacéo representa a parabola com vértice V(6, 3),

eixo de simetria paralelo ao eixo y e concavidade voltada para cima.

Este trabalho introdutério facilitou o desenvolvimento da atividade V (Quadro 8).
Quadro 8 — Atividade V
ATIVIDADE V

TRANSLACAO
) 1) R

\4

>‘:V

Nesta atividade, foram feitas translacdes de parabolas cujas equacdes eram
do tipo x? = 4py e y? = 4px

No item |, foi pedido que os alunos fizessem um deslocamento na parabola
representada, de modo que essa passasse a ter vértice em um ponto (XoYo),

conservando o eixo de simetria paralelo ao eixo y.




Figura 23 — Imagem da translagao feita por um aluno.

Conforme fizemos na atividade introdutéria, deduzimos que a equacao da
parabola com vértice V(xoYo), €ixo de simetria paralelo ao eixo y e concavidade
voltada para cima é do tipo (x—x,)* =4p(y —Y,).

De forma analoga, deduziu-se no item Il que a equacao da parabola com
vértice V(XoYo), €ixo de simetria paralelo ao eixo x e concavidade voltada para a
direita & (y—Y,)* =4p(X —X,).

Falamos aos alunos que, utilizando o mesmo procedimento, podemos chegar
a (x—x,)®=-4p(y—Y,), que representa a equacao da parabola com vértice V(xoYo),
eixo de simetria paralelo ao eixo y e concavidade voltada para baixo e também a
equacdo(y —Y,)? =—-4p(x—X,), que representa a equacdo da parabola com vértice

V(Xo,Y0), €ixo de simetria paralelo ao eixo x e concavidade voltada para a esquerda.

A seguir, temos o desenvolvimento do item Il, realizado por um aluno:
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No préximo encontro foram desenvolvidas as equagdes das parabolas
transladadas neste encontro.
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3.1.5 - QUINTO ENCONTRO

O quinto encontro iniciou-se com uma breve revisdo do que foi visto na
atividade V.

Fizemos com os alunos o desenvolvimento da equacao (x —X,)2 =4p(y —Y,),

chegando a y = ax?2 + bx + ¢, a > 0 (equacao familiar para os alunos devido ao

estudo da funcdo Quadratica no Ensino Médio) e também da equacao
(Y—Y,)* =4p(x—x,), obtendo x =ay2+by +c,a>0.

A seguir apresentamos o desenvolvimento de (x—X,)% =4p(y —y,):

A partir do desenvolvimento anterior, foi possivel deduzir que a equacao

y=ax®2+bx+c representa parabolas com abscissa e ordenada do vértice,



. A 2
respectivamente, X, =——— € Y, =~ 13 sendo A =b? —4ac, conforme podemos

observar a sequir.

)]
e
)

g

e

As formulas encontradas para abscissa e ordenada do vértice eram familiares

aos alunos, visto que essas tinham sido abordadas em seus estudos anteriores.

A seguir temos o desenvolvimento da equagao (Y —Y,)? = 4p(X —X,):
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O desenvolvimento anterior permitiu deduzir a equacéo

x=ay?+by+c, e que esta representa parabolas com ordenada e abscissa do
- . b A ,
vértice, respectivamente, yo=——— € X, =—-——,sendoA=b? -4ac.
2a 4a

Os alunos acharam interessante que a férmula usada por eles para abscissa
e ordenada do vértice das parabolas que representam a funcdo quadratica se
aplicam, neste caso, para a ordenada e abscissa do vértice, respectivamente.

Falamos para o grupo de alunos que de forma analoga, o desenvolvimento de

(Xx—Xo)? =—4p(y—Y,) ir4 resultar na equacdo y = ax?2 + bx + ¢, com a < 0, pois

1 b A
a=—— = =—— A=b%- nvolven
ap sendo X, >a e Yo 4a’A b°-4ac e que desenvolvendo



_ 1
(y—Yo)? =—4p(x—X,) obteremos x = ay? + by + ¢, com a < 0, pois a = ~ap sendo

b A . .
Yo =~ %a € Xo =" 13’ A=b*-4ac. Estes desenvolvimentos ficaram a cargo dos
alunos.

Foi possivel concluir que, quando a parabola apresenta eixo de simetria

paralelo ao eixo y, ela pode ter concavidade voltada para cima (a > 0) ou para baixo

i A . . .
(a < 0) e o vértice é o ponto V= [——,——aj e, quando apresenta eixo de simetria

paralelo ao eixo x, ela pode ter concavidade voltada para a direita (a > 0) ou para

R - , A b
a esquerda (a < 0) e o vértice é V= (——,——].

Diante disso, um aluno fez o seguinte comentario:

“Quando eu tinha que encontrar o vértice ia direto na formula, mas agora
preciso ver a posicao da parabola”.

Nesse encontro, também apresentamos a propriedade refletora da parabola e
suas aplicacdes. Para tanto, foi feita uma experiéncia utilizando uma prancha de
madeira com uma tira espelhada encurvada, acompanhando o tracado de uma
parabola (Figura 24).

Ao colocarmos no foco da parabola uma fonte luminosa voltada para a tira
espelhada, os alunos puderam observar que 0s raios luminosos que incidiam nessa
tira espelhada eram refletidos paralelamente ao eixo de simetria da parabola.

Figura 24 — Material elaborado para a experiéncia



Em seguida, emitimos raios paralelos ao eixo de simetria da parabola. Dessa
vez foi possivel observar que esses convergiam para o foco da parabola.

Figura 25 - Experiéncia

Essa experiéncia despertou o interesse dos alunos e tornou possivel a
observacéao da propriedade refletora da parabola.

Falamos para os alunos que, quando os raios de luz incidem em um ponto de
uma superficie parabdlica, estes sao refletidos segundo um plano tangente a
superficie nesse ponto, sendo o angulo de incidéncia igual ao angulo de reflexao,
sendo assim, todo sinal recebido paralelamente ao eixo da parabola é refletido para
o foco e todo sinal que sai do foco é refletido paralelamente ao eixo da parabola
(Capitulo II).

Comentamos que a propriedade refletora da pardbola apresenta muitas
aplicacbes, dentre elas destacamos: antenas parabdlicas, telescopios, fornos
solares, holofotes e faréis de automéveis.

Também apresentamos para os alunos a foto da catedral de Sao Paulo, em
Londres, cujo teto € um parabol6ide de revolucao, exemplificando que a propriedade
refletora da pardbola se aplica também para ondas sonoras. Falamos para os alunos
que um paraboloide de revolucao é uma superficie gerada a partir da rotacdo de
uma parabola em torno do seu eixo de simetria.

As aplicacdes citadas, bem como algumas curiosidades, foram apresentadas
para os alunos por meio de transparéncias que se encontram no apéndice Il.

Os alunos se mostraram motivados e demonstraram que em seus estudos

anteriores nenhuma abordagem deste tipo tinha sido feita.



Consideramos que as conicas sdo um tépico interessante e enriquecedor e,

particularmente, a parabola apresenta aplicagdes em nosso dia-a-dia que podem

servir para despertar o interesse do aluno e motivar o seu estudo.

Apbés o estudo desenvolvido sobre a parabola, os alunos tiveram a

oportunidade de resolver alguns exercicios de aplicagao (Quadro 9), utilizando os

conhecimentos adquiridos nas atividades anteriores.

Quadro 9 - Exercicios

1 — Uma antena parabdlica é proletada com

2,80m de abertura e
45cm de profundidade.
O técnico que ira
instalar a antena
colocara o receptor de
sinais no foco. Sendo
assim, a que distancia
do vértice ficara o
receptor?

Fonte:
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm15/paginic.htm

2 — O arco de uma ponte tem a forma de
uma pardbola, conforme observa-se
abaixo. De acordo com os dados indicados
na figura, determine a distancia entre os
pilares P e P-..

Fonte:adaptada de
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm27/

Exercicios

3 — Para aquecer a agua, pode-se usar um
coletor solar, com a forma de um paraboléide de
revolugdo. A agua circula numa conduta que
passa pelo foco, onde esta o receptor. De acordo
com os dados fornecidos na figura abaixo,
determine a distancia do foco F ao vértice V.

Fonte: adaptada de
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm27/

- (UFMG 00) A secgéo transversal de um tanel
tem a forma de um arco de parabola, com 10m de
largura na base e altura maxima de 6m, que
ocorre acima do ponto médio da base. De cada
lado, é reservado 1,5m para passagem de
pedestres, e o restante é dividido em duas pistas
para veiculos. As autoridades s6 permitem que
um veiculo passe por esse tunel caso tenha uma
altura de, no maximo, 30cm a menos que a altura
minima do tlnel sobre as pistas para veiculos.
Calcule a altura méaxima que um veiculo pode ter
para que sua passagem pelo tunel seja permitida.

Assim como nas outras atividades, os alunos estavam dispostos em grupo, o

que facilitava a interacao e a troca de experiéncias entre eles e, quando necessario,

nos solicitavam esclarecimentos.

Ao ler o primeiro exercicio, os alunos entenderam que precisavam encontrar o

valor de p (distancia do vértice ao receptor), porém tiveram duvidas em relacao ao




que deveria ser feito. Discutiram entre si e nos solicitaram ajuda. Sugerimos, entao,
que localizassem de forma conveniente a parabola mencionada, num sistema de
eixos coordenados, para que sua equacao fosse encontrada e assim chegassem ao
que foi pedido.

A seguir apresentamos a resolucdo dada por um aluno para a primeira

questao:

b de

Percebemos que, a cada exercicio, os alunos progrediam, demonstrando
desenvoltura na resolucao das questdes e chegando as respostas esperadas.



CONCLUSAO

Muitos educadores afirmam que € possivel fazer ligacdo entre muitos
conteudos escolares e o cotidiano, para tanto, buscamos trabalhar um tema em que
essa ligacao esta muito presente.

Através desse trabalho, percebemos que as cbnicas constituem um tema
pouco visto no Ensino Médio e, em se tratando de um tdpico relevante e
enriquecedor para o curriculo, enfocamos particularmente o estudo da cénica
parabola, que apresenta aplicacées interessantes e motivadoras.

O estudo realizado nesta monografia possibilitou que os alunos percebessem
que a parabola ndo é somente uma curva que representa uma fungdo quadratica,
mas uma cénica que possui caracteristicas especificas e aplicacées importantes no
nosso dia-a-dia.

A primeira atividade aplicada para a construcdo da parabola, utilizando
barbante, tachinha, esquadro e régua, fez com que os alunos percebessem a
propriedade dos pontos desta cdnica, assimilando de forma natural o conceito de
parabola.

A propriedade métrica observada através da primeira atividade, também pode
ser visualizada por meio do software Wingeon, que desempenhou um papel auxiliar
na construcao dos conceitos envolvidos.

Continuando o estudo, foi possivel chegar as equacgdes das parabolas,
localizando-as em um sistema de eixos ortogonais e fazendo translagdes. A partir
dai estabelecemos relagdes entre o que estava sendo trabalhado e o que ja tinha
sido estudado pelos alunos em anos anteriores sobre a fungcdo quadratica,
mostrando assim que € possivel integrar diversas partes da Matematica.

Os alunos visualizaram a propriedade refletora da parabola, a partir de uma
experiéncia realizada com material concreto. Através da observagcao dessa
propriedade, foi possivel comentar sobre algumas das suas diversas e importantes
aplicagdes em antenas parabdlicas, radiotelescépios, refletores, fornos solares, etc.
Eles ficaram muito interessados com as aplicacdes apresentadas, pois ndo tinham
conhecimento delas.

Finalizando, os alunos tiveram a oportunidade de fazer exercicios de

aplicagéo envolvendo os conceitos tratados nesse estudo.



Durante a aplicagdo das atividades, os alunos se mostraram bastante
interessados, dialogando com seus colegas e compartilhando as experiéncias
vivenciadas, tornando a sala de aula um ambiente propicio para uma aprendizagem
participativa e dinamica.

As atividades apresentadas e a utilizacdo do material criteriosamente
escolhido desempenharam um papel fundamental no desenvolvimento da percepcéao
e visualizagdo, levando o aluno a refletir, generalizar e construir o conhecimento.

Percebemos que a cada atividade os alunos apresentavam progressos
significativos, assimilando 0s novos conhecimentos e incorporando-os aos ja
adquiridos.

Constatamos a surpresa dos alunos diante de um tema que deveria ter sido
visto e, no entanto, passou desapercebido em sua trajetéria no Nivel Médio.

As aplicacdes, bem como as propriedades da parabola, despertaram no grupo
de alunos o interesse em aprender mais sobre as outras cbnicas.

A partir do exposto, consideramos que o objetivo inicial deste trabalho foi
atingido satisfatoriamente.
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APENDICE |

Obtendo as seccoes conicas parabola, elipse e
hipérbole através de cortes em um cone circular
reto.



Obtendo as seccoes coOnicas parabola, elipse e hipérbole

através de cortes em um cone circular reto.

A obtencdo de cada uma das cbnicas depende de relagbes entre o dngulo o
formado entre o plano de corte € 0 eixo de um cone circular reto € o angulo 6
formado pelo eixo e uma geratriz do cone.

Segundo o teorema de Dandelin Quetelet: “a secgdo de um cone por um plano
que ndo passa pelo vértice é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja razdo das
distdncias a um ponto fixo e uma reta fixa de um mesmo plano é constante’.
(GONGALVES, 1978 apud RIBEIRO, 1998, p. 71).

O ponto fixo recebe o nome de foco, a reta fixa é a diretriz e a razéo é a

excentricidade.

Alguns livros de Geometria Analitica, que se encontram nas referéncias
bibliograficas deste trabalho, demonstram que a raz&o citada no Teorema de

. . cosa . -
Dandelin Quetelet é a constante 050’ denominada excentricidade. Dessa forma:

Se a=06(plano de corte paralelo a uma geratriz do cone), temos que

cosa . A , . L
cosa =cosB, logo os8 1, ou seja, temos uma cénica cuja excentricidade é igual
a 1. Essa conica é chamada de parabola.

cosa

Se a>86, temos que cosa<cosB, logo <1, a cOnica determinada é uma

cosO
elipse.



osa
0sO

Se a<8, temos que cosa>cos8, logo >1,a cbnica gerada é uma

hipérbole.

Vale lembrar que o plano de corte nos casos anteriores ndo passa pelo

vértice V do cone e ainda que 0°<8<90° e 0°<a<90°, sendo assim, a

excentricidade sera sempre positiva.



APENDICE I

Transparéncias utilizadas no quinto encontro



Algumas aplicacoes da parabola:

+ Engenharia e Arquitetura

Oscar Niemeyer em seus projetos utilizava as cOnicas. Abaixo temos uma de
suas obras que apresenta em seu tragado formas que se assemelham a arcos de

parabola.

Conjunto da Pampulha. Igreja de Sao Francisco — Belo Horizonte, 1940.
Fonte: http://www.mat.uel.br/geometrica/php/pdf/artigos/PA-21-TC.pdf

A propriedade refletora da
parabola esta presente em
auditérios, teatros e igrejas,
proporcionando boas condigbes de
acustica. Como exemplo, temos a
Catedral de Sao Paulo em
Londres, cujo teto possui a forma
um parabolo6ide de revolugéo, e as
“torres parabdlicas” da catedral da

Fonte:
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99
/icm15/paginic.htm Fonte:
http://www.velho.lis.ulusiada.pt/ht
ml/mestrados/matematica/trabalho
s/grupo02/favorite.htm




Propriedade Refletora

4+ Todo o raio que incide paralelamente ao eixo de simetria da parabola
reflete passando pelo foco.
Ex: Antenas parabdlicas, fornos solares, telescopios e microfones de

campo de futebol.

¥ ¥
F
Fonte: http://www.celta-
_ _ telecomunicacoes.com.br/catalo
{espeiho parabdiico) fantena parabalica) g/images/2005.jpg

Fonte: http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html

Fonte: http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html http://r.nat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html

4+ Todo o raio que sai do foco reflete-se paralelamente ao eixo de

simetria da parabola.
Ex: Fardis de navegacgéao e de automdveis, lanternas e holofotes.

Sup. espelhada

Farol de um automdwel Seccdo de um farol
Fonte: http://mat.ufmg.vilabol.uol.com.br/parabola.html



4+ Curiosidade

Conta-se a histéria que Arquimedes, conhecedor da propriedade refletora da
parabola, utilizou espelhos parabdlicos posicionados de forma que seus inimigos
ficassem no foco e o Sol paralelo ao eixo de simetria dos espelhos. Assim, ele
conseguiu incendiar as naves romanas que cercavam Siracusa.

Fonte: http://www.velho.lis.ulusiada.pt/html/mestrados/matematica/trabalhos/grupo02/favorite.htm
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Latus rectum da elipse



Latus rectum da elipse

Latus rectum da elipse é uma corda que passa por um foco e é perpendicular

ao eixo maior da elipse.
Consideremos uma elipse de centro C(xo,Yo), €ixo maior de medida 2a,
paralelo ao eixo x e eixo menor de medida 2b, paralelo ao eixo y. Seja 2c a distancia

focal.

A ¥, Yo+ 2)

y - Py
i Fi I & Fz

|

I

N
w

Obedecendo as condicbes acima, a elipse tera equacdo

2 2

X —X - . . .

( 20) + v bZO) =1. Sejam A e B as extremidades de um latus rectum da elipse,
a

relativo ao foco F. e €o seu comprimento. Sendo assim, o ponto A tera

14
coordenadas (Xo+C, Yo+ > )

Como A pertence a elipse, temos:



a? b2
f2

c® 4

55~+EF-_1

c2b? a:f)z —a%b?

3?2 —a%b? —c2b?

2.2
a4f :b2(a2 _C2)

Na elipse temos que a® =b®+c¢?, sendo assim a® —c® =b?, logo

a’t?
4
_ 4p*
=
_2b?
a

— b2b2

fZ

t

Caso considerassemos o latus rectum relativo ao foco F; também

] 2b?
encontrariamos f=——.
a
De forma analoga, chega-se a conclusdo de que cada /atus rectum de uma
hipérbole (corda que contém um foco e € perpendicular ao segmento focal), cujo
eixo transverso mede 2a e o eixo conjugado 2b, tera comprimento também igual a
2b?
-
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Atividades aplicadas



Atividade |

1- Material necessario:

2- Procedimentos:

2.1- Sobre a folha de papel fixada na prancheta de
isopor, prenda a régua conforme mostra a fotografia ao
lado.

2.2- Amarre a tachinha em uma das extremidades do
barbante e prenda a outra ponta do barbante na
extremidade de um dos catetos do esquadro, que

corresponde a um angulo agudo, de modo que o
barbante figue com comprimento igual a medida do cateto escolhido.



2.3- Apdie o outro cateto do esquadro sobre a régua
presa na prancheta de isopor e fixe a tachinha em um
ponto F, conforme mostra a foto ao lado.

2.4- Deslize o esquadro sobre a régua, mantendo
com um lapis ou caneta, o barbante bem esticado e
encostado no cateto.

Com estes procedimentos vocé desenhara uma curva que recebe o nome de

parabola.

Ao tracar a parabola, o que vocé observou em relacdo a cada ponto da

curva?

Aluno:




Atividade Il

Tracado da Parabola utilizando o Software Wingeon.

1 — Cliqgue no menu janela e selecione a opgéo 2-dim.

2 — Selecione no menu Ponto a opgcdo Coordenada. A seguir digite 3 para o
valor de x e 1 para o valor de y e clique em marcar. Dessa forma sera marcado o
ponto A (3,1).

3 — Usando o mesmo procedimento do item anterior, marque o ponto B (-3,1) e
depois cliqgue em fechar.

4 — No menu Reta/Retas... digite AB e cligue OK (com este procedimento sera
tracada a reta AB). A reta AB é a diretriz da parabola.

5 — Em Ponto/Ponto aleatério selecione sobre o segmento... . Clique OK na
janela que aparece. Utilizando esses passos 0 programa ira marcar um ponto
sobre a reta AB, distinto dos ja marcados.

6 — Conforme item 2, marque o ponto D (0,3). O ponto D é o foco da parabola.

7 — Cligue em Botoes/segmentos e trace com a ajuda do mouse o0 segmento
CD.

8 — Selecione em Reta/Perpendiculares a opcao Mediatriz, digite CD na janela
que se abre e clique OK. Sendo assim sera tracada a reta mediatriz de cbp .

9 — Construa uma reta perpendicular a Ap passando pelo ponto C. (Selecione
Geral em Reta/Perpendiculares. Digite AB para perpendicular e C para o ponto,
cligue em desenhar e em seguida fechar).

10 — Em Ponto/Intersecao selecione Reta-Reta... e digite para reta: CG e EF.
Clique em marcar e a seguir fechar. Com este procedimento aparecera o ponto

H, intersecdo de cG e EF .



11 — Conforme o item 7, construa D& .

12 — Selecione o0 menu Medidas, digite CH e tecle enter. Digite também DH e
tecle enter. Assim, nesta janela, aparecerdao as medidas dos segmentos pedidos.

Fechando essa janela, as medidas estarao disponiveis na tela.

13 — Cligue em Anim/Traco temporario e na caixa de texto que se abrira digite
H. Clique OK.

14 — Na opcéao botoes selecione arrastar vértices e com 0 mouse movimente o
ponto C.

15 — Ao movimentar o ponto C, o que vocé observa em relacdo as medidas de

CH e DH?

Os pontos que aparecem na tela quando o ponto C é movimentado descrevem uma

parabola.

Aluno:




Atividade Il

1 — No software Wingeon marque dois pontos A e B, clicando o botéo direito do

mouse.
2 —Trace a reta AB.

3 — Marque um ponto C nao pertencente a reta AB, conforme o item 1.

4 — Em Unidades/Coénicas com 3 pontos... digite AB para a reta diretriz, C para
o foco e selecione a opcao excentricidade 1, escolha uma cor para a parabola

que sera desenhada, cligue em desenhar e fechar.

5 — Trace o eixo de simetria da parabola, construindo uma reta perpendicular a

reta AB, passando pelo ponto C.

6 — No menu Botoes selecione Arrastar vértices e movimente o foco da

parabola, afastando-o e aproximando-o da reta diretriz AB.

7 - O que vocé percebeu ao movimentar o foco da parabola?

Aluno:




Pré-requisitos

Aluno:

1 — Distancia entre dois pontos no I1R2.

Sejam os pontos A(xi, Y1) € B(xz, y2) representados abaixo:

i

xl] ;‘Z

Exempilo:
Calcule a distancia entre os pontos A(2,-5) e B(8,3).

2 — Distancia entre um ponto e uma reta no IRz2.

Sejam o ponto P(x,,y,)e areta riax+by+c=0,

ax,+by,+c

Va* +b?

A distancia entre o ponto P e areta r é dada por: 7"

Exemplos:

3-Calcule a distancia de P(1,2) aretar: 3x —4y-5=0.

4-Encontre a distancia de P(2,3) aretar:y =—2.




Atividade IV

Aluno:

1 — Encontre a equacao das parabolas representadas abaixo:

2¢F

-3 -2 -1




—1+

2+

-3




Generalizando...




/TN

N/




Atividade V

Aluno:

2 2
= —X ou x =4y
y=7

[~ <)

~

ES

L
<

[N




Aluno:

Atividade V

TRANSLACAO

Xy

\4



Exercicios

Aluno:

1 — Uma antena parabdlica é projetada com 2,80m de abertura e
45cm de profundidade. O técnico que ird instalar a antena
colocara o receptor de sinais no foco. Sendo assim, a que
distancia do vértice ficara o receptor?

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm15/paginic.htm

2 — O arco de uma ponte tem a forma de uma

. . -
parabola, conforme a figura ao lado. De acordo
com os dados indicados na figura, determine a b
distancia entre os pilares P e P.. - ;igﬁ]-—————— =8
P;

Fonte:adaptada de http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm27/



3 — Para aquecer a agua, pode-se usar um coletor 5

solar, com a forma de um paraboldide de revolugao. : pum——

A agua circula numa conduta que passa pelo foco, ' .fr'f:-"fz".-fIF.é{'_'_ZTf-‘_’N-‘-
onde esta o receptor. De acordo com os dados I
fornecidos na figura ao lado, determine a distincia e

do foco F ao vértice V. - o SR

Fonte:adaptada de http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm27/

4 - (UFMG 00) A seccgéo transversal de um tunel tem a forma de um arco de
parabola, com 10m de largura na base e altura maxima de 6m, que ocorre acima do
ponto médio da base. De cada lado, é reservado 1,5m para passagem de pedestres,
e o restante é dividido em duas pistas para veiculos. As autoridades sé permitem
que um veiculo passe por esse tunel caso tenha uma altura de, no maximo, 30cm a
menos que a altura minima do tunel sobre as pistas para veiculos. Calcule a altura
maxima que um veiculo pode ter para que sua passagem pelo tunel seja permitida.



