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RESUMO

O Teorema Fundamental do Célculo (TFC) tem grande importancia no estudo de Calculo
Diferencial e Integral, por estabelecer a relagdo entre a integracdo e a diferenciagéo e por
proporcionar um meétodo pratico para a computacdo de integrais definidas. Pesquisas
evidenciam dificuldades de compreensdo plena do teorema por parte dos alunos, o que aponta
para a necessidade de buscas por novas abordagens do tema em sala de aula. Justificado pelos
diversos beneficios trazidos pela insergcdo da Histéria da Matematica em seu processo de ensino
e de aprendizagem, o presente trabalho de conclusédo de curso buscou resgatar e relatar a historia
do desenvolvimento do TFC, juntamente com sua interpretacdo geomeétrica, a fim de oferecer
informacdes que possam colaborar com um melhor entendimento dos conceitos do teorema. A
pesquisa mostrou que a exploracdo da relacdo inversa entre os problemas de areas e tangentes,
hoje estabelecida pelo TFC, é justamente o que marca o inicio formal do Céalculo. Mostrou
ainda que o caminho de evolucdo dos conceitos do Célculo foi longo, com sucessdo e acimulo
de ideias, tendo inicio na Grécia Antiga e culminando em um método geral e unificado para o
uso das técnicas infinitesimais na segunda metade do século XVII, momento considerado como
surgimento do Calculo. Todo esse periodo de tempo é abordado no trabalho. Ficou evidente
também como a geometria foi uma ferramenta importante para a evolugdo dessa area da
Matematica. Apos o levantamento do processo histérico, foi realizado um seminario de modo
a divulgar o trabalho e as informacdes nele contidas. Espera-se que a pesquisa possa servir de
base para a inclusdo de aspectos historicos e geométricos do TFC durante seu ensino e que
ajude a esclarecer o processo de descoberta da relagcdo inversa entre integracao e diferenciagéo.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Célculo. Historia da Matematica. Interpretagdo
Geométrica.



ABSTRACT

The Fundamental Theorem of Calculus (FTC) is of great importance to the study of Differential
and Integral Calculus, as it establishes the relation between integration and differentiation and
gives a practical method to compute definite integrals. Researches show difficulties of full
comprehension of the theorem by students, what indicates a need of new approaches for this
topic during classes. Justified by the benefits that the use of History of Mathematics can provide
to the teaching and learning process, this final paper sought to investigate and tell the historical
development of the FTC, as well as its geometric interpretation, in order to provide material
that might contribute to a better understanding of the concepts of the theorem. The research
showed that the exploration of the inverse relationship of area and tangent problems, expressed
nowadays by the FTC, is precisely what marks the formal beginning of Calculus. It also
revealed that the evolution path of the Calculus concepts was long, with a succession and
accumulation of ideas, beginning during the Ancient Greece and culminating in a general and
unified use of the infinitesimal techniques on the second half of the seventeenth century,
moment considered as the beginning of Calculus. This entire period is discussed in this work.
It was also clear how geometry was an important tool to the evolution of this branch of
Mathematics. After the historical research, a seminary was presented so the paper and its
information were better known. It is expected that the work can become the basis for the
inclusion of historical and geometric aspects of the FTC during its teaching and that it helps
revealing the discovery process of the inverse relationship between integrals and derivatives.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus. History of Mathematics. Geometric
Interpretation.
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1 INTRODUCAO

O ensino do Calculo Diferencial e Integral (CDI), area da Matematica que integra a
grade curricular de diversos cursos de Ensino Superior (BARBOSA, 2004), enfrenta grandes
dificuldades no que diz respeito ao entendimento de seus conceitos por parte dos alunos.
Diversos fatores contribuem para esse quadro, como: estudantes com formacéo deficiente em
Matematica; distanciamento entre os conteddos de Ensino Médio e os assuntos tratados nas
disciplinas de CDI; e nivel de aprofundamento no Ensino Médio abaixo daquele exigido na
universidade (BARBOSA; NETO, 1995).

Como resultado, observa-se um alto indice de reprovacdes nesta disciplina, o que motiva
um numero crescente de pesquisas sobre o tema (GRANDE, 2013). Muitas delas buscam
sugerir propostas pedagogicas a fim de amenizar o problema, em especial aquelas relacionadas
ao uso de recursos digitais, ao ensino por meio da Resolucdo de Problemas e da Modelagem
Matematica (PAGANI; ALLEVATO, 2014). Porém, apesar desse esforco, Cury e Cassol
(2004) afirmam notar que, a cada nova turma ingressante no Ensino Superior, mais dificuldades
sdo encontradas pelos alunos.

Esse fator deve ser considerado de grande relevancia e ndo pode ser negligenciado por
parte das pesquisas voltadas aos processos de ensino e aprendizagem de Matematica, ja que o
Calculo é estudado em diversos cursos e sempre ocupa lugar de destaque nas grades curriculares
(GRANDE, 2013). Silva (2011) afirma que as dificuldades com essa area da Matematica sdo
muitas vezes também de carater histérico-epistemologico, ja que uma busca por suas origens
nos faz retornar quase vinte e cinco séculos e evidencia um processo longo, arduo e evolutivo,
com sucessdo de ideias e colaboracdo entre diferentes geragdes. Sob uma visdo historica,
podemos considerar que o Célculo estabeleceu uma verdadeira revolucédo cultural. Seu inicio
foi a culminacdo do desenvolvimento de varios novos conceitos que se iniciaram na Grécia
Antiga e tiveram maior avan¢o no século XVII. Segundo Grande (2013), marcou também um
certo rompimento temporario com o rigor do método axiomatico e dedutivo que caracteriza a
Matematical, o que propiciou a possibilidade de descoberta de novos resultados.

Vé-se entdo grande importancia na busca por abordagens que possam colaborar com um

melhor entendimento dos conceitos do Céalculo por parte dos alunos. Assim, o presente trabalho

L O rrigor estava estabelecido desde a Grécia Antiga. Essa busca pelo encadeamento dos resultados e fundamentag&o
formal e logica do Céalculo aconteceu depois, no século XIX, com o estabelecimento da Analise Real (GRANDE,
2013).
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busca dar bases para a inclusdo em sala de aula de novos aspectos ligados a um dos conteidos
do CDI: o Teorema Fundamental do Calculo (TFC).

Segundo Mendes (2006), um fato historico na Matematica é digno de memoria se
exerceu ou exerce até hoje grande influéncia, ndo sé dentro da propria ciéncia mas também com
aplicacfes em outras areas do saber, sendo de grande valia, em especial, para a sociedade da
época de sua descoberta e desenvolvimento. O TFC pode ser considerado como um desses
fatos, ja que foi por meio da relagéo por ele estabelecida que os matematicos da modernidade
Isaac Newton e Gottfried Leibniz conseguiram ligar os campos que hoje chamamos de Calculo
Diferencial e Calculo Integral, proporcionando um método geral e sistematico para a resolugdo
de problemas relacionados a areas abaixo de curvas. A descoberta teve grande impacto na
sociedade da época por dar vida a um novo corpo conceitual da Matematica, o Calculo,
unificando os problemas resolvidos por técnicas infinitesimais, que até entdo eram abordados
de maneira particular, e dando uma nova ferramenta de aplicacdo da Matemaética a diversas
outras areas do conhecimento.

O presente trabalho buscou entdo resgatar a histéria do Teorema Fundamental do
Célculo, desde os primordios das ideias que nele estdo presentes. Como afirma Silva (2011), o
resgate histérico desvenda obstéaculos e intuicdes que fizeram parte da génese dos conceitos,
como aqueles pertencentes ao CDI, sugerindo que seu uso pode ser muito benéfico e apontando
para a necessidade de investigacdes e estudos sobre a Historia da Matemaética. Muitos outros
autores também apontam para a tendéncia do uso da Histdria da Matematica em sala de aula,
devido especialmente a seu carater motivador e esclarecedor, ndo s6 por evidenciar 0 processo
de desenvolvimento de um conceito mas também por, a partir dai, colaborar com um melhor
entendimento da ideia que o conceito esta exprimindo — o0 que muitas vezes ndao acontece com
a apresentacdo mais direta de seu enunciado e de sua demonstracao. Esses aspectos também
ratificam a importancia deste tipo de trabalho.

Na pesquisa histérica, foi possivel perceber que justifica-se o momento do
inicio/descoberta do Célculo Diferencial e Integral, na segunda metade do século XVII, pela
exploracdo da relacéo inversa entre os problemas de areas e de tangentes — 0 que em esséncia €
justamente o TFC — por Newton e Leibniz. Assim, a histéria do TFC acaba se confundindo a
historia do proprio Calculo. Foi verificado também que o desenvolvimento do TFC (e do
Calculo como um todo) foi, por muito tempo, amplamente apoiado na geometria. Assim,
decidiu-se por também investigar uma possivel visualizagcdo geométrica da relacdo inversa entre
diferenciacéo e integracdo, que é estabelecida pelo teorema. Acredita-se que essa Vvisdo possa

contribuir com uma visdo mais intuitiva do TFC antes do rigor do enunciado e da demonstracado
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formal. Ainda, vai ao encontro da Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica que,
juntamente com os beneficios da insercdo da Historia da Matematica em seu ensino, justificam
e embasam teoricamente o trabalho. O autor da teoria, Raymond Duval, aponta para a
necessidade do conhecimento de mais de um registro de representagéo para um mesmo ente
matematico para que ele seja de fato entendido. Baseado em Duval, entdo, percebe-se que a
visualizacdo geométrica do TFC, enunciado de maneira algébrica, constitui-se em um outro
registro de representacao, e assim seu conhecimento pode colaborar para uma compreensao
mais profunda do teorema.

As investigacOes acerca da histdria e da interpretacdo geométrica do TFC sdo relatadas
neste trabalho, de modo a colaborar com a divulgacdo desses relevantes aspectos. Assim, em
apenas um documento, estdo reunidas outras visfes para 0 TFC, o que facilita a elaboracéo de
novas abordagens ao tema em sala de aula. A fim de compartilhar o trabalho e informacdes nele
contidas, também foi incluida a realizacdo de um seminario para alunos, professores e outros
interessados, em que foram apresentados os momentos, figuras e conceitos histdricos
considerados mais relevantes ao desenvolvimento do TFC e também a sua visualizacdo
geométrica.

Alunos que entrem em contato com o trabalho podem conhecer melhor esse resultado
tdo importante do Calculo; e professores/futuros professores podem usa-las em suas aulas,
tendo em mente os beneficios trazidos pela inclusdo dos aspectos aqui apresentados no processo
de ensino e de aprendizagem. Como afirmado por Mendes (2006), a geracdo de conhecimento
por meio da Histéria da Matematica pressupde um estudo prévio sobre o desenvolvimento

histdrico-epistemoldgico do tépico a ser trabalhado.
1.1 Motivagéo e Contextualizacdo

A escolha do Calculo como tema se deu por conta do grande aprego do autor por essa
area da Matematica. Dentre os contetdos trabalhados na disciplina, a motivacao para a escolha
do Teorema Fundamental do Célculo (TFC) surgiu a partir das aulas de Célculo Diferencial e
Integral 111, disciplina que contempla, no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal Fluminense campus Campos Centro, seu estudo. O TFC é o resultado central e basico
do CDI (BRESSOUD, 2011), pois relaciona os processos de derivacdo e integracdo e
proporciona um método pratico para a computagdo de integrais definidas, unindo assim o
Calculo Diferencial e o Calculo Integral. Podemos enuncia-lo da seguinte maneira (STEWART,
2016, p. 353):
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Teorema Fundamental do Calculo: suponha que f seja continua em [a, b].

1.Se g(x) = jf(t) - dt,entido g'(x) = f(x).
b a

2. ] f(x)-dx = F(b) — F(a),onde F é qualquer primitiva de f,isto é,uma fungio
a

talque F' = f

Em disciplinas anteriores, foram vistos os conceitos de Derivada e de Integral e suas
respectivas interpretacdes geométricas, fundamentais para a compreensédo das ideias expressas
em suas definicBes. O TFC, porém, acabou sendo apresentado apenas algebricamente, sem
conceitos geométricos. Além disso, surpreendeu o fato de a integracdo e a diferenciacéo,
aparentemente dissociadas, estarem intrinsecamente relacionadas e, mais que isso, serem
operadores exatamente inversos. A partir desses fatores, surgiram 0s questionamentos: como
foi percebido que os processos de derivacdo e integracdo estavam ligados? Qual é a
interpretacdo geométrica do TFC? Serd que os conceitos por ele interligados foram sempre
estudados apenas algebricamente?

Para responder aos questionamentos surgidos, é necessario olhar para a parte historica
do TFC. Pode-se dizer que Isaac Barrow, ainda em 1670, percebeu claramente a relacdo inversa
entre determinacdo de retas tangentes e quadraturas de areas (GRANDE, 2013), problemas de
carater essencialmente geométrico que deram origem a derivada e a integral. A linguagem usada
para enunciar essa relacdo algebricamente, porém, foi criada apenas em 1823, por Cauchy
(BRESSOUD, 2011), e assim o tratamento dado a relacdo certamente foi apoiado na geometria
durante muito tempo. Isso mostra que estudar a histéria do TFC esta associado a identificar e
compreender possiveis visdes geométricas do teorema.

Do ponto de vista do TFC como contéudo a ser ensinado, os trabalhos em Educacéo
Matematica mostram que ele ndo € excecao quanto as dificuldades enfrentadas pelos alunos na
aprendizagem de Calculo, evidenciando uma falta de compreensdo plena por parte dos
estudantes e pouca énfase dos livros didaticos na relacdo estabelecida pelo teorema (GRANDE,
2013). Bressoud (2011) ratifica essa situagdo, afirmando que poucos sdo os alunos que de fato
entendem o TFC e que as dificuldades aparecem principalmente pelo fato de o teorema, como
temos atualmente, ser um produto altamente refinado, fruto de séculos de desenvolvimento. A
apresentacédo do teorema em sala de aula ndo costuma apresentar esse processo, resumindo-se

a enuncia-lo e, em seguido, demonstra-lo. Assim como outros tépicos da Matematica, 0 TFC
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acabou sendo afastado de seu rico contexto inicial, e a apresentacdo apenas do produto final,
sem abordar aspectos relacionados ao seu longo processo de evolucdo, pode colaborar com a
compreensdo insatisfatéria (BRESSOUD, 2011).

1.2 Objetivos

A partir das questBes expostas, é possivel perceber a importancia de trabalhos
relacionados ao processo de ensino e aprendizagem de CDI e, mais especificamente, ao seu
teorema fundamental. Nesse contexto, o presente trabalho de conclusdo de curso buscou
investigar e relatar a evolucdo histérica do Teorema Fundamental do Célculo ao longo dos
séculos e sua possivel visualizacdo gréfica. A finalidade é, primeiro, oferecer aos
professores/futuros professores base para a inclusdo de novos aspectos durante as aulas, de
modo a possivelmente minizar as dificuldades dos estudantes com a compreensdo do TFC; e,
segundo, gque alunos de Calculo Diferencial e Integral que, porventura, tenham contato com o
trabalho, possam adquirir maior conhecimento sobre as origens e ideias do TFC a partir de uma
perspectiva historica e geométrica, o que acredita-se ser benéfico para a aprendizagem dos
conceitos. Para melhor direcionamento, foi formulada a seguinte questdo de pesquisa:
destacando-se o0s beneficios trazidos ao ensino pela Historia da Matematica e pela
visualizagdo geométrica, como aconteceu o processo de desenvolvimento que levou a
percepc¢ao da relacdo inversa estabelecida pelo Teorema Fundamental do Calculo?

Para responder a questdo, pensou-se no seguinte objetivo geral: investigar e relatar o
desenvolvimento historico do Teorema Fundamental do Célculo, bem como sua
interpretacdo geométrica, tendo em vista os beneficios trazidos por abordagens que
contemplem essas visoes.

Para o alcance do objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram elaborados:

= Investigar o desenvolvimento histérico do TFC;

= Relatar as investigacoes;

= Aprofundar os estudos relacionados a interpretacdo geométrica do TFC, desde
sua origem;

= Relatar a interpretacdo geomeétrica,;

= Apresentar os estudos em forma de seminario, a fim de divulgar e compartilhar

a pesquisa.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Para embasar a pesquisa e justificar sua importancia, foram buscadas correntes tedricas
relacionadas com seu tema e seus objetivos. Ainda, foi feita uma busca por outros trabalhos
académicos sobre o Teorema Fundamental do Calculo de modo a identificar publicacdes
relacionadas e verificar suas metodologias, procedimentos e resultados. Todos esses aspectos

sdo abordados a seguir.
2.1 Aporte Tedrico

A relevancia da pesquisa se encontra, primeiramente, na importancia do uso da Histéria
da Matematica para o seu processo de ensino e de aprendizagem. Valdés (2006) afirma que tem
crescido o interesse por essa area da Matematica e pelas suas aplicacbes como ferramenta
didatica e como campo de investigacdo, o que a torna cada vez mais incorporada a teoria e a
pratica do ensino de Matematica. Os beneficios de abordagens que contemplem visdes trazidas
pela Historia da Matematica, que sdo discutidos adiante, fazem com que seu uso em sala de
aula possa ser considerado consenso pelos pesquisadores em Educacio Mateméatica (VALDES,
2006).

Ainda como embasamento teorico, usa-se também a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, do pesquisador francés Raymond Duval. Como ser4 mostrado a
seguir, a teoria esta ligada principalmente aos aspectos geométricos abordados no trabalho, que
proporcionam outra visdo e outra maneira de se representar conceitos matematicos que
usualmente sdo abordados de maneira algébrica — nesse caso, o0 Teorema Fundamental do
Caélculo. Segundo Duval (2003), o conhecimento de outras representacBes para um mesmo

objeto é fundamental para a sua plena compreensao.
2.1.1 Uso da Historia da Matematica em seu Ensino

Quando investigamos o ensino de Matematica, ndo € raro o aparecimento de teoremas
sem nenhum tipo de informacdo sobre seu desenvolvimento, tornando-os uma espécie de
dogma de fé, de verdade absoluta saida da obscuridade e que ndo tem grande significado
(VALDES, 2006). Esse tipo de abordagem contribui para os crescentes desinteresse, nio
compreensdo e aversao dos estudantes em relacdo a essa area do saber, principalmente porque,
ao se apresentar apenas o produto final, deixa-se de lado os porqués dos topicos que estdo sendo
estudados. Muitas vezes ndo se tem clara e explicita, a partir do conceito ja totalmente

finalizado e formalizado, a ideia que ele esta estabelecendo e exprimindo, em especial para o
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aluno. Mudar essa imagem que se tem da Matematica como conhecimento pronto e acabado,
com procedimentos mecanicos a serem decorados, certamente nao é facil. De acordo com
Mendes (2006), uma maneira de ao menos dar inicio ao processo é a introducdo de uma
perspectiva histérica no ensino e aprendizagem da Matemaética. “Trata-se de buscar na historia
0s porqués matematicos de modo a utiliza-los na superacéo dos obstaculos cognitivos surgidos
no desenvolvimento da matemadtica escolar” (MENDES, 2006, p. 90).

Segundo Mendes (2006), muitos sdo os beneficios trazidos pela apropriada insercéo da
Historia da Matemaética em sala de aula, como o desenvolvimento do espirito investigativo, da
curiosidade cientifica e de habilidades mateméticas. Além disso, ela permite enxergar a
Matematica como ciéncia verdadeiramente humana, desenvolvida em processos muitas vezes
longos e com diversas dificuldades no caminho (VALDES, 2006). Apesar disso, a Historia da
Matematica em livros didaticos e aulas ainda costuma se restringir, quando utilizada, a biografia
de figuras histéricas e acontecimentos que ndo colaboram diretamente com a constru¢do do
conhecimento, 0 que ¢ muito lamentavel do ponto de vista pedagégico (MENDES, 2006).
Segundo Valdés (2006), além de impedir o aproveitamento dos beneficios citados, essa
dissociacdo da Matematica e de sua historia acaba por afasta-la do carater cumulativo de seu
desenvolvimento — conceitos construidos a partir de uma sucessao de ideias — e instalar assim
uma visdo mais individualista, que desconsidera o trabalho coletivo de geragdes. Retomar essa
essa cadeia evolutiva das sucessivas ideias esclarece a motivacdo e as ideias por trds de um
problema (VALDES, 2006).

A ndo inclusdo da Historia da Matematica no ensino da Matematica também colabora
para o prevalecimento do total rigor da Matematica, deixando um papel secundério (ou até
mesmo nulo) para a intuigdo, tdo importante na descoberta de resultados. Como apontado por
Mendes (2006), o extremo rigor matematico, se sozinho, também traz artificialidade, pois leva
a Matematica a se esquecer de suas origens histdricas. “Vé-se como as questdes se podem
resolver, mas ja nio se vé como e porque elas se formularam” (POINCARE apud MENDES,
2006, p. 96). Ndo que o rigor ndo seja de grande importancia — na verdade, podemos aponta-lo
como uma caracteristica fundamental dessa ciéncia, aquilo que a torna exata — mas a intuicédo
também deve estar presente na discussdao dos conceitos, de modo a esclarecer a ideia
estabelecida pelo resultado ao qual se deseja chegar e que serd depois rigorosamente provado,
tornando-o de fato um teorema valido. Como afirmado por Valdés (2006), o processo historico
de construcdo dos conhecimentos matematicos mostra o raciocinio empirico-dedutivo como
ndo menos importante que o raciocinio puramente dedutivo. Refazendo o percurso historico de

um determinado conceito, retomamos as ideias iniciais e intuitivas que permitiram a obtencao
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do resultado e a sua posterior demonstragdo e fundamentacdo rigorosa. A falta de
esclarecimento do processo anterior ao formalismo “configura-se em um dos obstaculos a serem
superados pelos professores e pelos estudantes durante as atividades realizadas em sala de aula”
(MENDES, 2006, p. 96).

Temos na Histéria da Matematica uma poderosa ferramenta que, segundo Valdés
(2006), é capaz de retomar as origens de contetidos atualmente ensinados e resgatar o caminho
e as circunstancias de seus respectivos desenvolvimentos, propiciando maior compreensdo das
ideias estudadas. A partir dai, é possivel que os topicos mudem de aspecto, adquirindo mais
sentido dentro da teoria. Essa redescoberta da génese dos conceitos vistos em sala de aula expde
também todo o processo de evolucdo de um determinado assunto, permitindo aos alunos
conhecerem as motivacdes e davidas que os matematicos experimentaram (que podem coincidir
com suas proprias) e, ainda, mostra como a Matematica fez/faz parte da cultura humana
(VALDES, 2006).

E importante, ainda, destacar o aspecto motivador do uso da Histéria da Matematica em
sala de aula. Segundo Mendes (2006), a inclusdo de aspectos histdricos de determinado conceito
é imprescindivel para tornar as aulas mais atraentes para os estudantes, sendo uma abordagem
capaz de responder perguntas acerca do processo de construcdo das informagfes que agora
estdo prontas. Aulas mais atraentes colaboram para um maior interesse e, por consequéncia,
maior sucesso dos estudantes.

Claro que, antes de chegar aos discentes, 0 conhecimento passa pelos docentes, e a
investigacdo histérica de contelidos a serem trabalhados também traz pontos positivos em
relacdo ao professor. Além dos beneficios apontados anteriormente, que colaboram com o
alcance de uma compreensdo mais verdadeira por parte dos alunos e, assim, ajudam o professor
no cumprimento da esséncia de sua profissao, também destaca-se o aprofundamento e maior
conhecimento da propria pessoa que atua como professor, entendendo que seu papel como
aprendiz continuard vivo, pelo menos, enquanto exerce a profissdo. Como defendido por Valdés
(2006), uma abordagem para a Matematica que faga uso de informacdes historicas é de grande
importancia para a ampliacdo do desenvolvimento conceitual daqueles que a lecionam.

A discussdo feita acima ndo se aplica somente a educacdo basica, ja que o papel
pedagogico da Histdria da Matematica e defendido nos demais niveis educacionais (MENDES,
2006), podendo assim também ser abordada nas disciplinas matematicas universitéarias. Valdés
(2006) defende que um certo conhecimento da Histéria da Matematica deve ser parte
fundamental do corpo de conhecimentos do professor de qualquer nivel de ensino. Mais

especificamente sobre o Calculo, pode-se dizer que seu surgimento aconteceu em



20

circunstancias historicas muito interessantes e peculiares, e que o conhecimento dessa histéria
proporciona uma visdo dinamica da Matematica (VALDES, 2006).
Com respeito a todos os temas basicos do calculo infinitesimal [...] nunca se suscita a
questdo: Por que assim precisamente? Ou: Como se chegou a isso? Contudo, todas
essas questdes foram, em algum periodo, objetivos de uma intensa busca, respostas a
perguntas instigantes... Se voltdssemos as origens dessas idéias, elas perderiam essa

aparéncia de morte e de feitos dissecados e voltariam a ter uma vida fresca e pujante.
(TOEPLITZ apud VALDES, 2006).

E possivel, entdo, associar a Historia da Matematica ao ensino de Calculo e, mais
especificamente, do TFC. Acredita-se que ela pode explicitar o desenvolvimento do teorema,
mostrando seus aspectos geométricos, revelando suas origens e possibilitando uma melhor
compreensdo da relacdo por ele estabelecida, tanto ao professor quanto ao aluno. De um ponto
de vista pedagdgico, o estudo de CDI vinculado a sua evolugdo histérica pode auxiliar um
melhor entendimento de seus conceitos (SILVA, 2011), o que tem grande relevancia pois, como
defendido por Fossa (2006), ndo queremos que 0s alunos saibam apenas manipular e usar
algoritmos, mas sim que tenham uma compreenséo verdadeira dos conceitos que estudam. Por
tudo que foi apontado anteriormente, vé-se que a Histdria da Matematica contribui para o

alcance desse objetivo.
2.1.2 Registros de Representacdo Semidtica

Duval (2003) afirma que, para entendermos as dificuldades encontradas pelos alunos na
compreensdo da Matematica, ndo basta focar apenas no campo dos conceitos em si. Bloqueios
relacionados aos conteudos s&o comuns a outras areas do saber, donas também de tépicos mais
ou menos complexos. Entdo, antes de analisar as dificuldades dos alunos de maneira mais
direta, € necessario um olhar para aspectos cognitivos, ou seja, para 0S Processos que
possibilitam a aprendizagem dos objetos matematicos, ja que o ensino de Matematica, segundo
0 autor, busca, em pricipio, ndo formar futuros matematicos nem dar ferramentas que talvez
sejam Uteis em estudos posteriores, mas sim colaborar para o desenvolvimento geral das
capacidades de raciocinio, visualizacdo e analise do aluno. Ele destaca entdo que a atividade
cognitiva relacionada a construcdo de conceitos matematicos se difere daquelas envolvidas em
outros dominios do conhecimento por conta de duas caracteristicas: grande importancia das
representagdes internalizadas que vém a mente quando se aborda um conceito (representacfes
semidticas) e variedade de representacdes que podem ser utilizadas para um mesmo objeto
(DUVAL, 2003).
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A primeira € observavel por meio da histéria da Matematica: o desenvolvimento das
representacfes foi essencial para a evolucdo dessa ciéncia. Seu registro, isto é, sua
externalizacdo, permitiu a manipulagdo de um determinado objeto matematico dentro daquela
representacdo, sendo essencial para a visualizagéo e percep¢éo dos objetos, tornando-0s menos
abstratos e mais concretos e palpaveis (DUVAL, 2003). Duval (2003) traz como exemplo o
sistema de numeracdo decimal, afirmando que ¢ essencial para designar de modo mais concreto
a ideia de numero e possibilitar o acesso a ele. A segunda diz respeito aos diferentes registros
de representacdo que um mesmo objeto matematico possui. Alguns exemplos trazidos por
Duval (2003) séo: figuras geométricas, sistemas de numeragao, escrita algebrica e até mesmo a
lingua natural. A atividade matematica, entdo, tem sua especificidade ‘“na mobilizagdo
simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade
de trocar a todo momento de registro de representacdo.” (DUVAL, 2003, p. 14).

Duval (2012) destaca ainda que as representacdes e seus correspondentes registros séo
0S Meios responsaveis por tornar 0s objetos matematicos acessiveis. Os conceitos dessa area do
saber sdo bastante abstratos, necessitando assim de uma concretiza¢do que torne seu uso mais
viavel. Por isso o uso da palavra “representacdo”: sua mentalizacdo e registro sdo maneiras de
concretizar aquela ideia de modo que sua compreensao e manipulacdo sejam possiveis. Na
verdade, a abstracao e a perfei¢do das defini¢cbes sdo muito acentuadas, a ponto de ndo poderem
ser realisticamente registradas com exatiddo. Assim, é relevante também apontar que ndo se
pode confundir o objeto matematico idealizado com sua representacdo, ja que ela ndo é, de fato,
0 objeto matematico em si, como definido precisamente (DUVAL, 2012). Conhecer essa
espécie de paradoxo — 0 conhecimento matematico requerer representacGes de conceitos que,
na verdade, ndo podem ser perfeitamente representados — é fundamental, segundo Duval
(2012), para entender o processo de aprendizagem matematica.

Dependendo do problema em questdo, um registro pode ser mais util e, assim, mais
usado em um dado momento, mas a possibilidade de troca de registros deve sempre existir.
Entdo, “a compreensdo em matematica supde a coordenagdo de ao menos dois registros de
representagdo semiética” (DUVAL, 2003, p. 15). O autor diz entdo que, para que os alunos
sejam capazes de coordenar esses registros, deve-se entender os diferentes tipos de
transformacéo que um objeto de estudo pode ter dentro da Matematica. Primeiro, ele aponta
para o tratamento, que mantém o objeto dentro do mesmo sistema de representacdo. Um
exemplo seria a resolugéo de uma equacao a partir de sua manipulacdo dentro da representagao
algébrica. Segundo, esclarece o que chama de conversdo, que seria a mudanca de sistema, isto

é, a percepcdo de outra forma de representacdo daquele objeto, como a representacéo simbolica
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de um conjunto que, a principio, estava descrito textualmente a partir de suas caracteristicas.
Esta segunda € a que permitira o transito entre os diferentes registros, 0 que passa por entender
e compreender de modo mais claro e verdadeiro caracteristicas do conceito que esta sendo
estudado — embora os alunos, muitas vezes, ndo reconhecam naturalmente um mesmo objeto a
partir de duas representacdes diferentes.

A partir do que foi exposto acima, verifica-se como a teoria de Duval esta relacionada
a este trabalho. Como afirmado anteriormente, o Teorema Fundamental do Célculo foi afastado
de seu contexto geométrico inicial, sendo visto atualmente de maneira essencialmente algébrica
(BRESSOUD, 2019). Isso dificulta a coordenacéo e transicédo entre diferentes registros e, pela
teoria, afasta do estudante a plena compreensao do teorema. Tanto pelo resgate historico quanto
pela interpretacdo geometrica atual do TFC, é possivel identificar outras formas de visualizacdo

da relacéo por ele estabelecida.
2.2 Trabalhos Relacionados

Para a revisdo trabalhos relacionados, foi feita uma busca na Biblioteca Digital
Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD), cujo endereco eletronico é bdtd.ibict.br. A busca
foi realizada no dia 7 de novembro de 2019, sendo usada a expressdo “Teorema Fundamental
do Calculo”. Optou-se por pesquisar inicialmente apenas trabalhos que tivessem tais palavras
no titulo, com onze resultados sendo retornados. Em seguida, aplicou-se o filtro “Programa de
Estudos P6s-Graduados em Educagdo Matematica”, de modo a identificar os trabalhos voltados
ao processo de ensino e aprendizagem. Restaram, assim, seis resultados.

Para identificacdo daqueles mais semelhantes a este trabalho e, assim, selecéo final, foi
estabelecido o seguinte critério de exclusdo: trabalhos que ndo abordavam aspectos
relacionados a professores e/ou alunos. Para andlise, foram lidos os resumos dos trabalhos
encontrados apos a aplicacdo do filtro. Verificou-se que trés deles ndo envolveram docentes e

discentes, sendo assim excluidos. Restaram entéo trés trabalhos, que séo discutidos a seguir.

2.2.1 Os Registros de Representacdo Semiodtica Mobilizados por Professores no Ensino
do Teorema Fundamental do Célculo

Trata-se de uma dissertacdo de 2007 do programa de Mestrado em Educacdo
Matematica da Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo (PUC/SP), de autoria de Desiree
Picone sob orientagdo do Prof. Dr. Benedito Antonio da Silva. O trabalho, fundamentado na

teoria dos Registro de Representacdo Semidtica, buscou identificar quais registros sao
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mobilizados e/ou coordenados por professores durante o ensino do Teorema Fundamental do
Célculo, verificando se exploram a visualizacdo do teorema por meio da representacdo grafica.

Para o alcance do objetivo, dois questionarios foram elaborados e respondidos por oito
professores de Célculo da grande S&o Paulo, sendo quatro de universidades publicas e quatro
de institui¢bes particulares. O primeiro, constituido de oito questdes, foi feito com o intuito de
identificar o perfil dos profissionais. O segundo, composto por nove questdes, visava a
investigar o enfoque dado ao TFC no que diz respeito a conexdo entre derivacéo e integragdo e
ao seu uso para o calculo de integrais definidas. Uma entrevista também foi realizada com cada
um dos participantes para obtencdo de maior detalhamento sobre as respostas dadas.

Por meio da analise dos dados coletados, a autora constatou que nem todos 0s
professores exploram a visualizacdo grafica do TFC. Além disso, viu que o teorema é
trabalhado da mesma maneira nos diferentes cursos em que 0s participantes lecionam no que
diz respeito aos registros de representacdo. Observou também que alguns dos professores que
ndo coordenam os registros durante o ensino do TFC exploram diferentes representagdes no

estudo de outros contetidos de Calculo.
2.2.2 Uma Investigacédo Sobre a Aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo

O trabalho, de autoria de Gracia Anacleto sob orientacdo do Prof. Dr. Benedito Antdnio
da Silva, foi uma dissertacdo de 2007 referente ao programa de Mestrado em Educacdo
Matematica da PUC/SP. O objetivo foi investigar os conhecimentos que sdo mobilizados por
alunos que ja viram o TFC quanto a inter-relacdo entre a diferenciacdo e a integracao. Teve
como referencial tedrico a dialética ferramenta-objeto e o jogo de quadros.

Como metodologia, a autora utilizou uma abordagem qualitativa, se preocupando mais
com o processo do que com o produto. Para coleta de dados, um questionario de atividades foi
elaborado, aplicado a alunos e analisado, visando investigar se 0s participantes eram capazes
de identificar aspectos relacionados a derivacédo e a integracdo como operacdes inversas. A
aplicacdo ocorreu no curso de Licenciatura em Matematica de uma universidade particular de
Sao Paulo, com treze duplas de estudantes participando. Todos ja haviam estudado o TFC.

Concluiu-se que os alunos conseguem determinar uma primitiva para calcular integrais
definidas, cometendo as vezes equivocos algebricos. No entanto, essa capacidade nédo fica téo
evidente quando se trabalha no dominio geométrico, mostrando que os alunos podem dominar
apenas parcialmente os conceitos. De modo geral, viu-se que a maioria apresentou dificuldade
em solucionar questdes pela visualiza¢do do grafico, o que poderia evitar o desenvolvimento

de longos algoritmos.
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2.2.3 As ldeias Centrais do Teorema Fundamental do Calculo Mobilizadas por Alunos

de Licenciatura em Matematica

Assim como os dois trabalhos anteriores, trata-se de uma dissertacdo do programa de
Mestrado em Educagio Matematica da PUC/SP, realizada por Erika Andersen no ano de 2011,
sob orientacdo do Prof. Dr. Benedito Antonio da Silva. Apoiada na teoria do Pensamento
Matematico Avancado, de Tommy Dreyfus, a pesquisa buscou investigar quais processos
mentais intervém e sdo combinados por alunos no desenvolvimento de atividades envolvendo
0 Teorema Fundamental do Calculo.

A autora classificou sua pesquisa como qualitativa e, para coleta de dados, elaborou uma
sequéncia de atividades visando introduzir o TFC. Baseou-se em quatro fases da Engenharia
Didatica: andlises preliminares; concepcdo e analise a piori; experimentacdo; analise a
posteriori e validagdo. A aplicacdo foi feita com quatorze alunos do curso de Licenciatura em
Matematica de uma universidade particular da cidade de Sao Paulo.

Andersen concluiu que os processos mobilizados pelos estudantes foram: visualizagéo,
representacdo e mudanca entre diferentes representacdes, intuicdo, definicdo, descoberta,
validacdo, generalizagdo, sintese e abstracdo. Tais processos permitiram, segundo ela, que
muitos dos participantes conjecturassem que a derivagéo e a integracao sdo operagoes inversas.
Também destacou que os resultados explicitaram que este tipo de trabalho muito contribui para

melhor compreenséo dos conceitos envolvidos no TFC.
3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Visando reunir, compartilhar e divulgar informacdes consideradas relevantes, a pesquisa
é destinada ao aprofundamento nos estudos do Teorema Fundamental do Célculo, mais
especificamente a investigacdo e ao relato de sua evolugdo historica, bem como de sua
visualizacdo geométrica, a partir de livros, artigos e outros tipos de trabalhos académicos. Pode
ser entdo considerada uma pesquisa bibliografica, caracterizada como um levantamento de
referéncias tedricas ja analisadas e publicadas (FONSECA, 2002). Contém ainda tragos de uma
pesquisa exploratéria, pois proporciona maior familiaridade com o assunto que esta sendo
tratado (GERHARDT; SILVEIRA, 2009).

O publico-alvo do trabalho é constituido por professores e alunos que, em algum
momento, lecionem ou estudem o TFC. Como afirmado por Valdeés (2006), uma condicédo
necessaria e fundamental para o uso mais constante da Historia da Matematica em sala de aula

é adivulgacdo, para os professores, de seus contetdos. Com as informagdes histdricas em maos,
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eles podem valoriza-las e adapta-las as suas necessidades, de modo a usa-las da maneira mais
adequada possivel e podendo, assim, colocar em pratica abordagens capazes de trazer os
diversos beneficios discutidos anteriormente (VALDES, 2006). Em relacdo aos alunos,
acredita-se que o conhecimento de informac6es histéricas, bem como de outras representacoes
de um mesmo ente matematico, nesse caso do TFC, subsidiam a construcéo de uma Matematica
de conceitos e ideias mais claros e explicitos. Ainda, caso sejam licenciandos em Matematica
(ou estudantes de algum outro curso mas pretendam lecionar Matematica), poderdo usar as
informagOes como parte de suas futuras aulas.

Diante do exposto, para o alcance dos objetivos especificos e, por consequéncia, do

objetivo geral, o trabalho estrutura-se segundo as seguintes etapas de pesquisa:

1) Realizacdo de estudos sobre o TFC de modo a obter melhor compreenséo sobre a relacao por
ele estabelecida;

2) Pesquisa e leitura de artigos cientificos e livros que tratem do desenvolvimento histérico do
TFC, com o intuito de reconstruir sua evolugao;

3) Relato da reconstrucdo em texto;

4) Investigacdo da interpretacdo geométrica do TFC;

5) Relato da interpretacdo em texto;

6) Elaboracéo e realizacdo de uma apresentacdo em forma de seminério para compartilhar a

evolucdo historica e interpretagdo geometrica pesquisadas.

A base das etapas relacionadas a pesquisas e investigacfes a partir de referéncias
tedricas ja publicadas foram livros sobre a Histéria da Matematica no geral e também sobre a
Historia do Calculo mais especificamente. Quando algum tdpico tinha papel mais fundamental
na evolucdo e desenvolvimento do TFC, artigos mais especificos foram pesquisados, lidos e
também usados como referéncia para maior e melhor detalhamento.

O seminario, ultima etapa do trabalho, foi incluido de modo a compartilhar parte da
pesquisa de maneira mais direta com alunos e professores, ja que o acesso as informacées
contidas na pesquisa historica e na visualizagdo geomeétrica certamente seria mais restrito sem
a apresentacdo. Além disso, foi importante para explicitar a propria existéncia da pesquisa, para
que assim todos soubessem de seu tema e, depois, quem tivesse interesse, pudesse ler o trabalho
e verificar as informacgdes nele contidas de maneira mais detalhada. Sem a apresentacao,
certamente o trabalho seria menos conhecido e divulgado, correndo maior risco de ser

engavetado sem alcancar muitas pessoas.
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Devido & riqueza do tema, tanto no sentido da quantidade de informacdes quanto pela
importancia deles, o texto do trabalho acabou tomando grandes propor¢des, tornando inviavel
a apresentacdo de toda a investigacdo realizada aos participantes. A selecdo dos conteudos
aconteceu de modo a tornar o seminario diretamente centralizado no surgimento e
desenvolvimento dos conceitos que foram ligados pelo TFC e no aparecimento da relagdo por
ele estabelecida, até seu uso para o desenvolvimento de um método geral e unificado para o
calculo de areas por Newton e Leibniz. A interpretacdo geometrica também foi apresentada

durante o seminario.
4 RESULTADOS

Pela parte do trabalho referente a pesquisa historica, foi possivel perceber que a histéria
do Calculo possui uma pausa de aproximadamente dois milénios na evolucdo direta de seus
conceitos, entre a Grécia Antiga e o Renascimento. Buscando dar continuidade e fluidez a
historia e entender o que aconteceu nesse periodo, optou-se, de qualquer forma, por abordéa-lo
— até porque, mesmo sem contribui¢des diretas ao Calculo, existiram nesse intervalo muitas
contribuicbes a Matematica como um todo e, assim, também as suas subareas (mesmo que
indiretamente).

A seguir, apresenta-se 0 desenvolvimento histérico e a interpretacdo geométrica do TFC

investigados durante a pesquisa, seguidos de alguns comentarios sobre o seminario apresentado.
4.1 Pesquisa Historica

As primeiras ideias relacionadas ao Célculo Diferencial e Integral nos levam de volta
aos tempos da Grécia Antiga, em especial pelos trabalhos de Arquimedes de Siracusa (287-212
a.C.) e Apoldnio de Perga (262-190 a.C.). Usando essencialmente a geometria, ambos
investigaram problemas que hoje fazem parte do estudo de Célculo e que mais tarde foram
relacionados pelo Teorema Fundamental do Calculo. Iniciemos entdo esse passeio pela histéria

da Matematica retornando aos primordios da Matematica Grega.
4.1.1 Panorama da Matematica Grega

Até o comeco do século VI a.C., a Matematica praticada na Grécia era herdeira direta
daguela que se desenvolveu principalmente na Babildénia e no Egito. Trata-se de um
conhecimento de natureza predominantemente empirica, cujas conclusdes eram obtidas a partir

de experimentacdes e observacdes (AVILA, 2006). Entretanto, em aproximadamente 585 a.C.,
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Tales de Mileto (624-546 a.C.) comecou a dar a Matemaética o tratamento Iégico e dedutivo que
conhecemos hoje: primeiros resultados obtidos a partir de algumas nocbes basicas —
consideradas evidentes por si mesmas — conhecidas como postulados ou axiomas, resultados
seguintes apoiados nos primeiros, e assim por diante. Esse é entdo considerado o inicio da
Matematica grega (BARON, 1985).

N&o muito depois de Tales, em cerca de 550 a.C. (BARON, 1985), a famosa Escola
Pitagorica dava seus primeiros passos. Pouco se conhece sobre a vida pessoal de seu fundador
Pitagoras (580-500 a.C.), mas sabe-se que ele era famoso nédo s6 pelas pesquisas matematicas,
como também pelos seus estudos sobre politica e religido. Ele e seus seguidores, chamados de
pitagdricos, acreditavam que tudo poderia ser explicado por meio dos nimeros inteiros
positivos (Ginicos nimeros da época) ou de razdes entre eles?, tornando esse o grande objeto de
estudo da escola (BARON, 1985). Entretanto, uma descoberta dos proprios pitagoricos,
ocorrida provavelmente entre 450 e 400 a.C. (AVILA, 1984), acabou por gerar uma grande
crise de fundamentos® na Matematica grega. A origem e solugio dessa crise sdo abordadas a
seguir, assim como as consequéncias para 0s estudos posteriores.

Quando dois segmentos (ou outras grandezas de mesma espécie) podem ser mensurados
a partir de uma mesma unidade de medida, eles sdo ditos comensuraveis (AVILA, 1984). A

figura 1 mostra um exemplo:

Figura 1: segmentos comensuraveis.

E F
% &

Fonte: elaboracéo prdpria.

Repare que AB e CD podem ser ambos medidos tomando EF como unidade. Isso quer

dizer que AB = m- EF e CD = n- EF, em que m e n sdo nimeros inteiros. Especificamente

2 Os racionais ndo eram considerados niimeros pelos pitagoricos, mas apenas relacdes entre grandezas de mesma
espécie expressas pela razdo de dois inteiros (AVILA, 1984). )
3 Essa foi a primeira crise de fundamentos ocorrida na histéria da Matematica (AVILA, 1985).
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no exemplo acima, m =5 e n = 9. Essa comensurabilidade também permite chegar a uma

razdo de inteiros que representa a relagéo entre AB e CD:

_ . __ AB
AB=m-EF o EF=— (1)
m
_ __  __ CD
CD=n-EF & EF =— ()
AB CD AB m 5
De(NeR):—=""o—=—==
eMe(2):r="reoszF=T=7

Até mesmo pelo papel central que os nimeros tinham na escola, os pitagéricos
acreditavam que sempre seria possivel expressar a relacéo entre qualquer par de segmentos por
meio de uma razdo de dois nimeros inteiros (BARON, 1985). Como afirmado por Avila (1984),
intuitivamente essa é uma ideia muito razoavel, ja que caso o segmento que esta sendo usado
como unidade ndo caiba um numero inteiro de vezes nos dois que estdo sendo comparados,
podemos pensar em um outro tao pequeno quanto necessario, o que nos leva a acreditar que ha
de existir algum que torne 0s segmentos iniciais comensuraveis.

Acontece que nem todos os pares de segmentos podem ser medidos com uma mesma
unidade, como os proprios pitagoricos perceberam (AVILA, 1984). Nesse caso, sdo chamados
de incomensuraveis: ndo existe um terceiro segmento que seja unidade comum dos dois
primeiros, impossibilitando uma razdo de inteiros que represente a relacéo entre eles. Tal fato
contraria nossa intuicdo geomeétrica e acabou representando um entrave para a sequéncia do
desenvolvimento da Matematica grega, momento que ficou conhecido como crise dos
incomensuraveis (AVILA, 1984). Os teoremas ja conhecidos eram provados tendo por base a
comensurabilidade, como o Teorema de Tales e outros mais, e a nova descoberta desfez os
alicerces de varios deles (AVILA, 1985). Além disso, ainda segundo Avila (1984), a crise levou
0s pitagoricos a um grande sentimento de derrota: se 0s nUmeros conhecidos e as razdes por
eles formadas j& ndo eram suficientes nem mesmo para exprimir relagdes entre segmentos
quaisquer, certamente também ndo poderiam ser considerados a esséncia de tudo, como
acreditavam os seguidores da escola.

Ao que tudo indica, a incomensurabilidade foi descoberta* por meios geométricos, a
partir da tentativa de medir o lado e a diagonal de um quadrado qualquer com uma mesma

unidade (AVILA, 1984). Como sabemos hoje, a razdo entre a diagonal de um quadrado e seu

4 Nao se sabe ao certo, mas parece que em cerca de 400 a.C., Hipasus de Metapontum acabou afogado como
punicdo por dizer que descobrira a incomensurabilidade (BARON, 1985). Isso mostra que a aceitacdo da nova
descoberta nédo foi imediata.
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lado sempre tem valor irracional, e a introducdo desses nimeros resolveria a crise dos
incomensuraveis® (AVILA, 2006). Porém, os gregos ndo seguiram esse caminho e conseguiram
contornar o0 problema com a sélida teoria das propor¢Ges de Eudoxo (408-355 a.C.), sem
precisar introduzir novos nimeros (BARON, 1985).

A definicdo de Eudoxo para igualdade de razbes foi a base de toda sua teoria das
proporcdes, e com ela foi possivel trabalhar com as grandezas incomensuraveis apenas com 0s
inteiros positivos (AVILA, 2006). De acordo com Avila (1985), a definicéo pode ser enunciada

da seguinte maneira:

Definicdo: dados quatro segmentos A, B, C e D, diz-se que A esta para B assim como C esta

A Cc - - , ~
para D (E = 5) se, quaisquer que sejam os nimeros m e n, entao

n*A>m-Ben-C>m-D;
nAd=m-Ben-C=m-D;

nA<m-Boen-C<m-D.

£ . . . A m
No caso de grandezas comensuraveis, como j& mostrado, temos a igualdade 5 = v que
. . Cc . A
equivale a dizer que n- A = m - B. Se acontecer de o= % e, assim,n-C =m-D,temos que ~
/ . C . . e~ . , . A
é de fato igual a o caindo no segundo caso da defini¢do. Para grandezas incomensuraveis, o
Cc ~ - . ~ . m . . . .
— hunca serdo iguais a uma razéo do tipo = (com m e n inteiros positivos), e portanto também

. . . . . .. . A Cc
nunca iguais entre si. Eudoxo, porém, continua definindo a igualdade Pl desde que para

quaisquer m e n, 0 primeiro e o terceiro caso sejam satisfeitos®. Avila (2006) diz que essa
definicdo também era aplicada a outras grandezas de mesma espécie, como areas e volumes.

Percebe-se que, com 0s segmentos comensuraveis, a razdo sempre tinha um significado
numérico. Para lidar com os incomensuraveis, Eudoxo abre méo disso e diz que o importante é
conseguir exprimir a igualdade de duas razdes de segmentos, mesmo que nenhuma delas possa
ser expressa em termos de nimeros conhecidos (AVILA, 1985).

A crise dos incomensuraveis e a solucdo dada por Eudoxo trouxeram grandes mudancas
para o desenvolvimento subsequente. A insuficiéncia do sistema de numeros usado até entdo e

a nova definicdo para igualdade de razdes, que trabalhava agora com segmentos, areas,

5 Mais detalhes sobre a crise dos incomensuraveis em AVILA (1984).
® A definicdo de Eudoxo para igualdade de razGes serviu de inspiragdo para a construgdo da teoria dos nimeros
reais por Richard Dedekind, no século XIX (AVILA, 2006).
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volumes, sem que esses tivessem necessariamente medida numérica, acabou distanciando a
Matematica grega da énfase aritmética da escola pitagorica. Esses fatores, aliados a grande
preocupagdo com o rigor logico introduzido por Tales, encaminharam “toda a Matematica para
o lado da Geometria” (AVILA, 2006, p. 20). Como afirma Baron (1985), os estudos posteriores
tornaram-se inteiramente geometrizados’. Essa foi uma consequéncia natural, ja que ndo é
possivel atribuir um valor numérico a diagonal de um quadrado quando se tem apenas 0s
inteiros positivos disponiveis, mas pode-se construir, utilizando apenas régua e compasso®, um
quadrado qualquer e sua diagonal.

Os trabalhos realizados pelos gregos apds a solugcdo de Eudoxo mostram a grande
geometrizacdo da Matematica, sendo a famosa obra Elementos, de Euclides®, a principal delas.
A forma de todos os treze livros da obra € inteiramente geométrica, com todas as grandezas
sendo expressas por meio de segmentos, planos, regides limitadas por curvas, etc, e as
operagdes centradas na teoria das proporgdes (BARON 1985). Ainda segundo Baron (1985),
Euclides unificou varios teoremas gque estavam isolados e colocou-o0s sob um sistema dedutivo,
amadurecendo de vez a estrutura logica da Matematica iniciada com Tales. Elementos é
considerado a corporificacio desse método axiomatico (AVILA, 2006). Dai em diante,
qualquer resultado teria que ser demonstrado geometricamente, seguindo o rigor de vez
estabelecido.

Essa maturagdo completa da geometrizacdo e da axiomatizacdo da Matematica grega
também ¢é atribuida a Arquimedes (287-212 a.C.) e Apoldnio (262-190 a.C.), contemporaneos
de Euclides (BARON, 1985). As obras desses dois matematicos da Idade Aureal® da
Matematica grega serdo abordadas com mais detalhes a seguir, devido a relacdo que elas tém
com o Calculo Diferencial e Integral. Apoldnio investigou, ainda que de maneira diferente da
usada aproximadamente dois milénios depois, o problema de retas tangentes a curvas, estando
assim relacionado ao Calculo Diferencial. Arquimedes trabalhou principalmente problemas de
areas de figuras planas e volumes, o que o aproxima do Célculo Integral. Este Gltimo tera maior
destaque ja que, além de investigar problemas relacionados ao Célculo, fez uso de nocGes

similares as que permitiriam o desenvolvimento da integracdo, tornando a analise de sua obra

7 Essa geometrizacdo da Matematica foi tdo intensa que, segundo Avila (2006), os matematicos costumavam ser
chamados de gedmetras até pouco tempo atras.

8 Unicos instrumentos de construgio geométrica utilizados pelos gregos (GRANDE, 2013).

9 Sabe-se que Euclides viveu em cerca de 300 a.C. (ASSIS, 2008).

10 pPeriodo entre 200-300 a.C., chamado assim pelo destaque das obras de Euclides, Arquimedes e Apol6nio
(BOYER, 1974).
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“uma tarefa imprescindivel para a compreensdo da génese do Calculo Integral” (GRANDE,

2013, p. 115).
4.1.2 Arquimedes

Pelo desenvolvimento de trabalhos experimentais e tedricos, brilhantismo e influéncia,
Arquimedes é considerado o maior matematico da antiguidade (ASSIS, 2008). Suas
contribuicdes e seu raciocinio foram tdo impactantes que alguns historiadores o consideram até
mesmo o maior de todos os tempos (AVILA, 2011). Seu local de nascimento foi a cidade de
Siracusa, localizada no sul da peninsula italica, regido que fazia parte da chamada Magna
Grécia. E possivel que tenha passado parte de sua vida no grande centro de estudos da época,
Alexandria, onde pode ter tido contato com outros sabios, dentre eles provavelmente alguns
sucessores de Euclides (BOYER, 1974). Dedicou-se intensamente ao estudo de areas e
volumes, tornando-se entdo um grande mestre desses topicos (BRESSOUD, 2019).

Alguns dos problemas que mais despertavam interesse em Arquimedes e que foram por
ele resolvidos estavam relacionados a quadratura de figuras limitadas por curvas. Como ja
discutido, ap0és a crise dos incomensuraveis, a Matematica grega “pendia excessivamente para
o lado geométrico, em detrimento dos nimeros” (AVILA, 2006, p. 211). Areas quaisquer,
entdo, ndo eram obtidas por valores numericos ou férmulas, mas sim pela comparagdo com a
area de um quadrado conhecido. Como diz Avila (2006), era necessario conseguir construir,
apenas com régua e compasso, um quadrado de area equivalente a da figura em questdo, dai o
termo quadratura.

A quadratura de poligonos ja era dominada pelos gregos. Eles sabiam construir um
quadrado de area igual a de um retangulo pelo seguinte processo (AVILA, 2006): um retangulo
qualquer ABCD possui lados de medida a e b. Prolongamos o lado maior e transportamos a

medida do lado menor para esse prolongamento, formando EC = EB + BC = a+ b (1).

Achamos o ponto médio M de EC e tracamos a circunferéncia de raio EZ—C = asz (2). Em

seguida, prolongamos AB até que intersecte a circunferéncia, o que ocorre no ponto F (3).
Assim, BF ¢ o lado do quadrado que tem area equivalente a do retangulo inicial. A figura 2

ilustra o procedimento.
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Figura 2: quadratura do retangulo.
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Fonte: elaboracdo propria.

Como o tridngulo EFC formado é retangulo, sendo BF sua altura, podemos usar uma de
suas relagGes métricas para verificar que BF? = EB - BC = a-b. Como a - b ¢ justamente a
area do retangulo inicial, fica provada a validade do procedimento.

Como e mostrado na figura 3, no caso de outro poligono qualquer, primeiramente é
possivel reduzi-lo a um tridngulo de mesma area por meio de transformac@es geométricas. O
triangulo entdo torna-se um paralelogramo, que por sua vez é transformado num retangulo e,
por ultimo, pelo procedimento mostrado acima, o retangulo torna-se um quadrado. “Segue-se
que para toda figura poligonal plana podemos encontrar um quadrado com mesma area”
(BARON, 1985, p. 33).
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Figura 3: procedimento para quadratura de poligonos.

M M N
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ABCDE — AFDE — AGE — AGJH — AGLK — GRNM
Fonte: Baron (1985, p. 32).

Problemas relacionados a quadratura de figuras com fronteiras curvas, porém,
continuavam em aberto. Os primeiros resultados encontrados para questdes como essas Sao
devidos a Hipocrates de Quio (460-377 a.C.), que obteve sucesso no calculo de areas de figuras
com formatos lunares'? (AVILA, 2006). Porém, os avancos de Hipdcrates ndo contribuiram
para a resolucéo do principal problema da época, conhecido como quadratura do circulo®?, que
recebe mais destaque devido a grande influéncia que teve para o desenvolvimento daquilo que
hoje chamamos de integracdo (BARON, 1985).

A érea do circulo foi encontrada e provada rigorosamente por Arquimedes sem a
constru¢do de um quadrado equivalente. De fato, “no século XIX seria demonstrada a
impossibilidade de construir, apenas com régua e compasso, um quadrado de area igual a de
um circulo dado” (AVILA, 2006, p. 212). O resultado de Arquimedes foi na verdade a definicao
de um tridngulo de area equivalente a do circulo, sendo aceito de qualquer maneira pela
demonstracdo formal e pelo uso de uma figura conhecida, mesmo que ndo fosse um quadrado.
Para chegar a esse e outros precisos resultados, Arquimedes utilizava um processo que consistia
em duas partes: primeiramente, fazia uso do que chamava de método mecéanico, que permitia-
Ihe descobrir intuitivamente a resposta para o problema; com a provavel solucdo em maos, ele
utilizava o conhecido método da exaustio®® que, juntamente com uma argumentacéo por dupla
reducdo ao absurdo, culminava em uma demonstracédo rigorosa do resultado previamente obtido
(AVILA, 1986). Cabe ressaltar que o método da exaustao é originalmente atribuido a Eudoxo**,

tendo sido desenvolvido e aperfeicoado posteriormente por Arquimedes (GRANDE, 2013).

11 Regides envolvidas por arcos circulares de centros e raios diferentes (BARON, 1985).

2. A quadratura do circulo é considerada um dos trés principais problemas classicos da Matematica grega,
juntamente com a trise¢do de um &ngulo qualquer e a duplicagéo do cubo (BARON, 1985).

13 O termo exaust&o surgiu mais tarde, em 1647, introduzido por Grégoire de Saint-Vincent (BARON, 1985).

14 Eudoxo usou o método para descobrir que o volume de uma piramide ou cone é um terco do produto da area da
base pela altura (BRESSOUD, 2019).
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Fato interessante sobre as obras de Arquimedes que chegaram até nds € que,
primeiramente, apenas trabalhos que continham exclusivamente as demonstracdes formais
eram conhecidos. Todo o processo estava encadeado rigorosamente por meio dos postulados,
definiges e teoremas (AVILA, 2011). A formalidade matematica e a logica dedutiva eram tio
destacados que levantavam grande curiosidade sobre seus métodos de descoberta — afinal, para
demonstrar um resultado matematico, € necessario antes saber ou ter um indicio de onde se quer
chegar. Nas palavra de Avila, “os caminhos da descoberta quase sempre sdo diferentes dos
processos de demonstragio” (AVILA, 2011, p. 97). E sabia-se que Arquimedes utilizava um
processo intuitivo de investigacdo de problemas e obtengéo de resultados, pois faz referéncia a
um “método mecanico” de descoberta em seu livro A Quadratura da Parabola (AVILA, 1986).

Esse método de descoberta, entretanto, permaneceu perdido e desconhecido durante
mais de um milénio (BARON, 1985). Apenas em 1899, o fil6logo®® dinamarqués Johan Ludwig
Heiberg (1845-1928), que ja havia publicado trabalhos com as demonstragbes formais de
Arquimedes, soube de um manuscrito religioso que se encontrava na antiga Constantinopla e
que aparentava, por baixo do texto®®, conter escritas anteriores de natureza matematica. Por
algumas linhas a que teve acesso, Heiberg suspeitou que poderia ser alguma obra de
Arquimedes (ASSIS, 2008). E realmente era: apds analise cuidadosa do documento, viu que
tratava-se de quase 200 paginas de obras do matematico grego. Muitas delas ja eram
conhecidas, mas o mais surpreendente foi que a descoberta continha o texto no qual Arquimedes
revela e explica o procedimento que usava para chegar a muitas de suas descobertas. O grande
achado de Heiberg foi publicado em 1907, sendo inclusive manchete do New York Times
(ASSIS, 2008).

O novo livro de Arquimedes ficou conhecido como O Método, e foi escrito
originalmente para outro estudioso de sua epoca, Eratostenes (276-194 a.C.) (BRESSOUD,

2019). No inicio, continha uma carta em forma de prefacio, parcialmente transcrita a seguir:

Arquimedes a Eratdstenes,
Saudacdes

(...) Vendo em vocé um dedicado estudioso, de consideravel eminéncia em Filosofia e um
admirador da pesquisa matematica, julguei conveniente escrever-lhe para explicar as

peculiaridades de um certo método pelo qual é possivel investigar alguns problemas de

15 Profissional especializado em leitura, interpretacdo e restauragdo de documentos histéricos.
16 Os pergaminhos usados para escrita eram caros. Assim, costumava-se raspar textos iniciais para
reaproveitamento (AVILA, 2011).
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Matematica por meios mecanicos. (...) Certas coisas s6 se tornaram claras para mim pelo
meétodo mecanico, embora depois tivessem de ser demonstradas pela Geometria, ja que sua
investigacao pelo referido método ndo conduzisse a provas aceitaveis. Certamente € mais facil
fazer as demonstracbes quando temos previamente adquirido, pelo método, algum
conhecimento das questdes do que sem esse conhecimento. (...) Estou convencido de que ele
sera valioso para a Matematica, pois pressinto que outros investigadores da atualidade ou do
futuro descobrirdo, pelo método aqui descrito, outras proposi¢cfes que ndo me ocorreram.
(AVILA, 1986).

Primeiramente, vé-se que de fato Arquimedes considera mais vidvel demonstrar um

resultado depois de ja ter investigado o problema. Sobre a Gltima parte da carta:

Talvez em toda a Historia da Matematica nenhuma verdade profética como
essa jamais foi expressa em palavras. Parece até como se Arquimedes Vvisse,
numa viséo, os métodos de Galileu, Cavalieri, Pascal, Newton, e muitos outros
grandes matematicos da Renascenga e da atualidade. (SMITH, 1909 apud
AVILA, 1986, p. 32).

Sera possivel perceber que as ideias por tras do método mecénico sdo muito semelhantes
a intuicdo geométrica presente no desenvolvimento da integracdo, a ponto de varios
historiadores dizerem que deve-se a Arquimedes a antecipacao (ou até mesmo a invencdo) do
Calculo Integral (BARON, 1985). Além disso, Arquimedes destaca que seu método de
descoberta ndo é prova suficiente e que o resultado deve ser demonstrado “pela Geometria”,
explicitando a grande geometrizacdo da Matematica da época e a importancia disso para a
elaboracdo de provas rigorosas e aceitacdo dos resultados pelos outros estudiosos. A seguir,
dois problemas resolvidos por Arquimedes serdo detalhados de modo a exemplificar todo
processo utilizado pelo grego, desde a investigacao pelo método mecanico até a prova formal e

rigorosa dada por meio do método da exaustdo e da dupla reducéo ao absurdo.
Area do circulo

Antifon de Atenas (séc. V a.C.) foi o primeiro a perceber, de maneira intuitiva, que a
area do circulo equivale a area do tridngulo de base igual ao comprimento da circunferéncia e
altura igual ao seu raio (BRESSOUD, 2019). Arquimedes chegou ao mesmo resultado por meio
de procedimentos “mecanicos”, ou seja, também intuitivamente, e depois o provou de maneira

rigorosa por meio do método da exaustdo e de uma dupla reducao ao absurdo. Foi o primeiro a
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de fato demonstrar o resultado, fazendo-o em seu trabalho Medi¢éo do Circulo!’ (BARON,
1985).
Primeiramente, podemos dividir o circulo em varios setores circulares por meio da

divisdo de sua circunferéncia em varios arcos (figura 4):

Figura 4: diviséo da circunferéncia e formac&o de setores.

ik

Fonte: elaboracéo propria.

Com um raciocinio intuitivo, percebemos que 0s setores se tornam mais e mais
parecidos com tridngulos a medida que aumentamos o numero de divisdes da circunferéncia,
sendo a soma de suas areas exatamente a area do circulo. A altura de cada um dos tridngulos se
aproxima cada vez mais do raio r do circulo. Chamando de by, b,, bs, ..., b,, as bases de cada
tridangulo e de S a &rea que queremos, em notagdo moderna, temos:
bl-r+b2-r+b3-r+b4-r+ b,-r

=73 2 2 2 Tt

1
S=§'T"(b1+b2+b3+b4+"'+bn)

Mas repare, pela figura x, que a soma das bases de todos os “tridngulos” ¢ justamente o

comprimento da circunferéncia, o que leva ao seguinte resultado:

S==-7-2nr = 1
ZT nr nr

O raciocinio acima era valido para investigacdes iniciais e descoberta de possiveis
resultados, mas ndo era aceitavel como prova pela falta de constru¢cdes geométricas e pelo uso
da ideia de particionar o circulo em infinitos setores cada vez menores. Essas concepgdes

17 Ainda neste trabalho, Arquimedes demonstra que a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu
didmetro, que hoje representamos por 7, ¢ um nimero entre 3 % = 3,1408¢e 3 % = 3,1429 (ASSIS, 2008).



37

relacionadas ao infinito, j& na Grécia Antiga, causavam duvidas quanto ao rigor e geravam
paradoxos®.
A demonstracdo rigorosa de Arquimedes, que sera refeita a seguir em notacdo moderna,

baseava-se em um teorema®® do livro X da obra Elementos (BRESSOUD, 2019):

Teorema 1: Considerando duas grandezas distintas, se subtrairmos da maior uma quantidade
maior que sua metade, e do restante uma quantidade maior que sua metade e assim por diante,
obteremos finalmente alguma grandeza que sera menor do que a menor grandeza considerada

inicialmente.

Provando-se que a area do circulo ndo pode ser maior nem menor que a area do triangulo
de base igual ao comprimento da circunferéncia e altura igual ao raio, prova-se que tais areas
sd0 iguais, processo chamado de dupla reducdo ao absurdo. E exatamente assim que
Arquimedes faz sua demonstragéo.

Considere um circulo qualquer e um tridngulo de altura igual ao raio r do circulo e de

base d igual ao comprimento 2z da circunferéncia. Chamemos o circulo e sua areade C e 0

2nrr

triangulo e sua area de T, tendo assim T = = rr?. Queremos provar que C = T.

Figura 5: circulo e triangulo.

Fonte: elaboracéo propria.

Primeiramente, vamos supor que a area do circulo € maior que a area do triangulo, ou
seja, C>T & C—T > 0. Podemos inscrever um poligono regular no circulo e,
continuamente, dobrar sua quantidade de lados a partir da marcacdo da metade dos arcos
determinados pelos pontos de intersecdo. Como 0s poligonos obtidos estdo sempre inscritos,

suas respectivas areas serdo sempre menores que a area do circulo, apesar de aumentarem a

18 Por exemplo, os paradoxos de Zeno e o problema da secdo do cone de Demdcrito (460-370 a.C.). Detalhes em
BARON (1985) e AVILA (1986), respectivamente.
19 A demonstragdo do teorema pode ser encontrada em BARON (1985).
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cada passo. Chamando de P;, P,, P, ..., B, a area de cada poligono inscrito, teremos P; < P, <

< P, < C.

Figura 6: inscricdo dos poligonos.

C C = = C

Fonte: elaboragdo propria.

Pelo Teorema 1, ap6s um numero finito de passos, a diferenca entre a area do circulo e
a area do poligono inscrito serd menor que a diferenca entre a area do circulo e a area do
triangulo, ou seja, C — B, < C — T, 0 que equivale a dizerque B, > T.

Por ser regular, podemos dividir o poligono em diversos triangulos congruentes.
Chamando de h a altura dos triangulos e de b suas bases, a area B, do ultimo poligono inscrito

sera entao:

Figura 7: divisdo do poligono inscrito.

Fonte: elaboragdo prdpria.

Entretanto, h € sempre menor que r e a soma das bases (perimetro do poligono) é sempre
menor que 27rtr, sendo que r e 2mr sdo, por definicdo, a altura e a base do tridngulo T inicial,

respectivamente. 1sso faz com que B, seja sempre menor que T.

1 1
h<r/\(b+b+---+b)<27Tr=>Pn=E-h-(b+b+---+b)<T=E-r-27tr=7tr2
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Entdo, supor que a area C do circulo é maior que a area T do tridngulo, sendo T = nr?,
implica que podemos chegar a um poligono inscrito que tera area maior que T = mr?, 0 que
ndo é possivel. Essa hipotese, entdo, nos levou a uma contradi¢édo, sendo assim falsa. A area do
circulo ndo pode ser maior que a area T = mr? do tridngulo definido inicialmente.

Agora, vamos partir da hipotese de que a area do circulo € menor que a area do triangulo,
ou seja, C<T < T—C >0. Podemos circunscrever um poligono regular ao circulo e,
continuamente, dobrar sua quantidade de lados a partir da marcagdo da metade dos arcos
determinados pelos pontos de tangéncia. Como os poligonos estdo sempre circunscritos, suas
respectivas areas serdo sempre maiores que a area do circulo, apesar de diminuirem a cada
passo. Sendo Py, P,, Ps, ..., P, a &rea de cada poligono circunscrito, teremos P; > P, > -+ >

B, > C.

Figura 8: circunscrigdo dos poligonos.

Fonte: elaboragdo propria.

Pelo Teorema 1, ap6s um numero finito de passos, a diferenca entre a area do poligono
circunscrito e a area do circulo serd menor que a diferenca entre a area do triangulo T e a area
do circulo, ou seja, B, — C < T — C, 0 que equivale a dizer que T > B,.

Por ser regular, podemos dividir o poligono em diversos triangulos congruentes.
Chamando de h a altura dos triangulos e de b suas bases, a area B, do ultimo poligono

circunscrito sera entdo:
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Figura 9: divisdo do poligono

P _b-h+b-h+b-h+ +b-h
no2 2 2 2

1
Pn=5-h-(b+b+b+---+b)

Fonte: elaboragdo prdpria.

Entretanto, h é sempre igual a r e a soma das bases (perimetro do poligono) é sempre
maior que 2mr, sendo que r e 2rr sdo, por definicdo, a altura e a base do triangulo T inicial,

respectivamente. 1sso faz com que B, seja sempre maior que T.
1 1
h=ra(+b+--+b) >27Tr=>Pn=E-h-(b+b+---+b) >T=E'T"2T[T=T[T2

Entéo, supor que a area C do circulo é menor que a area T do triangulo, sendo T = nr?,
implica que podemos chegar a um poligono circunscrito que tera area menor que T = mr?, 0
que ndo é possivel. Essa hip6tese, entdo, também nos levou a uma contradicédo e, assim como a
anterior, é falsa. A area C do circulo ndo pode ser maior que a area T = nr? do tridngulo

definido inicialmente. Se C ndo pode ser maior tampouco menor que T, ele deve ser igual a T.

C=T =nr?

E importante ressaltar que a algebra ainda ndo existia, nem mesmo o uso da letra grega
T para representar a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro, que data do
século XVIII (AVILA, 2006). A demonstracdo de Arquimedes é toda escrita em formato de
texto, e a notacdo moderna foi aqui usada apenas para explicitar como o raciocinio leva aos
mesmos resultados conhecidos atualmente. O que se alcancava a época, entdo, ndo era uma
férmula, mas sim a possibilidade de comparar a area do circulo com a area de uma figura
conhecida, nesse caso um triangulo. O que Arquimedes provou foi que a area de qualquer
circulo é igual a area de um triangulo com altura igual ao seu raio e base igual ao comprimento
de sua circunferéncia, e isso, sem uso de numeros ou simbolos atuais, era suficiente devido a

grande importancia que a Geometria possuia.
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Area do segmento de parabola

Utilizando seu método mecanico, Arquimedes descobriu que a area limitada por um
arco de parabola e um segmento de reta que une as extremidades de tal arco, regido chamada
de segmento de parabola (SANTOS, 2014), equivale a quatro ter¢os da area do tridngulo
inscrito no segmento. Na figura x, A e C, extremidades da base do segmento de pardbola, s&o
também dois dos vértices de um tridngulo; para que o triangulo seja considerado inscrito no
segmento, seu terceiro vértice devera ser o ponto B: sendo D o ponto médio de AC, traca-se por
ele uma reta paralela ao eixo, e B é a interseccdo dessa reta com a parabola (ASSIS;
MAGNAGHI, 2014). O ponto B é chamado também de vértice do segmento e, em um caso
particular, pode coincidir com o vértice da pardbola. Sendo A a &rea do segmento e Ap,pc

area do triangulo inscrito, temos:

Figura 10: segmento parabdlico e triangulo

'
eixo 1
i

B

As = § " Apragc

o

o

Fonte: elaboragdo propria.

Para entender o raciocinio usado na descoberta do resultado, precisamos antes conhecer
a Lei da Alavanca®®. Em seu trabalho Sobre o Equilibrio de Planos, Arquimedes demonstrou

gue uma alavanca de apoio (fulcro) A permanece em equilibrio quando, ao colocar-se pesos

. . .- . ~ P d
iguais ou distintos em lados opostos de A, temos como verdadeira a proporgao P—“ = d—”21, em
b a

que P, e P, sdo 0s pesos e d, e d;, suas respectivas distancias até A (ASSIS; MAGNAGHI,
2014).

20 «Obtida pelo proprio Arquimedes em seu livro Sobre o Equilibrio de Figuras Planas” (AVILA, 1986).
Demonstragdo em ASSIS (2008). Nesse contexto estd a famosa frase de Arquimedes “dé-me um ponto de apoio
e moverei a Terra”.

21 Com uma simples manipulagdo, chegamos a P, - d, — P, - d, = 0. O produto da forga, nesse caso forca peso,
pela distancia é conhecido como torque, e a expressdo anterior nos diz que a soma dos torques é nula. Essa é
justamente uma condicao para o equilibrio estatico (HALLIDAY, 2016).
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Figura 11: lei da alavanca.

Pa Fb

| |
| da {45 db |

Fonte: elaboracéo prdpria.

Precisamos também da seguinte propriedade da parabola, provada por Argquimedes
como proposicéo 2 em sua obra Quadratura da Pardbola (ASSIS; MAGNAGHI, 2014):

Figura 12: propriedade 2 da parabola.

H 7
2ixo 4 7z
'

P2: se, em uma parabola, AC for uma corda
pararela a tangente a parabola por B, e se uma
reta for tracada por B de forma que seja o eixo
ou paralela ao eixo, encontrando AC em D ¢ a

tangente a parabola por Cem E, entdo DB = BE.

Fonte: elaboracéo propria.

A partir da construcdo da figura x, tracamos a reta t tangente a pardbola por C e
prolongamos DB de modo que encontre t em E. Tracamos também por A a reta paralelaa DB
e ao eixo que encontra t em F. Prolongamos BC, que encontra AF em G, até o ponto H, de
modo que CG = GH. Por um ponto arbitrario L da parabola, tragamos o segmento /K, paralelo
a0 eixo, a DB e a AF e que encontra CG em J. Pela proposicédo 2, DB = BE, e por semelhanca
de triangulos temos I] = JK e AG = GF. Por (ltimo, construimos o segmento MN com ponto
médio em H, de modo que MN = LK. A partir da geometria da figura x formada, Arquimedes
provou a seguinte propor¢cdo em O Método (ASSIS; MAGNAGHI, 2014):
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Figura 13: construcBes necessarias.

2ixo

Fonte: elaboragéo propria.

Acontece entdo que essa proporcao pode ser interpretada segundo a lei da alavanca.
Considerando HC uma alavanca de apoio em G, MN a uma distancia GH de G equilibra IK a

uma distancia GJ de G.

Figura 14: propor¢ao pela lei da alavanca.
|

\H G J . C
Y /N

Fonte: elaboracdo propria.
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Nas palavras de Avila (1986), “agora vem a parte heuristica do método™: a reunidio de
todos os infinitos segmentos do tipo LK e IK vdo compor, respectivamente, o segmento de
parabola e o tridngulo AFC. Presume-se entdo que o segmento de pardbola, com seu centro de

gravidade em H, equilibrara em o AAFC onde ele se encontra. Sendo X o centro de gravidade

G _GH & _1
3

(baricentro) do AAFC?2, temos que GX = ===
3 GH 3

Figura 15: segmento de parabola e tridngulo em equilibrio.

H G x [
.
AN
B
A C
D .
A.

Fonte: elaboragdo propria.

. A GX 1 . . p
Pela lei da alavanca, temos que " - = = = 3 Mas, pela figura x, é possivel mostrar
AAFC

que Aparc = 4 - Apapc (ASSIS; MAGNAGHI, 2014). Logo:

AS 1 AS 4' 4 " AAABC
—_—— = A, =—777
4 - Apapc 3 Anagc 3 3

Arquimedes enunciou o resultado da seguinte maneira (ASSIS; MAGNAGHI, 2014):
“qualquer segmento de uma parabola ¢ igual a quatro ter¢os do tridngulo que tem a mesma base
e a mesma altura”. Este foi o primeiro teorema obtido pelo seu método mecanico. A prova
rigorosa do teorema, que serd mostrada a seguir, ja era conhecida na modernidade ha tempo,
por meio da obra Quadratura da Parabola. No entanto, a maneira como Arquimedes descobriu
o resultado antes de demonstra-lo sé foi conhecida apos a descoberta e publicacdo de O Método
(ASSIS; MAGNAGHI, 2014).

Assim como na prova da area do circulo, o método da exaustdo acompanhado de uma
dupla reducdo ao absurdo é usado na demonstracdo da area do segmento de parabola.

Arquimedes também faz novo uso do Teorema 1.

22 Arquimedes ja havia estudado centros de gravidade de figuras planas (ASSIS; MAGNAGHI, 2014).
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Quando consideramos o triangulo inscrito ao segmento de parabola, podemos perceber
que ele determina outros dois segmentos, um de base AB e outro de base BC. Pode-se encontrar
os pontos médio M e N de cada base e tracar, a partir deles, segmentos paralelos ao eixo que
encontram a parabola em E e F, respectivamente. Repare que assim podemos formar dois novos
tridngulos, AEB e BFC, e a soma de suas &reas com a area do tridngulo inscrito ABC esta mais
proxima da area do segmento de parabola que queremos. Repetimos 0 mesmo procedimento
para 0s novos quatro segmentos determinados, de bases AE, EB, BF e FC, e estaremos ainda
mais proximos da area desejada. A ideia é chegar na area do segmento de parabola inicial pela

soma das areas dos triangulos formados a cada passo.

Figura 16: construcOes para a demonstracao.

Fonte: elaboragéo propria.

Por propriedade da parabola, a tangente por B é paralela a AC. Formamos entdo o
paralelogramo AGHC, que nos permite perceber que a &rea do AABC é maior que a metade do
segmento de parabola. Assim, pelo teorema 1, a area do segmento que resta ap0s cada passo
podera ser menor que qualquer area dada anteriormente.

Por propriedade da parabola, pode-se provar que as areas dos triangulos formados a cada

passo somam 1/4 do do total das areas dos tridngulos anteriores (AVILA, 1986). Por exemplo,
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a soma das areas dos triangulos AEB e BFC somam 1/4 da area do triangulo ABC. Assim,
considerando a4, a,, as, ..., a, a soma das areas dos triangulos formados em cada etapa e S,, a

soma total de todas as area dos triangulos, temos:

a1 a1 al
Sn=a1+a2+...+an=a1+I+E+...+4n_1

Atualmente diriamos que trata-se da soma dos n primeiros termos de uma Progressdo
Geomeétrica decrescente de primeiro termo a, e razdo 1/4. Para calcular essa soma,
Arquimedes primeiro percebe que, se adicionarmos 1/3 do ultimo termo a ele mesmo, teremos

como resultado exatamente o penultimo termo dividido por 3.

Ent&o, a soma total S,, acrescida de % pode ser reescrita como a soma até o penultimo

termo acrescida de %

a a A, —
Snt g = et at et ay =S+ ”31

Podemos repetir o mesmo processo até chegar a soma total em termos da &rea do AABC,

aquele gue esta inscrito e que € representado na soma por a .

An An—1 An—2 a; 4-a; 4 Apppc

Spnt— =51+ =d5p2F :"':a1+?: 3 3 K

A importancia dessa soma reside no fato de Arquimedes, por meio da Geometria,
conseguir chegar ao mesmo resultado que obteve mecanicamente. Podemos agora aplicar a
dupla reducédo ao absurdo, mantendo em mente que S,,, soma das areas de todos os triangulos
formados dentro do segmento de parabola, € sempre menor que Ag e sempre menor que K, ja
queK =S, + a3—” Em outras palavras, temos certeza que S,, < A e S, < K, e queremos provar
que A = K, mostrando que ndo pode ser maior nem menor. Primeiramente, vamos supor que

a area do segmento de parabola A5 é maior que K.
DA >Ke A, —K>0

Pelo teorema 1, ap6s um numero finito de passos, podemos ter a diferencar entre A e
S, menor que a diferenca entre A e K, ou seja, Ag — S,, < A; — K, 0 que significa que S,, > K.

Mas isso é absurdo, pois K = S,, + ‘;—” Supor A; > K implica que podemos chegar a uma soma
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4-ApaBC

S, das areas dos triangulos maior que K = , 0 que é impossivel. Portanto, a area do

segmento ndo pode ser maior que K. Suponha agora que a area do segmento de pardbola A é

menor que K.
iNA; <K K—-A,>0

Pelo teorema 1, apds um numero finito de passos, podemos ter a diferencar entre K e S,,
menor que a diferenga entre K e Ag, ou seja, K — S,, < K — Ag, 0 que significa que S,, > A,.
Mas isso é absurdo, pois S,, soma das areas de todos os tridngulos inscritos no segmento, é
sempre menor que a area do segmento. Supor A; < K implica que podemos chegar a uma soma
S, das areas dos triangulos maior que A, 0 que é impossivel. Portanto, a area do segmento nao

pode ser menor que K. Se A, ndo pode ser maior tampouco menor que K, deve ser igual a K.

_ 4 - Apapc

A, =K ;

Pelos dois exemplos, percebemos que 0 método mecanico de Arquimedes dava um bom
indicio do resultado, mas ndo configurava uma prova formal; por outro lado, 0 método da
exaustdo acompanhado da dupla demonstracdo por absurdo continha o rigor necessario, mas
necessitava previamente do resultado a ser provado. Podemos entdo chegar a concluséo de que
as duas etapas se complementavam e assim admirar ainda mais os processos utilizados por
Arquimedes. Também € possivel ver a relacdo com a integracdo: o circulo e o segmento de
parabola sdo aproximados pela soma de areas de figuras conhecidas cada vez menores, sendo
entédo considerados como a unido de infinitos elementos.

Procedimentos semelhantes ao método mecéanico de Arquimedes foram usados por
muitos matematicos do século XVI (AVILA, 2011), o que mostra o brilhantismo do grego que,
quase dois milénios antes, ja tinha aquele tipo de raciocinio. Um exemplo € a justificativa da
formula do volume da esfera pelo principio de Cavalieri, geralmente apresentada para alunos
de ensino médio. A maior diferenca é que os matematicos da modernidade ndo tinham tanta
preocupacgao com o rigor, o que certamente contribuiu para um progresso veloz do Célculo nos
séculos XVII e XVIII (AVILA, 2011), algo que ndo aconteceu com Arquimedes. Além disso,
Avila (2006) afirma ainda que, além do rigor extremo, 0 uso de uma aproximacao particular
para cada problema também foi um motivo para que o Calculo ndo alcangasse maior maturagdo
ainda na Grécia Antiga, ja que a nocao de integracdo moderna permite o célculo de areas sempre

com o uso de retdngulos. Havia também outras questdes, como a separacao entre a geometria e
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a aritmética e a falta da linguagem algébrica e da geometria analitica. Edwards (1979)
acrescenta ainda que os gregos ndo introduziram explicitamente uma nocao de limite e ndo se

aproximaram da percepcao da relacdo inversa entre problemas de areas e tangentes.
4.1.3 Apoldnio de Perga

Na Grécia Antiga, as Unicas curvas conhecidas e estudadas eram as se¢Bes conicas, a
circunferéncia e a espiral de Arquimedes (BARON, 1985). Retas tangentes a essas curvas ja
despertavam interesse dos matematicos. Euclides, em Elementos, define e constrdi a reta
tangente a circunferéncia em um ponto qualquer, enquanto Apol6nio de Perga (262-190 a.C.),
em sua obra As Conicas, foi o responsavel por estudar o tragado de tangentes a parabola, elipse
e hipérbole e todas as propriedades conhecidas envolvidas no processo (BARON, 1985). Como
exemplo, mostraremos 0 processo para a construcdo da tangente a parabola.

Considere a parabola ABC. Queremos tracar a reta tangente & parabola por um ponto
qualquer C. Primeiramente, tragamos CD perpendicular ao eixo da pardbola; em seguida,
prolongamos o eixo até E, de modo que EB = BD. A reta EC é tangente a parabola em C
(GRANDE, 2013).

Figura 17: reta tangente a parabola.

Fonte: elaboracéo prdpria.

Repare que o processo € feito por construgdes geométricas, sem ideias intuitivas que
possam ser relacionadas ao Calculo Diferencial. O exemplo é trazido para mostrar que a questao

de retas tangentes, que mais tarde possibilitaria o inicio da diferenciacédo, ja motivava estudos
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quase dois milénios antes. Assim, percebemos que 0s problemas que mais tarde seriam
relacionados pelo Teorema Fundamental do Calculo ja eram investigados na Grécia Antiga.

Os trabalhos de Arquimedes certamente foram de grande valia para o desenvolvimento
do Célculo, mas ndo suficientes. Para um avan¢co maior, eram necessarias mais ferramentas
matematicas que ainda estavam por vir. Arquimedes abriu caminho para o desenvolvimento de
técnicas infinitesimais, mas seu trabalho teve que esperar até o periodo p6s-Renascimento para
ser continuado (EDWARDS, 1979). Mesmo no século XVII, com pouca preocupacdo com o
rigor matematico e com a linguagem simbolica e a Geometria Analitica ja disponiveis, algumas
décadas se passaram até que o método da exaustdo desse origem a uma técnica algébrica para
o célculo de areas e volumes (BRESSOUD, 2019).

4.1.4 Entre antigos e modernos

Com a ascensdo do imperio romano e a conquista dos territorios gregos, a Matematica
viu seu desenvolvimento ficar cada vez mais lento. Segundo Boyer (1974, p. 129), “durante
toda a sua longa histdria, a Roma antiga pouco contribuiu para a ciéncia e a filosofia e menos
ainda para a matematica”. Os romanos tinham muitos interesses praticos, especialmente para
construcdes, mas ndo apoiavam estudos tedricos e abstratos (EDWARDS, 1979). O
prosseguimento dos trabalhos de Arquimedes ndo poderia acontecer sem estudiosos que se
aprofundassem nos assuntos, deixando a Matematica europeia praticamente estagnada e
virtualmente cessando-a no final do século VV (BRESSOUD, 2019). VVé-se, nesse periodo, maior
importancia em Diofanto (aprox. 200-284), considerado muitas vezes o pai da algebra, e em
Papus (290-350), ultimo grande gedmetra grego, ambos de Alexandria (BOYER, 1974).

Apo0s a invasdo barbara e o fim do Império Romano em seu lado ocidental (476), o
territorio da Grécia se tornou parte do Império Bizantino?. A religido de tal império era o
cristianismo ortodoxo, que via na cultura politeista greco-romana uma ameaca. Entdo, em 529,
as escolas gregas foram fechadas e seus ultimos estudiosos acabaram encontrando asilo em
outros locais. Esse ano, portanto, € considerado como o marco do fim da Matematica européia
da antiguidade (BOYER, 1974). As atividades ndo cessaram de vez, pois comentarios sobre
algumas obras continuaram a ser escritas em grego e guardadas principalmente em
Constantinopla, capital do Império Bizantino, mas o desenvolvimento principal da Matematica

nos séculos seguintes aconteceu fora da Europa (BOYER, 1974).

2 parte oriental do Império Romano. Continuou apés a invasdo béarbara e durou até a queda de Constantinopla
(hoje Istambul) em 1453, ap6s ataques Otomanos.
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Ja no século VII, os arabes também iniciaram uma onda de conquista de territorios,
tomando inclusive o principal centro de trabalhos gregos que sobreviviam, Alexandria
(EDWARDS, 1979). O primeiro século de dominio islamico (aproximadamente entre 650-750)
ndo teve realizacdes cientificas no geral, pois os arabes ainda ndo tinham entusiasmo para
estudos e o interesse por cultura estava virtualmente parado no resto do mundo (BOYER, 1974).
Porém, na segunda metade do século VIII houve um despertar no império arabe que, caso ndo
tivesse ocorrido, “muito mais se teria perdido da ciéncia e da matematica antigas” (BOYER,
1974, p. 166). Estudiosos da Siria e da Mesopotamia foram chamados a Bagda, capital &rabe,
para promover estudos, tornando a cidade a nova Alexandria. L4, foi criada a Casa da
Sabedoria, centro de estudos Matematica, Astronomia, Medicina e Quimica (BRESSOUD,
2019). Além disso, diversos manuscritos gregos foram obtidos mediante tratados com o Império
Bizantino e traduzidos para o arabe. A biblioteca de Bagda adquiriu também obras de outras
regides, como India e Pérsia.

Dentre os matematicos da Casa da Sabedoria, Mohammed al-Khowarizmi destaca-se
por importantes obras sobre aritmética e algebra. Uma delas, De Numero Hindorum (Sobre a
arte hindu de calcular), é a responsavel por apresentar ao mundo arabe e, posteriormente, ao
ocidente, o sistema numérico que usamos (BOYER, 1974). Néo a toa o sistema é conhecido
como indo-arabico: segundo o proprio al-Khowarizmi, foi criado na India, mas popularizado
por meio dele, um arabe. Outro trabalho importante foi Al-jabr wa 'l mugabalah, que deu origem
a nossa familiar algebra?*, ramo da Matematica aprendido pela Europa por meio desse livro
(BOYER, 1974). Al-Khowarizmi expde em suas obras a resolucdo de diferentes equacoes
usando o que chamava de trés espécies de quantidades: nimeros, x e X2, ou seja, equacdes
polinomiais de primeiro e segundo graus. Cabe salientar que as obras de Al-Khowarizmi eram
textuais, 0 que nesse aspecto representa um certo retrocesso em comparagdo a Diofanto.
Edwards (1979) afirma que, por exemplo, ele traria a equacdo x? + 10x = 39 como “um
quadrado e dez de sua raiz sdo iguais a trinta e nove”. Mas seu grande mérito estd em voltar a
usar numeros para representar quantidades, o que os gregos ndo faziam, e em mostrar
algoritmos® para resolver equacdes (EDWARDS, 1979). Os textos mostram que os arabes
receberam grande influéncia da India pelo sistema de numeracéo; da Mesopotamia pelo método
de resolucédo das equacdes; e da Grécia pela sequéncia logica e pelas provas geométricas que

apresentavam apos a obtencéo da solucdo (BOYER, 1974).

24 Segundo Boyer (1974), o titulo de pai da algebra é de mais merecimento de al-Khowarizmi que de Diofanto, ja
que, em conceitos, Al-jabr se aproxima mais da algebra elementar de hoje.
25 A palavra algoritmo vem de seu nome (EDWARDS, 1979).
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A ciéncia islamica comecou a ver seu declinio em 1123, com a cessdo de estudos
relevantes ocorrendo em aproximadamente 1436 (BOYER, 1974). Esse ano, segundo Boyer
(1974), marca o fato de que, a partir de entdo, as principais atividades matematicas passariam
definitivamente do mundo islamico da Asia e norte da Africa para 0 mundo ocidental da Europa.
Por séculos, os &rabes preservaram a Matematica grega e a enriqueceram com a adi¢do de
elementos de aritmética e algebra e, felizmente, 0 comeco de seu declinio coincidiu com o
despertar da Europa Ocidental (EDWARDS, 1979). No século XII, a ciéncia da Grécia Antiga
e as contribuicBes islamicas comecaram a chegar aos europeus por meio de traducdes?®,
principalmente do arabe para o latim, feitas com maior destaque na Espanha, Sicilia e Império
Bizantino (BOYER, 1974). Também foi no final desse século e inicio do seguinte que famosas
universidades, como Bologna e Cambridge, foram fundadas, indicando que a Europa voltara a
trilhar o caminho da ciéncia.

Nessa epoca comecou a introducao do sistema de numeracgdo indo-arébico, cujo triunfo
sobre 0s nuimeros romanos s6 aconteceu definitivamente no século XVI, mostrando uma
transicdo lenta. Comerciantes ajudaram a difundir o novo sistema, com destaque para o italiano
Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci (filho de Bonaccio), considerado “o
matematico mais original e capaz do mundo cristdo medieval” (BOYER, 1974, p. 186). Em seu
livro de 1202, Liber Abaci, recomenda fortemente o uso dos ndmeros indo-arabicos,
descrevendo as “nove cifras indianas” e o simbolo 0, e explica de maneira muito completa
problemas e métodos algébricos (BOYER, 1974). Nessa obra, Fibonacci apresenta o problema

que deu origem a famosa sequéncia que leva seu nome:

Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano, comeg¢ando com um sé par, se em cada

més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo més?

Durante a maior parte do auge arabe (aprox. 750-1436), a Europa, que vivia seu periodo
medieval, via na Matematica ndo uma atividade cientifica, mas sim um objeto de discussoes
filosoficas. Sob grande influéncia de Aristoteles, ideias relacionadas ao infinito e aos
indivisiveis geravam paradoxos e promoviam debates detalhados, mas sem o rigor da estrutura
matematica, tomando como referéncia apenas o mundo fisico e a realidade (BARON, 1985).
Né&o acarretou em nenhuma conclusdo cientifica, mas mostrou o interesse dos estudiosos nas

dificuldades logicas do infinito — algo que so seria resolvido no final do século XIX — e ajudou

% Elementos de Euclides foi uma das primeiras obras a receber tradugio latina do arabe, feita por Adelard de Barth
(1075-1160) em 1142. Ele também foi responsavel por outras traducdes, inclusive de trabalhos de al-Khowarizmi
(BOYER, 1974). Boyer (1974) afirma ainda que o maior tradutor na Espanha foi Gerardo de Cremona (1114-
1187), a quem sdo atribuidas mais de 85 tradugdes.
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no comeco da aceitacdo das técnicas infinitesimais que eram tabu na Grécia Antiga, mas que
foram livremente usadas (sem muito rigor matematico) no século XVII (EDWARDS, 1979).

Uma consequéncia mais imediata, ocorrida no século X1V, dessas discussdes acerca de
infinitos e infinitésimos foi o crescente estudo dos conceitos de variagbes continuas e
movimentos, topicos que ganharam destaque nas universidades, especialmente em Merton
College, Oxford University (BOYER, 1974). L& os estudiosos estavam interessados
especificamente nas qualidades, o que na filosofia Aristotélica seriam variaveis que podem ser
quantificadas por sua intensidade (em um ponto de um corpo ou em um instante de tempo)
(EDWARDS, 1979). Cada uma dessas qualidades intensivas tinham suas correspondentes
quantidades extensivas, que podem ser pensadas como a soma das qualidades em todos 0s
pontos. Por exemplo, a densidade pode ser considerada uma qualidade, enquanto o peso total
de um corpo seria sua respectiva quantidade. Analogamente, a velocidade era uma qualidade,
considerada a intensidade de um movimento, e sua quantidade seria 0 movimento total, isto é,
a distancia percorrida (EDWARDS, 1979). Os pesquisadores de Merton buscavam entender a
variacdo na intensidade de uma qualidade de ponto a ponto em um corpo ou no tempo. O estudo
das intensidades e varia¢Oes de qualidades também ficou conhecido como Latitude de Formas
(BABB, 2005). Esses foram os primeiros esforcos sérios e cuidadosos para quantificar a ideia
de variacdo, algo que séculos mais tarde seria substituido por afirmacdes equivalentes no
Célculo Diferencial, com terminologia e simbolismo algébricos mais avancados e adequados
(BOYER, 1959).

Eles definiram entdo movimento uniforme (velocidade constante) como aquele em que
distancias iguais séo percorridas em intervalos de tempo iguais. Caso a velocidade variasse, ela
teria sua propria taxa de variacdo, chamada aceleracdo (BENESTAD, C. et al, 2015).
Aceleracdo constante seria aquela em que, em intervalos de tempo iguais, sdo obtidos
incrementos iguais na velocidade (EDWARDS, 1979). Qualquer que fosse 0 movimento em
questdo, uma definicdo de velocidade instantanea era necessaria e, ainda sem nenhuma nogéo
de limites, puderam defini-la apenas em termos de um movimento uniforme: a velocidade em
um certo instante era dada pela distdncia que um objeto percorreria caso se movesse
uniformemente por um certo tempo com aquela velocidade (EDWARDS, 1979). Aristoteles ja
havia dito que o movimento acontece em um intervalo, o que levaria a velocidade a ser definida
também em um intervalo. Uma interpretacdo disso € que mesmo para movimentos ndo-
uniformes, a velocidade é constante em intervalos, ainda que muito curtos, fazendo com que
qualquer movimento seja na verdade uma série de movimentos uniformes (BENESTAD, C. et
al, 2015).
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O principal produto destes estudos foi o importante Teorema da Velocidade Média de
Merton: se temos um movimento em que a velocidade varia uniformemente, ou seja, que possuli
aceleracdo constante, a distancia percorrida sera a mesma de um movimento de mesma duracao
em que a velocidade é constante e igual a média entre as velocidades inicial e final>’ (BARON,

1985). Em notacdo atual, sendo d a distancia percorrida, v; a velocidade inicial, v¢ a velocidade

final e t tempo de duracdo do movimento, podemos exprimir o teorema da seguinte maneira:

Ui+’l7f
2

d

Esses estudos da Inglaterra alcancaram a Franca, chegando a um dos estudiosos desse
periodo que merecem maior destaque: Nicole Oresme (1323-1382). Dentre os trabalhos desse
matematico parisiense estdo o desenvolvimento e expansdo da teoria das proporcdes, 0 uso de
regras de potenciacdo equivalente as atuais e as primeiras ideias relacionadas a expoentes
irracionais (BOYER, 1974). Entretanto, a sua grande influéncia pertence ao estudo das
qualidades, pois pouco antes de 1361 ele teve uma grande ideia: “por que ndo tragar uma figura
ou grafico da maneira pela qual variam as coisas?” (BOYER, 1974). Percebe-se uma sugestao
do que hoje chamamos de representacdo grafica de fungdes, e essa seria a primeira vez?® que
esse tipo de técnica seria usada para a descri¢cdo geométrica de qualidades (BARON, 1985).

Oresme introduziu entdo o importante conceito de representacdo grafica de intensidade
de qualidades. Ele acreditava que tudo que é mensuravel pode ser pensado como quantidade
continua, podendo entdo ser representado por entes geométricos, como retas e superficies
(BARON, 1985). Assim, prop0s o seguinte desenho: uma reta horizontal para representar a
extensdo do tempo, sendo seus pontos instantes, que chamou de longitude; a partir dos pontos,
segmentos perpendiculares a reta, que chamou de latitude, representando a velocidade naguele
instante (BABB, 2005). Os termos que utilizou, longitude e latitude, sdo equivalentes as atuais
abscissa e ordenada, e a representacdo é semelhante ao plano cartesiano da geometria analitica
(BOYER, 1974). Oresme viu que, no movimento uniforme ou uniformemente acelerado, as
extremidades superiores dos segmentos velocidade (latitudes) formariam uma linha reta. No
primeiro caso, a figura formada seria um retangulo, pois as velocidades seriam iguais em todos
0s instantes; no segundo, seria um tridngulo retdngulo ou um trapézio, a depender se a

velocidade inicial considerada era igual a zero ou maior que zero (figura 18).

27 Esse é 0 caso de um corpo em queda livre, algo que foi descoberto por Galileu (1564-1642) tempos depois
(BENESTAD, C. et al, 2015).

2 O uso de coordenadas ndo era novo, pois ja havia acontecido com Apol6nio e outros. A aplicagdo na
representacdo grafica de uma quantidade variavel, porém, era novidade (BOYER, 1974).
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Figura 18: representacdes de Oresme.

velocidade

tempo

Fonte: elaboragdo propria.

A partir das representacGes, Oresme concluiu (sem uma prova explicita) que a area das
figuras representava a distancia total percorrida. Seguindo Aristoteles, certamente pensou na
area como sendo formada por infinitos segmentos que representavam a velocidade em um
espaco de tempo muito curto (BOYER, 1974). Ele pdde entdo verificar geometricamente o
Teorema da Velocidade Média de Merton College, pois o tridngulo retangulo ou o trapézio
formados pelo movimento de aceleragdo constante possuem a mesma area de um retangulo de
mesma base e altura igual a velocidade no instante mediano, que € justamente a velocidade
obtida pela média entre as velocidades final e inicial. Se a area era a mesma, a distancia
percorrida também.

Ao encontrar a area, Oresme estava realizando geometricamente uma integracdo sem
mesmo saber (BOYER, 1974), que resulta justamente no teorema de Merton College. Esse
resultado pode ser verificado em notacdo atual: a funcdo velocidade seria do tipo v(t) = a.t,
ja que trata-se de uma reta, em que v é a velocidade, a é o coeficiente angular e, por se tratar de
um movimento, a aceleracdo, e t o tempo. Podemos considerar que 0 movimento parte do
repouso e, no caso do trapézio, marcar seu inicio a partir de um instante positivo, sendo a
velocidade inicial entdo diferente de zero e o coeficiente linear ndo nulo também para este caso.
Podemos encontrar a area abaixo da curva pela integral, pela férmula da area do triangulo e a
distancia percorrida pelo teorema, e ver que os trés caminhos levam ao mesmo resultado.

Considere o movimento desde o repouso e acontecendo até um instante final ¢ qualquer, v a

velocidade final, b a base e h a altura do triangulo:

tr
a-t? a-0%> a-tetp vp-t
fa_t_dt: f _akty Vil
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Para o caso da velocidade inicial diferente de zero (trapézio):

tr
JCl't'dt:a.tfz_a.tiz=a.tf'tf_a.ti'ti=vf.tf_vi'ti

ti

A_(B+b)-h_(vf+vl-)-(tf—tl-)_vftf—atfti+atitf—viti_vf-tf—vi-ti
B 2 B 2 B 2 B 2

_vi+vf.t_(vf+vl-)-(tf—ti)_vftf—atftl-+atitf—viti_vf-tf—vi-ti

d 2 2 2 2

E importante atentar ao fato de que Oresme, para entender o movimento, pensava no
gréafico que representava sua velocidade, ndo a distancia percorrida. 1sso mostra que ele acabava
estudando aspectos que hoje pertencem ao Calculo: comecava pelo grafico da funcdo que
representa a taxa de variacdo da distancia, ou seja, sua derivada; e, para estudar a distancia
percorrida, usava a area abaixo dessa curva, isto é, a integral da funcdo (BOYER, 1974).
Segundo Edwards (1979), Oresme introduziu, mesmo que implicitamente, quatro ideias

inovadoras em seus estudos sobre latitude de formas:

(1) medida e representacdo de grandezas fisicas por meio de segmentos;

(2) alguma nocéo de funcéo e relacdo entre variaveis;

(3) uma representacdo grafica dessa funcdo, que pode ser considerada um passo inicial para a
geometria analitica;

(4) um processo com conceitos de integracdo ou soma continua para calcular a distancia pela
area abaixo do grafico velocidade-tempo, mesmo que apenas para 0s casos de movimento

uniforme ou com aceleracdo constante.

Versdes mais maduras de tais ideias tiveram papel fundamental no desenvolvimento
pleno do Célculo no século XVII (EDWARDS, 1979). Alguns dizem até que, historicamente,
0 Calculo comegou com Oresme e suas descobertas (BENESTAD, C. et al, 2015),
provavelmente por seu estudo relacionar taxas de variagdo e somas infinitas, o que seria uma
prévia do TFC (mesmo que ele ndo soubesse disso). Além de suas representacGes geométricas
das qualidades, Oresme também deu contribuices para o estudo de séries infinitas e, embora
ndo tenha alcancado resultados significativos nessa area, foi importante para motivar e
encorajar ainda mais a aceita¢do do uso livre de processos envolvendo infinitos e infinitésimos

(EDWARDS, 1979). Cabe destacar também que, em seus trabalhos, Oresme chega a incluir



56

passagens sobre a possibilidade de representagdes tridimensionais para qualidades que tivessem

extensdo ndo apenas em tempo, mas também em espaco (BARON, 1985).
4.1.5 Séculos XV e XVI

Em meados do século XIV, a Europa sofreu com a peste bub6nica, pandemia que,
segundo estimativas, pode ter matado mais da metade da populag¢éo do continente. I1sso levou a
um declinio do desenvolvimento da Matematica apos a obra de Oresme e seus contemporaneos,
sO voltando a evoluir consideravelmente no século seguinte. Levando em conta que Franca e
Inglaterra, além dos impactos da grande peste, estiveram envolvidas na Guerra dos Cem Anos
(1337-1453), entende-se que universidades de outros paises, em especial italianas e alemas,
tenham a principio tomado a frente nos estudos matematicos e fornecido a maior parte dos
estudiosos (mas ndo todos) do inicio da era pos-medieval (BOYER, 1974).

Ja nametade do século XV, a Europa estava se recuperando do choque fisico e espiritual
causado pela grande peste, fazendo a atividade matemaética outra vez aumentar. A recente
invengdo da impressao (primeiro livro impresso na Europa Ocidental data de 1447) também
contribuiu para a retomada, ja que agora a difusdo de trabalhos era muito maior e mais rapida
que em qualquer outro periodo (BOYER, 1974). A época, na historia geral, € marcada pelo fim
do periodo medieval convencionado (queda de Constantinopla em 1453) e o inicio do
Renascimento, associado a maior disponibilidade de obras da cultura grega em diversas areas
do saber. Na Matematica, porém, o tempo do Renascimento consistiu de um rapido avan¢o no
campo da algebra a partir da continuacdo e do aprofundamento do que foi desenvolvido no
periodo da Idade Média (na Europa e fora dela), tendo a geometria das obras gregas da
antiguidade menos relevancia para o inicio do periodo. “Poucos homens do século quinze liam
grego ou conheciam suficientemente a matematica para tirar proveito das obras dos melhores
gedmetras gregos” (BOYER, 1974, p. 197).

Como principais matematicos do século XV, Boyer (1974) destaca o alemao Johann
Muller de Konigsberg (1436-1476), mais conhecido como Regiomontanus, e o francés
parisiense Nicolas Chuquet, de cuja vida pessoal pouco se sabe (morreu por volta de 1500). O
primeiro foi responsavel por tornar a trigonometria um assunto independente, pois até entdo era
estudada apenas como requisito para a astronomia. Sua morte subita atrasou a publicacéo
impressa de seus estudos, mas os manuscritos eram conhecidos pelos mais proximos e
certamente influenciaram pesquisas do inicio do século XVI (BOYER, 1974). Ja Chuquet ganha
destaque por sua obra de 1484, Triparty en la science des nombres, onde faz grande uso de
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simbolismo algébrico. Por exemplo, a expressao 14 —+/180 aparece como
R)?.14 .m.R)*180. Nela, Chuquet também apresenta uma notagdo exponencial importante:
5x,10x3 e 9x~2, por exemplo, apareciam como .5.%,.10.3 e .9.2™ Ele ainda mostra regras
para se trabalhar com incdgnitas e trata de resolucéo de equacdes, exprimindo pela primeira vez
um ndmero negativo isolado quando escreveu . 4.1 egaulx a m.2.%, que equivale para nés a
4x = —2. (BOYER, 1974).

Ja mais perto da virada para o século XVI, o italiano Luca Pacioli (1445-1514) é quem
recebe mais atencdo. Boyer (1974) afirma que, embora o primeiro trabalho de algebra do
Renascimento seja o de Chuquet, o que ganhou mais fama no periodo foi Summa de
arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita, de Pacioli. Ele ndo apresenta em sua
obra muitos conceitos novos, mas compila varios materiais, em especial de algebra, mas
também de aritmética, geometria euclidiana (muito elementar) e contabilidade (BOYER, 1974).
Embora ndo use a notacdo exponencial introduzida por Chuquet, ha crescente utilizacdo de
abreviacgdes, como p e m para indicar adi¢do e subtracdo, respectivamente, e co, ce ou ae para
a incAgnita. Pacioli ainda teve mais trabalhos publicados, sendo um deles a respeito da razao
mais tarde chamada de 4urea.

Como Boyer (1974) destaca, 0 Renascimento tem origem na Italia, onde o interesse
renovado por cultura e ciéncia despertou mais cedo. O autor lembra também que o pais foi uma
das principais rotas usadas para a entrada dos estudos arabes na Europa, incluindo os algorismos
e a algebra. Entretanto, outras regides ndo ficaram muito atras. A Alemanha, por exemplo, teve
tantas obras sobre algebra que o assunto ficou conhecido em diversos outros paises como “a
arte cossica”, por causada palavra alema coss usada para representar as incognitas. Além disso,
data de 1489 a mais antiga aparicdo em livro impresso dos simbolos alemaes + e —, em trabalho
do professor de Leipzig Johannes Widman (BOYER, 1974). De fato, a primeira metade do
século XVI viu o surgimento de diversos algebristas alemaes, entre eles Adam Riese (1492-
1559), Christoph Rudolff (1500-1545), Peter Apian (1495-1552) e Michael Stifel (1487-1567).
As obras desses autores trouxeram contribui¢cdes importantes, como: influéncia na substituicao
de nimeros romanos e contas no dbaco por métodos aritméticos com numerais indo-arabicos;
uso de razGes decimais; simbolo moderno para raizes; primeira impressdo do que mais tarde
seria chamado de Triangulo de Pascal; novo tratamento de numeros negativos, radicais e
poténcias; difusdo dos simbolos + e - as custas da notacdo italiana p e m (BOYER, 1974). As
obras, em especial a Arithmetica Integra, de Stifel, constituiam um tratamento bem completo
da éalgebra que era conhecida até entdo. Mas, em 1545, novos estudos algébricos apareceram
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em uma notavel publicacdo, causando tdo grande impacto nessa area que o ano pode ser
considerado o fim da Idade Média e inicio da Renascenca dentro da Matematica (BOYER,
1974).

Os algebristas até entdo tinham conseguido resolver pela algebra, com alguma variedade
de métodos e para diferentes casos, apenas equagdes de, no maximo, segundo grau. Alguns
estudiosos julgavam até que equacdes cubicas ndo podiam ser resolvidas algebricamente
(BOYER, 1974). Imagine ent&o a surpresa de todos quando o italiano Girolamo Cardano (1501-
1576), no ano citado de 1545, publicou sua obra Ars Magna, que apresentava a resolucao de
equacdes ndo s cubicas como também quarticas (BOYER, 1974). Nela, Cardano faz questao
de destacar que, apesar de ter sido o autor, as solu¢des foram na verdade desenvolvidas por seus
compatriotas Niccolo Tartaglia (1500-1557), no caso das cubicas, e Ludovico Ferrari (1522-
1565), das quarticas. Ainda, sabe-se hoje que Scipiano del Ferro (1465-1526), professor da
Universidade de Bolonha, foi o primeiro a descobrir a resolucéo da cubicas, mas sem publica-
la. Apenas a apresentou para um aluno e, eventualmente, a noticia chegou a Tartaglia.

A élgebra da época ainda ndo tratava de plenas generalizacBes. Consistia na
determinacéo do valor desconhecido em uma equacéo com coeficientes especificos que, mesmo
de uma maneira ainda bastante verbal, ia contando com utilizacdo gradual de simbolos e
abreviacdes (EDWARDS, 1979). Por isso, Ars Magna apresenta detalhadamente diversos casos
de equacgdes cubicas, variando conforme os coeficientes dos termos dos varios graus apareciam
de um lado ou de outro na equacio®®. A pouca generalizacdo era quando Cardano, por exemplo,
dizia “seja o cubo e seis vezes o lado igual a 20”%° — 0 que para nos seria x3 + 6x = 20 — pois,
apesar de estar usando um caso especifico, Boyer (1974) afirma que ele evidentemente estava
pensando em todas do tipo “um cubo e coisa igual a um namero”, isto é, x3 + px = q. Depois
de resolvida, passava para outra “familia” de equagdes cubicas, como “cubo igual a coisa e
numero”.

Um caso do segundo grupo de equacBes cubicas apresentado acima, porém, levava a
uma nova dificuldade. O método aplicado para a resolucdo de equagdes daquela “familia”
funcionava exceto para uma especifica: x3 = 15x + 4. Por substituicdo, Cardano sabia que

uma solucéo era x = 4. Porém, ao usar o método, ele chegava a expressao:

x=3\/2+m+3\/2—M=3\/2+11\/—_1+i/2—11\/—_1 (1)

29 Os coeficientes eram necessariamente positivos (BOYER, 1974).
30 A frase mostra um pensamento geométrico por tras da resolugdo, que pode ser considerada um “completamento
de cubo” (BOYER, 1974).
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Ele ja tinha se deparado com raizes quadradas de nimeros negativos antes, e acreditava
que elas ndo existiam. Mas, nesse caso, ficou mais intrigado ja que sabia da validade do método
e possuia de antemao a resposta da equacéo. Infelizmente, Cardano ndo passou dali, mas teve
mérito ao pelo menos dar atencdo a situacao.

Um pouco mais tarde, a mesma expressao levou a origem dos nimeros imaginarios por
outro italiano, Rafael Bombelli (1526-1573). NUmeros irracionais ja eram aceitos, muito por
causa da possibilidade de aproximacdo por racionais, e 0s negativos também ja estavam se
tornando plausiveis pela nogéo de sentido sobre uma reta numérica (BOYER, 1974). Se algum
matematico desejasse, porém, poderia nega-los como solugdo de uma equacdo dizendo
simplesmente que tal equacéo era insolivel. O mesmo poderia ser feito para raizes quadradas

de nimeros negativos que aparecessem em equacdes quadraticas. Por exemplo, poderia-se dizer

que x2 + 1 = 0 era insoluvel, negando a existéncia de v—1. Mas, com a resolugéo de clbicas,
a situacdo mudou, ja que se chegava a raizes quadradas de negativos mesmo quando se sabia
que existia solucdo real (BOYER, 1974). Logo, alguma coisa sobre os imaginarios deveria ser
compreendida.

Ao perceber que os radicandos da expressdo (1) diferiam apenas pelo sinal, Bombelli
imaginou que eles poderiam se anular mais a frente, deixando apenas um nimero real; e como

a solucdo x = 4 era conhecida, ele supds que a parte real resultante de cada raiz cubica deveria

ser 2, isto é, 2 + av—1 seria o resultado da primeira raiz cibica e 2 — bv—1 da segunda. Ja

que vieram de raizes cubicas, elevando-se ambos os resultados ao cubo e comparado-0s com o
radicando inicial, encontra-se a = b = 1. Assim, ele chegou ao resultado x = 2 + V-1 + 2 —

V-1 = 4 (BOYER, 1974). O raciocinio de Bombelli nfo o ajudou a resolver equacdes de
terceiro grau, pois ele precisava ja conhecer a solucao para supor o resultado da raiz cubica, e
se ja tinha o resultado entdo a equacgdo estava solucionada; mas certamente mostrou o papel
importante que os imaginarios teriam no futuro e confirmou a validade do método de resolucéo.
A Algebra de Bombelli foi impressa em 1572 (BOYER, 1974).

Sobre as equagdes quarticas, Cardano destaca que Ferrari inventou o método a seu
pedido. Da mesma maneira, casos separados sao tratados um ap0s o outro. Em geral, apareciam
exemplos com termos de quarto, segundo, e primeiro graus, ja que “Cardano sabia eliminar o
termo cubico somando a ou subtraindo das raizes um quarto do coeficiente do termo cubico”
(BOYER, 1974, p. 209). Um grupo de equacdes do trabalho é: seja quadrado-quadrado e

quadrado e ndmero igual a lado, atualmente, por exemplo, x* + 6x% + 36 = 60x. O método
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de resolucéo consiste em uma troca de incognitas que leva a uma equacao cubica, que era entao
resolvida pelos métodos anteriores®..

Para Boyer (1974), Ars Magna foi a maior contribuicio a Algebra desde o
completamento de quadrados, ainda com os Babilonios quatro milénios antes. Aquela praticada
até sua publicagdo estava mais ligada ao uso de novas abreviacGes e simbologias, sem
descobertas de tanto impacto. Apesar de ndo possuirem aplicacdes praticas, as solucGes de
equac0es cubicas e quarticas foram excitantes e estimularam ainda mais o desenvolvimento de
técnicas algébricas em varias dire¢des (EDWARDS, 1979).

O século XVI também viu importantes obras gregas como, Elementos, Conicas e Sobre
o Equilibrio de Planos, serem traduzidas para o latim e publicadas (BARON, 1985). A
Geometria da primeira metade do século era bem elementar, apoiada em propriedades basicas
de Elementos, mas de meados em diante as tradugdes foram ganhando difuséo mais significativa
(BOYER, 1974). Dois tradutores importantes foram os italianos Francesco Maurolico (1494-
1575) e Federico Commandino (1509-1575). A traducdo de Commandino para Conicas, por
exemplo, foi impressa em 1566 (BOYER, 1974). Entretanto, o interesse pela geometria grega
durou pouco, pois apds suas mortes em 1575 “a geometria marcou passo até que o
desenvolvimento da algebra atingisse um nivel que tornasse possivel a geometria algébrica”
(BOYER, 1974, p. 220). Os estudos estavam quase maduros o suficiente para o rapido
desenvolvimento do Célculo no século XVII, faltando um pouco mais de avango na algebra e
o0 desenvolvimento da Geometria Analitica.

“A algebra durante 0 tempo dos arabes e o comeco do periodo moderno nao tinha ido
longe no processo de libertagdo do uso de tratar casos particulares” (BOYER, 1974, p. 223).
Para que ela pudesse se tornar um meio de generalizagcfes plenas, era necessario distinguir 0s
simbolos usados para a incégnita, o valor que se estd buscando, e para os coeficientes, que
presume-se serem conhecidos ja de inicio. Essa ideia crucial de separar as variaveis e 0s
parametros foi introduzida por Francois Viete (1540-1603) em sua obra Introduction to the
Analytic Art, de 1591 (EDWARDS, 1979). Ele convencionou o uso de vogais para as variaveis
e de consoantes para 0s parametros conhecidos, que se misturavam a outros simbolos ja usados
e a algumas palavras®>. Em um problema da obra, por exemplo, Viéte escreve A cub +
B plano in A aequatur C in A quad + D solido para A3+ BA=CA?>+D, em que A
representa o valor desconhecido (EDWARDS, 1979).

31 Mais detalhes sobre os métodos de resolugio em BOYER (1974).
32 A transicdo para uma linguagem completamente algébrica aconteceu entre Viéte e Descartes (EDWARDS,
1979).
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Claro que, comparado com o que usamos atualmente, a linguagem ainda era primitiva,
mas a separacdo entre o conhecido e o desconhecido em equag6es foi um passo de grande
importancia para a orientacdo da Matematica no século seguinte, que passou do estudo de casos
particulares para a busca por métodos gerais. Essa mudanca de énfase era necessaria para 0s
algoritmos que fazem parte do Célculo (EDWARDS, 1979). Viéte também deu contribuicBes
a geometria, trigonometria e aritmética, incluindo disseminacdo e defesa do uso de fragdes
decimais em lugar das sexagesimais (BOYER, 1974).

O século XVI contou ainda com uma aproximacao entre a Matematica e a arte, muito
pelo uso de perspectivas para representacdo plana de objetos no espaco. A relacdo é muito
visivel em obras de Leonardo da Vinci (1452-1519) (BOYER, 1974). Outros estudiosos
importantes também viveram nesse periodo. Por exemplo, na Inglaterra, que ainda ndo tinha
prosperado na Matematica apos os estudos de Merton College, Robert Recorde® (1510-1558)
apresentou o nosso familiar simbolo de igualdade®* em seu Whetstone of Witte, de 1557
(BOYER, 1974). Boyer (1974) destaca também Nicolau Copérnico (1473-1543), que trouxe
grandes contribuicBes para a trigonometria, muito necessaria para os estudos de astronomia que
0 tornaram famoso. Chama a atencdo também as primeiras mudangas na estrutura de
demonstracdo de Arquimedes, inicialmente com o belga Simon Stevin (1548-1620) e com 0
italiano Luca Valério (1552-1618). Os principais trabalhos gregos ja estavam disponiveis para
a Europa Ocidental pela época das mortes de Maurolico e Commandino (BOYER, 1974),
quando Stevin e Valério comecaram o processo de substituicdo da dupla reducdo ao absurdo
pelo uso de passagem direta a nocdo de limite (BARON, 1985). Outros seguiram 0 mesmo
caminho, como Kepler e Galileu, todos homens praticos que precisavam dos métodos de
Arquimedes mas queriam evitar os rigores logicos. “Em grande partem foram as modifica¢des
por isso introduzidas nos antigos métodos infinitesimais que finalmente conduziram ao calculo”
(BOYER, 1974, p. 236). No século XVII, novos problemas e a busca por caminhos para
resolvé-los trouxe uma maior preocupagdo com métodos de descoberta, gerando certo

abandono do rigor matematico das demonstragdes.
4.1.6 Século XVII

Segundo Edwards (1979), o final do século XVI foi marcado por computacGes

numéricas de resultados, impulsionadas pelo desenvolvimento da astronomia e das navegacoes.

33 Pode ser considerado o fundador da escola inglesa de Matematica (BOYER, 1974).
34 Mais de um século se passou até que o sinal triunfasse sobre outras notages (BOYER, 1974).
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A busca por métodos mais simples para facilitar contas de multiplicag&o e divisdo, muitas vezes
envolvendo muitas casas decimais, levou a criacdo dos logaritmos pelo escocés John Napier
(1550-1617), que os apresenta em seu Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio. O trabalho
foi publicado em 1614, sendo um dos primeiros de grande relevancia do século XVII. O proprio
Napier conta que passou vinte anos isolado em um castelo préximo a Edimburgo para criar o
sistema, 0 que coloca a origem de seus estudos sobre o0 assunto em 1594 (BOYER, 1974). Nesse
primeiro trabalho publicado ele apresenta apenas uma introducdo e um guia para 0 uso das
tabelas logaritmicas. Ja em Mirifici Logarithmorum Canonis Construction, publicado
postumamente em 1619, mostra 0 método de construgdo que usou nas tabelas.

Boyer (1974) afirma que poucas descobertas tornaram-se populares tdo rapidamente
guanto os logaritmos, o que proporcionou contribuicGes por parte de outros matematicos. O
inglés Henry Briggs (1561-1630), que chegou a se encontrar e discutir possiveis mudangas nas
tabelas com Napier em 1615, foi um deles. Briggs publicou, respectivamente em 1617 e 1624,
Logarithmorum Chilias Prima e Arithmetica Logarithmica, ampliando as tabelas para outras
bases. John Speidell (1600-1634) contribuiu com o calculo de logaritmos naturais de funcGes
trigonométricas em seu New Logarithmes de 1619. Sabe-se ainda que, na mesma época dos
estudos de Napier, o suico Jobst Birgi (1552-1632) desenvolveu independentemente muitos
conceitos semelhantes aos logaritmos, mas so veio a publica-los em 1620 (BOYER, 1974).

Mais especificamente na area do Calculo, as obras de Arquimedes ja estavam
disseminadas e compreendidas pelo final do século XVI, e “a fisica e a astronomia tinham
chegado a um ponto em que havia necessidade crescente de argumentos referentes a coisas
infinitamente grandes ou pequenas” (BOYER, 1974, p. 235). A época pedia entdo o
desenvolvimento de métodos mais simples para investigagdo de areas e volumes, sem o rigor
da dupla reducéo ao absurdo usada pelo grego (EDWARDS, 1979). Edwards (1979) afirma
também que o “horror do infinito” dos gregos segurou um maior avango de suas técnicas, mas
que as discussdes sobre medidas continuas e valores infinitamente grandes ou pequenos durante
a ldade Média contribuiu para que os matematicos do século XVII usassem as técnicas
infinitesimais, mesmo que ainda em um campo intuitivo e sem muito fundamento I6gico do
ponto de vista matematico. VVoltemo-nos agora, aproximadamente em ordem cronoldgica, aos
principais estudiosos que fizeram uso de tais técnicas e participaram do rapido avanco de ideias

do Célculo no século XVII.
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4.1.7 Johannes Kepler (1571-1630)

O alemao Kepler é mais famoso pelas suas trés leis de movimentos planetarios®, a saber
(EDWARDS, 1979):

(1) planetas tém uma Orbita eliptica com o Sol em um de seus focos;
(11) o segmento que liga um planeta ao sol gera &reas iguais em intervalos de tempo iguais;
(1) o quadrado do periodo orbital de quaisquer dois planetas € diretamente proporcional ao

cubo da metade do eixo maior de suas Orbitas.

Além dos estudos sobre astronomia, seus calculos de volumes para efeitos praticos
também necessitavam cada vez mais do uso de infinitos elementos infinitamente pequenos. Em
especial, buscando ajudar os comerciantes com medicdes mais precisas, Kepler usou as técnicas
para encontrar volumes de barris de vinho. Seu método consistia em imaginar um certo solido
como sendo composto de um infinito numero de partes infinitesimais de formato conveniente
para o problema em questdo. Por exemplo, considerou que a esfera era composta por infinitas
piramides de veértice no centro da esfera e altura igual ao seu raio. Considerando b4, by, ..., b,
as areas das bases de cada pirdmide, r suas alturas (raio da esfera) e sabendo que a soma das
bases de todas as pirdmides ¢ justamente a superficie esférica, tendo medida 4mr?, ele chegava

imediatamente ao volume V da esfera:

Kepler disse também que o volume V de um solido gerado pela revolucao de um circulo
de raio r ao redor de um eixo a uma certa distancia d de seu centro (torus) é igual ao produto da
area do circulo pela distdncia percorrida pelo seu centro, isto €, o comprimento da

circunferéncia gerada pelo seu movimento.

V =mr? - 2nd = 2n%r3d

3 A terceira delas foi descoberta a partir dos logaritmos de Napier (EDWARDS, 1979).
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Figura 19: circulo a ser rotacionado e eixo de rotacéo.

2ixo

Fonte: elaboragdo propria.

Kepler chegou a essa formula dividindo o s6lido formado em infinitas “fatias”, geradas
a partir da interseccdo do solido com planos que passam pelo eixo. Cada fatia tem o arco
“interior” t; menor que o arco “exterior” t,. Como sdo infinitas fatias, Kepler as considerou

cilindros de altura t = (t; + t;)/2.

Figura 20: vista superior do torus.

Fonte: Edwards (1979, p. 103).

Assim, o volume do solido é a soma dos volumes de todos os cilindros, com suas
respectivas alturas totalizando a circunferéncia determinada pelo movimento do centro do

circulo inicial. Sendo t,, t;, ..., t, a altura de cada fatia, segue-se imediatamente a formula:
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V = arit, + nrt, + - + nrét,
V=mr’(tg+tp ++ty)

V =nr? - 2nd = 2nrid

Estes dois ultimos resultados foram publicados em seu livro Stereometria doliorum de
1615, e as ideias nele contidas foram sistematicamente desenvolvidas por Cavalieri vinte anos
mais tarde (BOYER, 1974). Mais de noventa outros célculos de volumes de solidos de
revolugéo, exatos ou aproximados, estavam presentes em Stereometria. Kepler tinha absoluta
certeza de que os resultados poderiam ser demonstrados rigorosamente se necessario, o que o

deixava ainda mais a vontade para o uso livre dos infinitésimos (EDWARDS, 1979).
4.1.8 Bonaventura Cavalieri (1598-1647)

O italiano Galileu Galilei (1564-1642) fez uso dos infinitésimos no desenvolvimento
dos principios da cinemaética, seguindo a tendéncia de abandono das demonstracbes de
Arquimedes (BARON, 1985). Tais estudos foram publicados em seu As duas novas ciéncias®,
de 1638, onde apresentava uma discussdo sobre dindmica e resisténcia dos materiais e utilizava
representaces geométricas de velocidade semelhantes as de Oresme, sendo praticamente certo
que conhecia os estudos do francés (BOYER, 1974). Essa e outras obras de Galileu tinham
ligacdo maior com a Fisica, sendo a Matematica apenas uma ferramenta. Entretanto, ele
pretendia em algum momento escrever um tratado mais voltado a Matematica sobre as
guantidades infinitamente grandes ou pequenas, mas tal obra nunca foi encontrada e, caso tenha
existido, certamente seria mais filosofica que matematica (BOYER, 1974). Foi seu aluno e
associado Cavalieri que, encorajado por seu mestre e baseado na Stereometria de Kepler,
organizou as ideias sobre infinitésimos e as transformou em um conjunto poderoso de técnicas
de areas e volumes, publicando-o em sua Geometria indivisibilibus continuorum, de 1635, “um
dos livros mais influentes do inicio do periodo moderno” (BOYER, 1974).

Cavalieri tem como base as mesmas ideias que Kepler, Galileu e Oresme, dizendo que
uma area ou volume é formada por elementos infinitamente pequenos®. Entretanto, seu
pensamento tinha duas diferencas principais (EDWARDS, 1979): primeiro, Kepler estudava

area ou volume a partir de uma figura apenas, enquanto Cavalieri fazia uma correspondéncia

% Um resultado importante contido na obra é a analise de um lancamento de projétil em uma componente
horizontal uniforme e vertical uniformemente acelerada. Desconsiderando a resisténcia do ar, ele mostra que o
movimento descreve um parabola (BOYER, 1974).

37 Claro que isso é semelhantes ao pensamento por tras do método mecanico de Arquimedes, ainda desconhecido
na época (BOYER, 1974).
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entre duas figuras, sendo uma geralmente conhecida de inicio; segundo, Kepler imaginava uma
figura geométrica como sendo formada de infinitas figuras de mesma dimensdo, como no
exemplo das “fatias” que compdem o torus, enquanto Cavalieri pensava na figura formada por
infinitos elementos de uma dimensdo a menos. Assim, Cavalieri dizia que uma éarea é formada
por segmentos paralelos e equidistantes, e um volume por se¢des de planos, também paralelos
e equidistantes. Uma reta ou plano (regula) move-se paralelamente a si proprio a partir de uma
base da figura até a outra. As interse¢@es sdo os indivisiveis que constituem a figura (BARON,
1985).

Figura 21: formacg&o da area ou volume.

Fonte: Baron (1985, p. 12).

Seu método para areas e volumes, conhecido como Principio de Cavalieri, consistia em
comparar duas figuras ou sélidos comparando seu indivisiveis, e pode ser enunciado da seguinte
maneira (EDWARDS, 1979):

Se duas figuras planas tém alturas iguais, e se interse¢des geradas por retas paralelas as suas
bases e equidistantes delas estdo sempre em uma determinada razdo, entéo as area das figuras
também estdo nessa razao.

Se dois solidos tém alturas iguais, e se intersecdes geradas por planos paralelos as suas bases
e equidistantes delas estdo sempre em uma determinada razéo, entdo os volumes dos sélidos

também estdo nessa razao.

Por exemplo, para chegar a férmula do volume de um cone com altura h e base de raio
r, Cavalieri o comparou com uma piramide de mesma altura e base quadrada unitaria,
imaginando um secdo transversal em ambos os solidos a uma distancia arbitraria x de seus
vertices. Considere C o volume do cone e P o volume da piramide, sendo C, e P, as areas de

suas respecitavas seces (figura 22).
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Figura 22: comparacdo entre cone e piramide.

h YR %

Fonte: Edwards (1979, p. 105).

Sabemos que a razdo entre a rea da se¢do e a area da base, nos dois sélidos, € o quadrado

da razdo entre x e h:

R O R

Pelo Principio de Cavalieri, 0s volumes estardo na mesma razdo que as areas das sec¢oes.

1-1%h  h

Sabendo que o volume da piramide é P = T chega-se ao volume do cone:
C 2L ¢ 2. p nrih
—_= = = . =
p nr nr 3

Usando o pensamento de que uma figura ou solido é formada por infinitos indivisiveis
de uma dimensdo menor, Cavalieri também chegou a um teorema semelhante a um resultado
bem familiar atualmente. Imagine um quadrado ABCD de lado a, com sua diagonal AC o
dividindo em dois triangulos congruentes, AABC e AADC (figura 23). Pela visualizagao, sabe-
se que todos os segmentos de medida a somados levam a a?, e que todas as areas a* levam a
a®. Cavalieri buscava descobrir que fracdo desses resultados era a soma de todos os segmentos
do tipo x, ou de todas as areas x?, volumes x>, etc. Primeiro, a soma de todos os segmentos do

tipo x da figura formara o AABC, cuja area ¢ metade da area do quadrado. Entdo, podemos
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escrever em liguagem concisa o que Cavalieri escreveu em terminologia geométrica verbal mais

complicada:
Figura 23: quadrado e sua diagonal
D C
B
Z x = AABC
A
B
a Y=
X =—
2
A
X
A a B

Fonte: elaboragdo propria.

Repare como esse resultado de Cavalieri, intuitivo e nada rigoroso, é semelhante a uma
integral simples. Colocando o vértice A na origem de um plano cartesiano, a diagonal do

quadrado representara a funcao f(x) = x, e a area do AABC sera a integral de f(x) de 0 até a:

Figura 24: gréafico de f(x)=x.

f(x)

flx)=x

Fonte: elaboragdo propria.

Cavalieri achou resultados mais surpreendentes usando 0 mesmo tipo de raciocinio, que
pode ser chamado de soma de poténcias de segmentos. Imagine agora cada segmento do tipo x

sendo elevado ao quadrado. A soma de todas essas “segundas poténcias” dos segmentos
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formara uma piramide de vértice em A, tendo assim altura h = a, e base em BC de area 4, =

a? (figura 25). Assim, a soma de todas essas areas — os quadrados dos segmentos — formara o

volume V,, da piramide, que equivale a um terco do volume do cubo de lado a.

Figura 25: soma dos quadrados dos segmentos do tipo x.

1

1
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Fonte: elaboracédo propria.

Mas podemos ver a soma de todos os elementos do tipo x* também como a area abaixo

da parabola f(x) = x?, e novamente verificamos que o resultado é semelhante a uma integral:

Figura 26: grafico de f(x)=x?.

ﬂ /

A X B

Y

Fonte: Edwards (1979, p. 107).

Chegar a soma das terceiras poténcias de x exigiu de Cavalieri um processo mais

complicado ja que, pelo seu pensamento, tal soma levaria a um elemento de quatro dimensdes,
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0 que ndo poderia ser representado geometricamente. Baseando-se principalmente em
somatorios, ele conseguiu resultados que seguem o padrdo dos dois primeiros, como por

exemplo:

B
Yo =g
x° =—
4

A

Cavalieri também usou esse tipo de somatdrio nos dois primeiros resultados mostrados
anteriormente. Mas a possibilidade de enxerga-los geometricamente torna seu entendimento
mais facil pela representacéo. Ele prosseguiu com esse método até a nona poténcia, inferindo o

seguinte teorema:

a
B n+1

Z x" = similiar ao atual Jx”dx =
n+1

n+1

n+1
0

Embora os resultados sejam corretos, paradoxos foram propostos pelos contemporaneos
de Cavalieri a partir de seus métodos e conceitos (BARON, 1985). De qualquer maneira,
Edwards (1979) considera essa generalizacdo um grande passo em direcdo aos métodos
algoritmicos do Calculo. Boyer (1974) afirma que esse foi de longe o teorema mais importante
da obra de Cavalieri.

Assim como Cavalieri, Evangelista Torricelli (1608-1647) também era discipulo de
Galileu, mas veio a falecer prematuramente. Caso vivesse por mais tempo, a Italia poderia
continuar na lideranca do desenvolvimento de maiores fundagcGes de técnicas infinitesimais
abordadas por Cavalieri (BOYER, 1974). Mas, com a morte de ambos em 1647, o centro
matematico europeu acabou sendo apenas a Franca por um tempo, que tinha em Descartes e
Fermat duas das principais figuras do segundo terco do século XVII (BOYER, 1974).

4.1.9 A Geometria Analitica

O principal tratado de René Descartes (1596-1650) foi o Discurso sobre o método, de
1637, que na verdade tinha um viés mais filosofico que matematico. Entretanto, em um de seus
trés apéndices, Descartes apresentava La Geometrie, um dos trabalhos que estabeleceram as
fundacdes para a Geometria Analitica, passo final necessario na preparacdo para um avango
ainda maior das técnicas infinitesimais (EDWARDS, 1979). Um aspecto de grande importancia
de La Geometrie é 0 uso quase pleno de notacao algébrica como a atual, com a pequena excecao

de um simbolo diferente para a igualdade. O uso de simbologia vinha crescendo na Renascenca,
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e alcangou maturagdo com o trabalho de Descartes. Ele padronizou a notagdo exponencial e
iniciou a pratica comum de usar letras do comeco do alfabeto para parametros e do final para
variaveis (EDWARDS, 1979). Pode-se dizer que esse ¢ “o texto matematico mais antigo que
um estudante de hoje possa seguir sem encontrar dificuldades com a nota¢do” (BOYER, 1974,
p. 247-248). No mesmo ano, Pierre de Fermat (1601-1665) enviou para algumas pessoas
proximas seu Introduction to Plane and Solid Loci, que também continha bases da Geometria
Analitica e era até mais sistematico e parecido com a Geometria Analitica atual que La
Geometrie. Esse trabalho, entretanto, sé foi publicado em 1679, o que explica o porqué de
usarmos as expressoes Plano Cartesiano e Geometria Cartesiana atualmente (EDWARDS,
1979).

O objetivo de Descartes era transformar um problema geométrico em um problema
algébrico, simplifica-lo o méaximo possivel, e depois voltar a Geometria para resolvé-lo
(BOYER, 1974). Ele pensava nos pardmetros e incognitas ndo como numeros, mas como
segmentos, inclusive para aqueles do tipo x2 ou x2 por exemplo, mantendo a interpretacao
geométrica mas rompendo com a antiga tradicdo grega de pensar neles como areas ou volumes
(BOYER, 1974). Fermat seguia a mesma linha de raciocinio, e afirmava que quando temos a
uma equacdo de duas quantidades desconhecidas, nds temos uma espécie de lugar geométrico
(EDWARDS, 1979). Uma das quantidades deve ser representada por um segmento sobre um
eixo horizontal, e a segunda por outro segmento no final do primeiro e perpendicular a este
(figura 27)%. O conjunto das extremidades superiores dos segmentos verticais fomardo a curva

correspondente aquela equacao.

Figura 27: representacdo de Descartes e Fermat.

Jx, =0
;—/

e
0 X
Fonte: Edwards (1979, p. 96).

%8 Apesar da semelhanga, ndo ha evidéncias de influéncia da representagio de Oresme (BOYER, 1974).
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Descartes, como dito, comegava por uma curva geometrica e tentava traduzi-la para
meios algébricos. Fermat seguia o caminho contrario, partindo em geral de uma equacéo
algébrica e tirando dela propriedades de sua curva correspondente (EDWARDS, 1979). Assim,
os trabalhos dos dois se complementavam e davam um novo campo para 0 uso das técnicas
infinitesimais. Os dois, mas em especial Fermat, focaram seus trabalhos nas equacbes que
descreviam as secdes conicas, mas a partir de entdo qualquer nova curva poderia ser
introduzida, bastando apenas uma nova equacgdo. Por ultimo, outro aspecto importante para
ambos era o tratamento dos valores desconhecidos como variaveis, algo também indispensavel

para o Célculo.
4.1.10 Descartes e seu método de tangentes

O passo inicial da Geometria Analitica ndo foi o Unico tdépico matematico trabalhado
por Descartes. Ele também criou um método para encontrar a reta normal e, com ela, a reta
tangente a algumas curvas simples, como polinomiais, em um ponto qualquer. Reta normal é
aquela perpendicular a reta tangente no ponto em questao.

Segundo Suzuki (2005), o método pode ser explicado da seguinte maneira: suponha que
queremos encontrar a circunferéncia tangente a uma curva em um certo ponto P. Considere
uma cinrcunferéncia qualquer com centro C no eixo de coordenadas (abscissas, Unico eixo
usado por Descartes) e passando por P. Essa circunferéncia certamente passara também por
outro ponto Q da curva e, nesse caso, ela ndo sera tangente a curva em P (figura 28). Por outro
lado, se P for o Unico ponto de contato, a circunferéncia obviamente sera tangente a curva. O
objetivo entdo é encontrar 0 ponto C no eixo de modo que circunferéncia de centro em C e raio

CP tenha apenas P como ponto comum com a curva.

Figura 28: interseccfesem P e Q .

=

Fonte: elaboragdo propria.
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Se a curva e a circunferéncia possuirem duas intersecgdes, como na figura acima, as
abscissas dos pontos podem ser encontradas por um sistema de equagfes formado por suas
respectivas expressdes algebricas, que tera duas solucbes distintas. Entdo, para que os objetos
tenham apenas um ponto em comum e, assim, sejam tangentes, o sistema deve ter duas solucoes
iguais, isto €, uma raiz dupla correspondente a abscissa do ponto de tangéncia.

Suzuki (2005) traz um exemplo para mostrar, na pratica, a aplicacdo do raciocinio.
Considere a curva y = v/x e um de seus pontos P (a?, a). Considere também uma circunferéncia
de raio r passando por P e com centro C(h,0). Queremos encontrar h de modo que a

circunferéncia tangencie a curva em P. A equacdo da circunferéncia sera entdo:
(x—h)?+y?’=1r? © y>+x?>—-2hx+h*>—-1r?2=0

Assim, os pontos de interseccdo da curva com a circunferéncia sdo as solugfes do

seguinte sistema:

24 x2 —2hx+h: =72 =0
{y x x 4 = Por substituicio: x?>+ (1 —2h)x+h?—r2=0

y =x

Sendo uma equacdo do segundo grau, a principio teriamos duas solugdes, que
representariam as abscissas dos dois pontos de intersecgdo. Mas queremos que as duas raizes
sejam iguais para que a interseccdo seja unica. Por hipotese, a interseccao que queremos € o
ponto P, cuja abscissa a® deve ser entdo a raiz dupla da equacéo. Para isso, a fatoragdo da
equacéo deve ser igual a (x — a®)? (repare que o coeficiente do termo de maior grau é igual a

1), e Descartes entdo impde essa condigdo por meio da igualdade:

x2 4+ (1—2h)x +h* —r? = (x — a®)?
x>+ (1 —-2h)x + h?> —r? = x? — 2a%x + a*

Comparando os coeficientes de termos de mesmo grau, temos:

1

1-2h=-2a% > h=a2+5
Assim, a circunferéncia de centro C(a? + 1/2,0) sera tangente ao grafico de y = vx
em um ponto qualquer P(a?, a). Pela geometria euclidiana, sabe-se que a reta tangente a uma
circunferéncia em um determinado ponto P €é perpendicular ao raio que tem P como

extremidade. A inclinacdo da reta suporte desse raio pode ser facilmente encontrada, e nesse
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caso é igual a —2a. A reta tangente a circunferéncia em P também sera tangente a curva e, pela
perpendicularidade, sua inclinagcdo serd o oposto do inverso, isto é, 1/2a. Por exemplo, a
circunferéncia centrada no eixo e tangente a y = v/x em P(4,2) tem centro C(4,5; 0), a reta
normal em P tem como equagdo y = —4x + 18 e a reta tangente a curva em P tem como

equacio y = f + 1 (figura 29).

Figura 29: exemplo com o ponto P(4, 2) .
!

Fonte: elaboracéo propria.

O método é muito eficaz quando chegamos a uma equagdo quadratica, como no
exemplo. Para curvas de fun¢bes mais rebuscadas, que geravam equac@es de grau maior do que
dois, o trabalho manual era muito grande, e por isso 0 método acabou sendo usado apenas para
curvas mais simples. Aproximadamente um ano depois de publicar esse método em La
Geometrie, Descartes conseguiu simplifica-lo, substituindo a equagdo da circunferéncia
diretamente pela equacao da reta tangente. O restante do raciocinio era basicamente 0 mesmo,
com a solucéo do sistema formado pelas equacGes da reta e da curva tendo que possuir uma raiz
dupla (SUZUKI, 2005).

Fermat também desenvolveu um método para encontrar tangentes a curvas, chegando a
ser desafiado por Descartes em alguns problemas do tipo e obtendo sucesso na resolugéo ao
utilizar seu préprio raciocinio (SUZUKI, 2005). Na realidade, como veremos a seguir, 0 metodo
de Fermat contém aspectos infinitesimais e se aproxima mais do que fazemos hoje. Entretanto,
0 método de Descartes teve mais influéncia imediata no desenvolvimento do Calculo
(EDWARDS, 1979).
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4.1.11 Fermat e seu método de maximos e minimos

Além de participar, junto com Descartes, da criacdo das bases da Geometria Analitica,
Fermat criou um engenhoso método que o permitia encontrar pontos em que uma funcéo
polinomial do tipo y = f(x) assume valores maximos ou minimos, e também achar a tangente
em algum ponto da curva. Veremos que a esséncia é a mesma do processo que chamamos hoje
de diferenciacdo. O método consistia em comparar o valor da fun¢do em um certo ponto com o
seu valor em um ponto vizinho bem préximo. Em geral esses valores diferem bastante mas, de
uma maneira intuitiva e visual, se estamos proximo de um méaximo ou minimo da funcdo, essa
diferenca tende a ser menor, como mostra o exemplo de f(x) = x° — x* + 3x3 — x — 1 (figura

30). Fermat, como Descartes, considerava apenas abscissas ndo-negativas (BOYER, 1974).

Figura 30: valores da fungdo se aproximam quando perto de pontos minimos/maximos.

f(x)
f(x)

f(x+E)

f(x)

f(x+E) {
f(x) 1

Fonte:elaboracao propria.

Como na figura anterior, podemos chamar de E o intervalo de uma abscissa a outra,
tendo assim x e x + E e suas respectivas ordenadas f(x) e f(x + E). Fermat entdo igualava
esses dois valores da funcdo percebendo que, mesmo ndo sendo de fato iguais, eram muito
préximos quando se trata de méximo ou minimos, e se tornavam cada vez mais proximos

guando imaginamos valores menores para E.

fO+E)~ f(x)
fx+E)—f(x)~0

Sendo f'(x) um polindmio, todas as parcelas da expansdo de f(x + E) — f(x) que nao
possuem fator E se anulardo, e portanto o resultado dessa diferenca seré divisivel por E. Ap6s

dividir ambos os membros por E, Fermat fazia E = 0 e descartava qualquer parcela restante
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que possuisse esse fator. Depois, bastava resolver a equacdo em x para encontrar as abscissas

dos pontos maximo ou minimos.

fa+E) = fG)

0
E

Perceba que esse é praticamente 0 método atual para investigar maximos € minimos de
uma funcdo: o primeiro membro é justamente a derivada de f(x), diferindo apenas por
pensarmos no limite quando E — 0, e ndo o igualando exatamente a 0 como Fermat fazia, e por
usarmos h ou Ax para o intervalo. Igualamos a derivada a O para achar possiveis abscissas dos
méaximos ou minimos da funcdo. O método é conhecido como pseudo-igualdades, pois Fermat
partia de uma igualdade aproximada que chegava mais perto de ser verdadeira a medida que
pensava-se em intervalos E menores.

Edwards (1979) traz um exemplo de aplicacdo do método: tendo um segmento de
comprimento b, queremos saber como dividi-lo em dois segmentos de comprimento x e b — x
de modo que seu produto x - (b — x) = —x? + xb seja maximo, isto é, encontrar o retangulo
de perimetro 2b que tenha area maxima. Primeiro, Fermat calcula a expressdo anterior para o
valor x + E e, pensando em um valor vizinho bem préximo, o considera aproximadamente

igual ao valor para x e escreve sua pseudo-igualdade.

—(x+E)¥+(x+E))b=—x%?—2xE —E? + bx + bE
—x?—2xE —E*+bx + bE ~ — x*> + xb
—2xE —E?+bE ~0

Aqui, Fermat divide tudo por E e depois, fazendo E = 0, descarta as parcelas que ainda

tém esse fator. Assim, sua pseudo-igualdade se tornava uma igualdade verdadeira.

—2x—E+b~0

2x =

X =

N| T o

Vale ressaltar que Fermat ndo usava a notacdo algébrica praticamente igual a de hoje
como Descartes, pois seguia a algebra de Viete. Utilizava, por exemplo, A no lugar de x
(EDWARDS, 1979).

Outra aplicacdo para o seu método de valores vizinhos e pseudo-igualdades foi em
problemas de retas tangentes a curvas (EDWARDS, 1979). A partir da semelhanca de
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triangulos da figura abaixo, podemos escrever a seguinte proporcao e, pensando em um valor

bem pequeno para e, fazer k ~ f(x + e).

Figura 31: formacdo de triangulos semelhantes.

s+e_L
s f()
s+e~f(x+e)
s f(x)
e f(x)

ST fate -0

5

Fonte: Edwards (1979, p. 125).

Pelo mesmo raciocinio anterior, todas as parcelas restantes de f(x + e) — f(x) terdo
fator e. Logo o segundo membro podera ser simplificado e, depois, faz-se e = 0. Assim, 0
denomidador correspondera nada mais nada menos a derivada de f(x). Podemos substitui-lo

pela notagéo atual para simplificar a expresséo.

f@

[FGc+e)—F(l/e
_f®
f)

~

Como a expressdo encontrada nos da s, poderemos achar a inclinagdo f(x)/s da reta

tangente. Usando f(x) = x* como exemplo:

s+e (x+e)2=> e-x? e x* x>
~ SN — =
s x? x2+2xe+e*—x*> 2xe+e? 2x+e
2 2
x° x f(x) «x
e=O > S =—=— ,x =—=—=2x
2x 2 f'(x) s x/2

Antes de seus resultados ligados ao Céalculo Diferencial, Fermat também estudou areas
abaixo de curvas do tipo y = x™ e chegou, em algum momento pouco depois de 1629, ao
mesmo resultado de Cavalieri. Segundo Boyer (1979), seus resultados nessa questédo acabaram

sendo mais abrangentes por servirem para qualquer m positivo inteiro, enquanto Cavalieri
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apenas conjecturou isso a partir de seus resultados individuais para m de 1 a 9, resolvendo caso
a caso. Fermat ndo era matematico profissional e infelizmente ndo publicou muitos de seus
resultados, que ficaram conhecidos em seu pais e na Italia principalmente por meio de Marin
Mersenne (1588-1648), também francés. Por correspondéncia ou por publica¢Bes proprias,
Mersenne costumava levar novas descobertas a diversos paises, ajudando na divulgacao e
desenvolvimento da ciéncia (BOYER, 1974). A questdo de expoentes fracionarios e negativos
foi primeiramente atacada de maneira mais sistematica por John Wallis (1616-1703)
(EDWARDS, 1979). Mais tarde, provavelmente depois de estudar 0s maximos, minimos e
tangentes, Fermat viu que seu teorema também servia para esses casos (exceto m = —1),
expandindo ainda mais seus resultados.

O caso m = —1 foi resolvido por Gregorio de St. Vincent (1584-1667), antes mesmo
de Fermat estudar tangentes e areas, sendo porém publicado somente em 1647. Considerando
a hipérbole y = 1/x, Grego6rio mostrou que, marcando abscissas com intervalos que crescem
geometricamente, as somas das areas abaixo da curva entre essas abscissas cresciam

aritmeticamente. 1sso o permitiu chegar a um resultado equivalente a:
b
fx"ldx =Inb—1Ina
a

Por ter estudado tanto tangentes quanto quadraturas, € improvavel que Fermat tenha
deixado de perceber a relagéo inversa desses problemas. Mas, se de fato percebeu, certamente
ndo viu muita importancia ou aplicacdo. Segundo Boyer (1974), a integracao de fungdes do tipo
y = x™, as Unicas que Fermat considerou, eram bem simples para ele e ndo exigiam tanto a
descoberta do que hoje chamamos de Teorema Fundamental do Célculo. O resultado talvez Ihe
tivesse ocorrido caso se aprofundasse mais nessa oposic¢ao dos problemas.

Aspectos do Calculo Infinitesimal foram apenas alguns dos estudos de Fermat, que
também se ocupou muito com a aritmética, sendo “o fundador da moderna teoria dos nimeros”
(BOYER, 1974, p. 258). Alcancou importantes provas, como a de que nenhum cubo é a soma
de dois outros cubos. Deixou ainda para os séculos seguintes a busca pela demonstracao de sua
afirmacdo: para n inteiro maior que dois, ndo existem inteiros positivos x, y e z tais que x™ +
y™ = z". A busca pela solu¢édo do problema, que ficou conhecido como o Ultimo teorema de
Fermat, trouxe diversos avangos para a Matemaética. O teorema foi finalmente demonstrado

pelo britanico Andrew Wiles em 1994, mais de trés seculos e meio depois de ser conjecturado.
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4.1.12 Outros contemporaneos notaveis

Varios outros matematicos desenvolveram trabalhos de destaque no século XVII. O
francés Gilles Roberval (1602-1675) foi um deles, e teve em comum com seu amigo Fermat o
fato de pouco ter publicado. Roberval foi matematico profissional em uma universidade de
1634 até sua morte em 1675, posicdo conquistada por meio de concurso de desafios
matematicos que acontecia a cada trés anos. Por isso ndo tornava publicas muitas de suas
descobertas, que acabaram conhecidas por outros estudiosos também pelas viagens e
correspondéncias de Mersenne (BOYER, 1974). Roberval fez uso de método semelhante ao de
Cavalieri, conseguindo resultados importantes. Ele justificou o uso dos indivisiveis dizendo
que, quando afirmamos que uma infinidade de pontos formam uma reta, na verdade estamos
pensando em uma infinidade de segmentos muito pequenos, tdo pequenos que consideramos
um ponto. Usou 0 mesmo tipo de argumento para planos e sélidos (BARON, 1985).

Roberval estudou principalmente a cicldide, curva obtida a partir do movimento de um
ponto fixo de uma circunferéncia enquanto esta rola, sem deslizar, sobre um eixo horizontal
(BARON, 1985). Ele p6de calcular a area abaixo de um arco da curva, o volume gerado quando
esta area gira em torno do eixo base, e também descobriu como tragar a tangente a curva em
um ponto qualquer. “Havia uma notavel unidade nos interesses matematicos da época entre
1630 e 1650, em parte atribuivel a intercomunicacao através de Mersenne” (BOYER, 1974), e
0s mesmos resultados acabaram sendo obtidos um pouco depois por Torricelli, que chegou a
publica-los. Isso gerou uma certa disputa pela prioridade das descobertas, mas sabe-se que 0s
dois alcangaram seus resultados independentemente (BOYER, 1974).

Torricelli era amigo e discipulo de Cavalieri e Galileu, e pdde conhecer as obras
francesas de Fermat, Descartes e Roberval por meio de Mersenne. Logo dominou 0s novos
conhecimentos e expandiu os indivisiveis de Cavalieri em seu Opera Geometrica, de 1644,
seguindo a linha geométrica por toda a obra. Em um dos problemas que resolveu, pdde esbocar
o0 que certamente foi a primeira curva logaritmica e descobrir areas e volumes a ela relacionadas
(BOYER, 1974). Um de seus resultados preferidos foi a prova de que uma &rea infinita pode
gerar um volume finito. Por vezes, Torricelli também se voltava para o lado da Fisica (muito
por conta da influéncia de Galileu) e, enquanto estudava lancamento de projéteis e trajetorias
parabdlicas, transitava entre equacdes de distancia e velocidade em funcdo do tempo, 0 que 0
permitiu perceber o carater inverso dos problemas de quadratura e tangentes. Por isso, Boyer
(1974) afirma que ele poderia ter dado maiores contribui¢cdes ao Célculo caso tivesse vivido

mais.
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Outro francés de destaque foi Blaise Pascal (1623-1662). Seguindo a linha de seu mestre
e compatriota Girard Desargues (1591-1661), Pascal a principio se interessou por estudos
relacionados a geometria projetiva, sendo um dos poucos da época a explorar outras areas além
da Geometria Analitica e do Célculo Infinitesimal. Também se aprofundou na probabilidade e
ligou esse estudo ao tridangulo numérico®® que desde entdo leva o seu nome. Como afirma Boyer
(1974), Pascal variava seus estudos com certa frequéncia, desenvolvendo também trabalhos
sobre hidrostatica e até mesmo construindo uma méaquina de calcular.

Pascal também obteve progressos mais relacionados ao Calculo. Um problema de teoria
dos nimeros famoso na época era a busca por uma férmula para a soma de poténcias dos n
primeiros inteiros consecutivos. Pascal chegou a uma formula e, a partir dela, pode derivar
facilmente a mesma integral bésica que outros contemporaneos conseguiram (BOYER, 1974).
Ele também chegou a resultados relacionados a cicléide, curva ja bem conhecida de Roberval
e Torricelli. Sua principal obra na area do Célculo foi a intitulada Tratado sobre as ordenadas
de um quarto de circulo, de 1658, em que Pascal chegou tdo proximo ao Teorema Fundamental
do Calculo que Leibniz mais tarde viria a afirmar que obteve inspiragdo para o desenvolvimento
do Calculo ao ler uma proposicdo do trabalho®. Assim como Torricelli, caso ndo viesse a
falecer prematuramente, ou caso tivesse maior dedicacdo a Matematica, Pascal poderia ter dado
mais contribui¢des originais (BOYER, 1974). Sua morte, juntamente com a de Fermat, na
década de 1660, marca o fim de um periodo glorioso da Matematica francesa. O ultimo
matematico de importancia no pais nessa época foi Philippe de Lahire (1640-1718), pioneiro
no estudo da Geometria Analitica no espaco (BOYER, 1974).

Estudos que hoje fazem parte do Calculo eram realmente a moda do século XVII, se
espalhando por diversos outros paises da Europa. Na Holanda, Johann Hudde (1629-1704) deu
importante contribuicdo ao descobrir duas regras familiares atualmente (BOYER, 1974):
primeiro, se a é uma raiz dupla de uma fungdo polinomial f(x), entdo a também é raiz de
f'(x); e, se em x = a afuncdo assume um valor maximo ou minimo, entdo f'(a) = 0. As duas
regras representam uma maior generalizacdo para o estudo de tangentes, pelo menos no caso
de polindmios, ndo sendo mais necessario um processo completo para cada caso, além de talvez
terem sido os primeiros métodos totalmente algoritmicos que caracterizam o Calculo
(EDWARDS, 1979).

39 O tridngulo ja era conhecido ha mais de 600 anos (BOYER, 1974).
40 A proposico € abordada mais adiante, na se¢do sobre Leibniz.
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A onda eventualmente alcancou o Reino Unido — em especial pelos trabalhos de
Torricelli (BARON, 1985) — que passou a ter protagonismo no estudo das técnicas
infinitesimais e logo forneceria um dos pais do Céalculo. Antes disso, John Wallis publicou em
1655 sua obra Arithmetica Infinitorum, onde apresentava suas investigac@es aritméticas acerca
das técnicas de Cavalieri e Torricelli, livre do modelo geométrico (BARON, 1985). A partir da
“geometria dos indivisiveis” dos italianos, Wallis desenvolveu uma “aritmética dos
indivisiveis” e conseguiu chegar a resultados equivalentes (GUICCIARDINI, 2009). O trabalho
foi de grande importancia por aproximar indivisiveis de valores numéricos e por influenciar
Newton no inicio dos seus estudos, j& que Arithmetica foi um de seus pontos de partida
(BARON, 1985). Wallis foi o primeiro a utilizar o agora famoso simbolo que representa o
infinito, além de ter contribuido na difusdo e popularizacdo da Geometria Analitica no Reino
Unido (BOYER, 1974).

Wallis também foi responsavel pela publicacdo de uma obra em 1659 que continha a
retificacdo de um arco, feita por William Neil (1637-1670). Sabe-se também que a primeira
retificacdo a ser publicada foi na verdade de Heirich van Heuraet (1633-1660), mas Neil a
descobriu antes. Ainda, um pouco depois Fermat também chegou independentemente ao
mesmo resultado, “constituindo outro caso notdvel de simultaneidade de descoberta” (BOYER,
1974, p. 277).

O escocés James Gregory (1638-1675) também deu importantes contribui¢fes ao
Célculo antes de Newton e Leibniz. Depois de visitar a Italia e ter contato com sucessores de
Torricelli, Gregory obteve resultados muito significativos em séries de poténcias e processos
infinitos em geral, sem abandonar a geometria (BARON, 1985) mas também seguindo a linha
de tratamento aritmético de Wallis e adotando os métodos analiticos de Descartes (BOYER,
1959). Como afirmado por Boyer (1974), pelo fim de 1668, Gregory ja conhecia e dominava
muitos elementos fundamentais que permitiriam a passagem de todas as técnicas infinitesimais
desenvolvidas para os processos gerais e algoritmicos do Célculo, incluindo a oposicdo das
questdes de quadraturas e tangentes. E certo que ele conhecia essa relagio inversa, chegando a
passar diretamente da quadratura de uma curva a tangente de outra na proposicdo VI de sua
obra Geometriae pars universalis, de 1668 (BARON, 1985). Tal proposicdo é considerada a
primeira afirmacdo clara publicada correspondente ao Teorema Fundamental do Célculo, mas
“se Gregory o considerou como “fundamental” ¢ uma outra questao!” (BARON, 1985, p. 44).
Geometriae foi a primeira obra a reunir de maneira sistematica todas as operages relacionadas

a arcos, tangentes, areas e volumes conhecidas até entdo (BARON, 1985).
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Essa combinacdo de métodos aritméticos e analiticos de Fermat, Wallis e Gregory,
juntamente com sua insercdo na geometria, era a tendéncia que por fim levaria ao Calculo de
fato. Entretanto, alguns de seus contemporaneos davam énfase a linguagem geométrica, em

especial Isaac Barrow.
4.1.13 lIsaac Barrow (1630-1677)

Barrow era um grande seguidor da Matematica praticada na Grécia antiga, dando
sempre preferéncia a geometria para expressar seus resultados e fazendo pouco uso da algebra
que se desenvolveu no século XVII. Usando a visdo Euclidiana de que os nimeros ndo tém
sentido se dissociados de quantidades geométricas continuas, ele afirmava que a aritmética
deveria ser incluida na geometria enquanto a algebra deveria fazer parte do estudo da logica
(BOYER, 1959). Em apenas uma secéo de sua principal obra, Lectiones geometricae*! de 1670,
ele faz uso de métodos analiticos, em que desenvolve um método de tangentes muito
semelhante ao de Fermat*? — a principal diferenca era o uso de duas quantidades pequenas
distintas, equivalentes aos modernos Ax e Ay, em vez do E do francés (BOYER, 1974).

Assim como Torricelli, Barrow aplicou conceitos de tempo e movimento ao estudo de
curvas e também pdde perceber a relagdo inversa entre quadraturas e tangentes (EDWARDS,
1979). E verdade que nenhum dos dois conseguiu explorar a relacio de modo a torna-la prética
para efeitos computacionais e para resolucdo de problemas de areas — Barrow teve como
obstaculo o fato de expor seus estudos, incluindo inimeros teoremas sobre quadraturas e
tangentes, de uma maneira geomeétrica e estatica, mais proxima dos gregos da antiguidade que
das técnicas infinitesimais e analiticas que emergiram no século XVII — mas Barrow foi além
do italiano nessa questdo. Na proposicdo 11 da licdo X de Lectiones geometricae, ele exprime
a relacdo em forma de teorema e apresenta uma demonstracdo. Tal proposicdo pode ser
considerada uma versdo inicial e geométrica do Teorema Fundamental do Célculo, sendo a
primeira* prova da relacdo entre os dois tipos de problema e o reconhecimento mais claro de

seu significado até entdo (BOYER, 1959). Enunciemos a seguir a proposi¢do de Barrow:

41 Segundo Fernandez e Rodriguez (2015), Lectiones Geometricae foi o primeiro livro de Calculo a ser escrito.

42 Aparentemente Barrow ndo teve contato com a obra de Fermat diretamente, mas pode té-la conhecido por meio
de outros (BOYER, 1974).

43 Nauenberg (2014) diz que Gregory publicou, em 1668, uma prova geométrica sobre a relacio de tangentes e
quadraturas similar a de Barrow, mas que o manuscrito do inglés para Lectiones Geometricae ja estava
virtualmente pronto e no processo de publicacdo antes da obra de Gregory.



83

Figura 32: desenho original de Barrow.

!.'. l' Seja ZGE uma curva qualquer de eixo AD, com

K' as ordenadas AZ, PG, DE crescendo
continuamente a partir da ordenada inicial AZ;
seja também AIF uma curva que, se qualquer
linha reta EDF for tracada perpendicularmente

a AD, cortando as curvasem E e F e AD em D,

— .

4
/ K o0 retangulo contido por DF e um comprimento
'
T D P dado R é igual ao espaco ADEZ; esteja % =2

DT’

Entdo a reta TF tocard a curva AlF.

A
Z

p

G i

\E (NAUENBERG, 2014, p. 341, traducdo do
\JS autor).

Fonte: Nauenberg (2014, p. 6).

Primeiramente, vale explicar que Barrow ndo considerava coordenadas negativas. O
eixo principal AD, que seria 0 equivalente ao atual eixo das abscissas, tem apenas sentido
positivo, assim como as ordenadas das duas curvas. Ele estabelece que, a partir de A, tanto as
ordenadas abaixo do eixo quanto as que estdo acima dele tem valores positivos, fazendo isso
pela sua necessidade de tracar as duas curvas a partir do mesmo eixo horizontal (FERNANDEZ;
RODRIGUEZ, 2015). A curva original ZGE determina uma area* limitada por ela mesma, pela
ordenada inicial AZ, pelo eixo AD, e por uma outra ordenada qualquer, que no desenho é
representada por DE. Barrow entdo define a segunda curva AlIF: quando ZGE “caminha” até
uma determinada abscissa, por exemplo D, o produto da ordenada correspondente a mesma
abscissa em AlF, no caso DF, pelo comprimento dado R, ¢ igual a area “varrida” por ZGE até
D. Em linguagem atual, sendo ZGE a curva de uma fungdo z = f(x) e AlF a curva de uma

funcdo y = F(x), temos:

t
R-yzfz-dx
0

Em outras palavras, a area ADEZ é igual ao produto R - DF. Barrow introduz essa

constante R pois, seguindo a linha dos gregos, ndo representa um valor de &rea por um

44 Barrow usava a palavra “espago” para area (NAUENBERG, 2014).
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segmento, sendo entdo necessaria outra medida linear para que assim o produto tenha de fato
duas dimensdes (NAUENBERG, 2014). Mas podemos considerar sua medida unitaria, assim a
curva AIF seré a funcdo area de ZGE, com o valor numerico de cada uma de suas ordenadas
sendo exatamente a area de ZGE até a abscissa correspondente, e R servindo realmente apenas
para termos uma unidade de medida quadrada. Ainda, ao dizer que “TF tocara a curva AIF”,
Barrow esté afirmando que TF seré tangente a AIF em F.

Alguns pontos e segmentos contidos no desenho ndo aparecem na proposi¢ao, mas estao
la porque sdo necessarios na demonstracdo. “Pedindo permissdo” a Barrow para refazer seu
desenho, podemos deixar apenas o que é de fato usado na proposicdo, de modo a facilitar o

entendimento da ideia por ela trazida. Prosseguiremos com a demonstracao depois.

Figura 33: curvas, retas e pontos usados no enunciado do teorema.

Fonte: adaptado de NAUENBERG (2014).

A proposi¢do mostra que Barrow sabe que, para tragar uma reta tangente a curva AIF,
ele pode usar uma outra curva da qual AIF ¢ a funcdo area, ou seja, sua funcao derivada, que
no caso é ZGE. Querendo tracar a tangente por F, cuja abscissa € D, Barrow usa a ordenada
correspondente a mesma abscissaem ZGE, DE, para encontrar o ponto T, definido como aquele
em que a seguinte proporcao sera satisfeita (FERNANDEZ; RODRIGUEZ, 2015):

DE R % DF DF

—_—=— & = — & = —:
DF DT R DT DE DT k
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Acontece que DF /DT*> nada mais é que a taxa de variacdo da reta tangente a AIF em
F, pois equivale a Ay/Ax, e assim também representa a taxa de variacdo da curva no instante
D, equivalente a dy/dx. Ou seja, T deve ser o ponto que torna a inclinagcdo da tangente em F
igual @ DE, ordenada de ZGE na mesma abscissa de F. Ele reconhece claramente que, sendo
AIF a funcéo area de ZGE e, assim, ZGE a funcdo derivada de AIF, ZGE informa o valor da
taxa de variagdo de AIF em cada abscissa. Usando novamente a linguagem atual e adotando a
mesma notacdo definida anteriormente, temos que DE = z e DF = y, e a proposicao é assim
equivalente a (BARON, 1985):

t

R —f d :>Rdy—
y=|z-dx I =2
0

Em termos atuais, o teorema de Barrow mostra que se integrarmos a funcao inicial f(x)
(curva ZGE) e, depois, derivarmos o resultado F(x) (curva AIF), voltamos a f(x). Isto €, a
integracdo e a derivacdo sdo operacOes opostas, pois uma desfaz a outra. Entende-se entdo
porque a proposicdo é considerada uma versdo preliminar geométrica do TFC: ela diz
implicitamente a mesma coisa que a primeira parte do teorema como conhecemos hoje em dia.

Nauenberg (2014) especula como Barrow pode ter chegado até a proporcdo que
determina T, dizendo que o inglés provavelmente usou o argumento, originalmente de Fermat,
de que a medida que os pontos I e F se aproximam, ILF se aproxima de um triangulo e cada

vez mais se assemelha ao ATDF, e entdo:

DT IL

or~f D

Pela figura original (figura 32), FL = DF — IP. Pela defini¢do da curva AIF, DF.R =
area(ADEZ) e IP.R = area(APGZ), e assim:

area(ADEZ) area(APGZ) B area(PDEG)

FL=DF —IP =
R R R

Mas, a medida que I se aproxima de F, area(PDEG) se aproxima de PD - DE, e como
PD = IL, temos:

45 0 segmento DT é conhecido historicamente como subtangente (FERNANDEZ; RODRIGUEZ, 2015).
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L_area(PDEG) PD-DE _IL-DE
- R ~ R R

Substituindo essa aproximacao para FL em (1), chegamos a:

DT R DE R

_~_®_~_

DF DE  DF DT

Quando I estd muito proximo de F, essa aproximacao se torna uma igualdade e tem-se
a proporcao estabelecida por Barrow para encontrar o ponto T usando a curva original ZGE.

Barrow entdo segue com a demonstracdo a partir da hipotese de que, com o ponto T no
eixo satisfazendo a proporgao, a reta TF seré tangente a curva AIF. Ele divide a prova em duas
parte: primeiro, considera 0s pontos anteriores ao ponto de tangéncia F, ou seja, aqueles mais
proximo de A, e em seguida argumenta para 0s pontos posteriores a F. Inicialmente, toma-se
um ponto qualquer I entre A e F, desenha-se IG paralelo a AZ, cortando o eixo em P, e IL
paralelo ao eixo, cortando a tangente em K. Pela semelhanca de tridngulos e, depois, pela

hipdtese, temos:

LF _DF_DE = R:LF =LK-DE
LK DT R B
Como explicado anteriormente, R -:LF = area(PDEG), e assim LK:DE =
area(PDEG). Como a area PDEG esta contida no retangulo PD - DE, area(PDEG) < PD -

DE.Como PD = IL, temos area(PDEG) < IL - DE e assim:
LK-DE <IL-DE = LK <IL

O que Barrow mostrou foi que, como a curva original ZGE é crescente e, assim, AIF é
convexa em relacdo ao eixo, qualquer ponto I entre A e F levaa LK < IL, o que significa que
até o ponto de tangéncia a reta TF fica sempre abaixo da curva AIF, sem toca-la ou cruza-la
em outro local (NAUENBERG, 2014). Ferndndez e Rodriguez (2015) afirmam que um
argumento completamente analogo é feito para os pontos ap6s F usando I',K',L’,P’' e G',
mostrando dessa vez que um ponto qualquer I’ levarda L'K' > I'L’ e, assim, a TF continuara
abaixo AIF ap6s tangencia-la, novamente sem toca-la ou cruza-la. O autor também diz que,
para 0 caso de ZGE decrescente, Barrow indica que a Unica diferenca existente é AIF sendo
concava em relacdo ao eixo, mas que se chega a mesma conclusdo usando um processo

semelhante.
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Guicciardini (2009) afirma que Barrow apela para quantidades infinitesimais em provas
de outros teoremas de sua obra, justificando seu uso por tornarem o processo mais simples e
breve e apontando a possibilidade de se usar, caso desejado, o rigor de redugdes ao absurdo nos
mesmos resultados. No entanto, especificamente sobre a proposicdo abordada acima,
Nauenberg (2014) diz que a demonstracdo é matematicamente rigorosa e nao apela aos
infinitésimos, muito utilizados no século XVII mas ainda ndo bem entendidos e fundamentados
do ponto de vista l6gico. Fernandez e Rodriguez (2015) apontam duas ideias implicitas na
proposicao de Barrow: primeiro, o fato de a funcéo inicial ZGE ter que ser continua, algo que
Barrow ndo afirma e que estava além de seu tempo mas que € necessario ja que ela possui uma
funcdo area, ou seja, € integravel; segundo, a aditividade dessa funcéo area.

Lectiones geometricae, juntamente Geometriae pars universalis, acabaram sendo os
livros-texto mais usados para cursos de Calculo na forma geométrica, e muitas de suas
proposi¢cOes poderiam ser traduzidas para a forma algébrica (BARON, 1985). Entretanto, Baron
(1985) afirma ser dificil considerar o material como Calculo de fato, pois ndo contém nem a
notacdo apropriada nem as regras algoritmicas dessa area da Matematica. Depois de preparar a
obra para publicagdo, Barrow a entregou para revisdo a seu aluno e substituto (por sua
indicagéo) no cargo de Lucasian Professor de Cambridge, Isaac Newton, e passou a se dedicar
somente a Teologia (BOYER, 1974).

Historicamente, Barrow parece ter recebido importancia mais significativa na virada
para o século XX, quando alguns estudiosos passaram inclusive a considera-lo um precursor do
Célculo (MAHONEY, 1990). Em particular, o historiador matematico J. M. Child chegou a
defender, em 1916, a tese de que Barrow foi o primeiro inventor do Calculo, afirmando que ele
deu a Newton as ideias principais da nova area da Matematica e que Leibniz, ao comprar uma
copia de Lectiones geometricae em 1673, confirmou suas prdprias intuic@es iniciais e obteve
sugestOes para desenvolvé-las (GUICCIARDINI, 2009). Guicciardini (2009) afirma ainda que
a proposicdo 19 da licdo XI, que trata de areas, pode ser interpretada como um como
complemento da proposicao 11 da licdo X discutida anteriormente, e que as afirmacdes de Child
sobre a prioridade de Barrow no Calculo sédo baseadas também nesses dois resultados, que
seriam para ele uma versdo inicial completa do TFC. No entanto, existem muitas criticas a essa
visdo, que certamente ndo é adequada.

Segundo Guicciardini (2009), as duas proposi¢oes aparecem em licGes separadas com
papeis independentes, sem receber grande énfase. Barrow nao as relacionou uma com a outra e
ndo as traduziu em um algoritmo para o calculo de area em termos de antiderivadas, e assim o

que em esséncia se torna parte do Teorema Fundamental do Célculo acaba ndo sendo
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fundamental para Barrow (MAHONEY apud GUICCIARDINI, 2009). Mahoney (1990) afirma
ainda que pesquisas historicas posteriores sobre outros matematicos, como Descartes, Fermat,
Torricelli e Cavalieri, mostraram que Barrow 0s usou como fonte e pouco acrecentou aos seus
trabalhos. Assim, sua principal importancia esta mais em coordenar o conhecimento disponivel
em sua época para ensino e uso posterior que em introduzir novos conceitos (WHITESIDE
apud NAUENBERG, 2014). Aléem disso, outras questdes afastam Barrow de um papel mais
fundamental no desenvolvimento do Calculo: sua influéncia nos trabalhos de Newton e Leibniz
foi apenas uma pequena parte da grande literatura matematica que eles usaram — e, obviamente,
nenhum dos trabalhos consultados tem tamanha grandiosidade quanto as contribuigdes
originais dos dois (GUICCIARDINI, 2009); e ele recusava-se a fazer uso de novos conceitos
essenciais ao Calculo, como métodos analiticos mais dindmicos e simbologia algébrica
(MAHONEY, 1990). Baron (1985) até da a Barrow crédito pela versdo inicial do TFC, mas
nega que isso o permitiu “ter o Calculo” antecipadamente justamente pelo seu modo
predominantemente geométrico e estatico de expressao.

Por seguir tradicdes gregas ao abordar novos métodos de quadraturas e tangentes,
Mahoney (1990) coloca Barrow em algum lugar da Matematica entre 0s antigos e os modernos
e, apesar de ndo poder ser considerado de fato um dos criadores do Célculo, podemos afirmar
que Barrow se mostrou um matematico muito competente e conhecedor dos varios trabalhos de
sua época. Especificamente sobre o TFC, ele “[...] parece ter reconhecido claramente a relagao
inversa entre 0s problemas de tangentes ¢ de quadraturas” (BOYER, 1974, p. 285), mas sua
abordagem conservadora e geométrica ndo o permitiu ir mais longe e fazer da relagdo uma
ferramenta eficaz. Guicciardini (2009) afirma que a obra de Barrow na verdade indica que ele
nem mesmo estava em busca de métodos algoritmicos e algébricos. Segundo o autor, o objetivo
do inglés aparentemente era mostrar de uma maneira mais geral algo que ja havia aparecido em
curvas especificas: as relacBes entre proposicfes sobre areas curvilineas e proposicdes sobre
tangentes. Como técnicas algébricas para lidar com curvas mais complexas ainda estavam por
ser desenvolvidas, em particular pelo seu aluno Newton, Barrow tinha na Geometria a
linguagem geral apropriada para expressar seus teoremas sobre areas e tangentes, independente
da possibilidade ou ndo de representacdo algebrica (GUICCIARDINI, 2009). Isso também
ajuda a explicar a crenca de Barrow na superioridade da Geometria sobre a Algebra.

Por ultimo, sabe-se que a presenca de Barrow em Cambridge de fato contribuiu para a
formacdo das primeiras ideias matematicas de Newton. Os dois trocaram ideias durante 0s anos
de formacdo de Newton e parecem ter sido bem préximos em algum momento (FEINGOLD
apud GUICCIARDINI, 2009). Guicciardini (2009) afirma que o préprio Newton atribui a
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Barrow grande papel como seu mentor. Leibniz também teve contato com o trabalho de Barrow,
pois realmente comprou uma cépia da obra do inglés em visita a Londres e apresentou, em
1693, uma prova geométrica para o TFC similar a de Lectiones geometricae (NAUENBERG,
2014). Mas tanto Leibniz como Newton seguiram uma linha de raciocinio diferente e foram
muito além, desenvolvendo o Célculo de uma forma analitica que levou a diversas aplicagdes

e, no caso de Leibniz, usando a poderosa notacao que é adotada até hoje (NAUENBERG, 2014).
4.1.14 Newton e Leibniz

E de grande importancia destacar que considerar Newton e Leibniz os pais do Célculo
ndo significa dizer que métodos efetivos para os problemas de &reas e tangentes foram
descobertos apenas a partir deles (EDWARDS, 1979), tampouco que ndo houve muitas
contribuicbes anteriores. Como afirmado por Baron (1985), o desenvolvimento do Calculo
Infinitesimal trilhou um caminho longo e irregular. Os trabalhos aqui expostos, entre tantos
mais, mostram que problemas relacionados a essa area vinham sendo investigados e resolvidos
com algum sucesso desde a Grécia antiga — em especial com Arquimedes — e viram maior
avanco no final do século XVI e durante o século XVII, quando a Matematica j& estava mais
desenvolvida e havia assim a possibilidade de descoberta e criagdo de novos métodos de
resolucdo. “[...] as descobertas no calculo estavam se acumulando mesmo antes da obra de
Newton” (BOYER, 1974, p. 274).

A partir da mente de grandes matematicos modernos, como Cavalieri, Descartes,
Fermat, Gregory e outros, houve aumento significativo de resultados alcancados. N&o a toa, em
carta de 1676 Newton escreveu: “se vi além foi porque me apoiei sobre os ombros de gigantes”
(SONAR, 2018). Essas solugfes que antedatam Newton e Leibniz, no entanto, foram obtidas a
partir da aplicagdo de métodos especificos e individuais para cada uma das questdes, com
alguma pouca generalizacdo para casos de funcdes polinomiais. Mas o grande numero de
trabalhos apontou para a possibilidade do advento de um modelo padrdo que, a partir do
estabelecimento de uma estrutura e linguagem unificadas e organizadas, pudesse generalizar 0s
procedimentos e evitar passagens intermediarias especificas para cada questdo (BARON,
1985). Como afirmado por Edwards (1979), entre essa particularidade para problemas
individuais e os métodos para a resolucdo de uma inteira classe de problemas, hoje talvez nos
enxerguemos apenas uma pequena lacuna, mas que acabou ficando aberta pois, por mais
brilhantes que fossem, os matematicos dos quais falamos ndo viram razéo para tentar preenché-

la.
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Essa lacuna estd ligada a diferenca entre a mera descoberta ou percep¢do de um
importante conceito matematico e o reconhecimento de que ele é de fato importante
(EDWARDS, 1979). Nesse caso, trata-se da relacdo inversa entre problemas de areas e
tangentes, hoje integracao e diferenciacéo, estabelecida pelo Teorema Fundamental do Calculo.
Tal relacéo esteve implicita em resultados do comeco do século XVII, quando possivelmente
foi percebida por alguns matematicos, e veio a ser de fato reconhecida um pouco mais tarde por
outros, como Torricelli e Barrow — este Gltimo, como mostrado, chegou a enuncia-la em forma
de proposicdo geométrica. Entretanto, nenhum deles parece ter visto grande importancia na
relacdo e assim ndo puderam perceber que ela traria a base para uma inteira nova area da
Matematica. Por exemplo, vimos que Fermat desenvolveu um método semelhante a derivada,
0 que faz com que alguns autores, como Boyer (1974), achem razoavel sauda-lo como
descobridor do Célculo Diferencial. O francés, porém, ndo criou nenhuma notacdo especifica e
nem mesmo deu um nome ao seu resultado, o que mostra que ele ndo viu naquilo uma
ferramenta mais geral e poderosa. Por isso, alguns outros autores como Edwards (1979) dizem
ser equivocado dar o crédito dessa area da Matematica a Fermat.

Por outro lado, Newton e Leibniz ndo apenas perceberam o TFC, mas também viram
nele grande significado, explorando-o e usando-o para transformar as técnicas infinitesimais
em um poderoso instrumento para calculos sisteméticos e algoritmicos, criando nomes e
notagdes especificas para cada conceito utilizado e estabelecendo assim um novo campo para
0 progresso da Matematica e de suas aplicacdes (EDWARDS, 1979). E por essas contribuigoes
que ambos sdo adequadamente chamados de pais, descobridores ou até mesmo inventores do
Célculo Diferencial e Integral, “ainda que o célculo ndo tenha comeg¢ado nem terminado com

estes dois homens” (BARON, 1985, p. 5).
4.1.15 Isaac Newton (1642-1727)

Newton nasceu no Natal de 1642 e desde criangca mostrava talento para a ciéncia. Em
1661 ingressou no Trinity College, na universidade de Cambridge, e ndo demorou muito para
que tivesse contato com as obras de, entre diversos outros autores, Descartes, Kepler, Viete,
Fermat e, em especial, com a Arithmetica Infinitorum de Wallis, aquela que certamente mais o
influenciou (BOYER, 1979). Soma-se isso a motivacdo provinda da relacdo com Barrow e,
pelo fim de 1664, Newton ja possuia profundo conhecimento matematico, inclusive das
ferramentas analiticas necessarias para transformar os resultados geométricos de seu professor
em poderosos algoritmos, e estava preparado para dar suas proprias contribui¢cées (BOYER,

1959). Ele ficou em isolamento durante boa parte dos anos de 1665 e 1666 devido a uma nova
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onda da peste bubbnica que atingiu a Inglaterra (Grande Peste de Londres), e foi nesse periodo
que ele desenvolveu trés de seus mais importantes estudos: a lei da gravitacdo, a natureza da
luz e o Célculo (EDWARDS, 1979). Em 1669 substituiu Barrow como Lucasian Professor em
Cambridge, cargo que ocupou ateé 1696, e veio a falecer em 1727, tendo um vel6rio digno de
reis.

Edwards (1979) afirma que na época de Newton ainda ndo existiam muitos periddicos
voltados a Matematica pura. Muitas de suas descobertas nessa area acabaram entdo ndo sendo
publicadas durante sua vida, e ficaram conhecidas pelos seus contemporaneos por meio de
cartas e manuscritos privados. Newton deixou aproximadamente 5000 paginas de material
matematico ndo publicado, o que exigiu, por séculos, grande esforco para organizacdo
sistematica (EDWARDS, 1979).

A obra mais influente para Newton foi Arithmetica Infinitorum. Nela, Wallis fez uso de
somas infinitas para calcular areas limitadas por curvas, traduzindo esse estudo, até entdo feito
de maneira predominantemente geométrica, para a linguagem aritmética. Entre as curvas
estavam algumas descritas por poténcias de binémios, com resultados generalizados para
expoentes inteiros positivos por meio de sua técnica tabular de interpolacéo e com o auxilio do

tridangulo de Pascal. Com papel fundamental da notacdo de Descartes, Wallis tinha também
estudado expoentes fracionarios de maneira mais profunda (citando, por exemplo, que V8 =

23/2 @ 1/4/3 = 371/2), mas suas tabelas e formulas de bindmios tinham um formato que néo
permitia a simples substitui¢cdo de expoentes inteiros por racionais (EDWARDS, 1979). Coube
a Newton o papel de expandir a generalizagéo para outros expoentes, usando o trabalho de
Wallis como base para a formulacdo, no inverno de 1664-1665, de seu primeiro estudo
matematico relevante (GUICCIARDINI, 2009): o teorema binomial, que permitiu a expansdo
de poténcias de bindmios em séries infinitas, incluindo aquelas com expoente fracionarios e/ou
negativos.

De inicio, o uso de séries infinitas sofreu muitas criticas e gerou duvidas sobre qual
comportamento teriam quando submetidas as operacGes algébricas, pois ndo se sabia se sua
manipulacdo seguiria as mesmas regras de expressoes finitas ordinarias. Boyer (1974) diz que,
durante o desenvolvimento do teorema binomial, Newton confirmou que elas estavam sujeitas
as mesmas leis gerais que a algebra das quantidades finitas, e que essa descoberta foi mais
importante que o proprio teorema. Edwards (1979) afirma que esse estudo de Newton foi o
evento central para a “legalizacdo” do uso das séries infinitas, € também destaca que esse € mais

um exemplo do processo de descoberta que muitas vezes precede demonstracdes formais, ja



92

gue Newton ndo deu uma prova rigorosa para o teorema. Uma série passou entao a ser de fato
considerada como outra forma de representar uma funcao, continuamente se aproximando dela
a cada parcela acrescentada e sendo igual se prolongada infinitamente (BOYER, 1974). Entre
os contemporaneos de Newton, os métodos que necessitavam de manipulacéo e operagdo com
séries infinitas e quantidades infinitamente pequenas passou a ser conhecida como nova analise
(GUICCIARDINI, 2009).

As séries tiveram grande importancia para o Calculo, pois 0s novos métodos de areas e
tangentes poderiam agora ser aplicados a curvas de equacdes mais complexas, bastando para
isso expandi-las e depois, em linguagem atual, diferenciar ou integrar termo a termo
(EDWARDS, 1979). Mas ainda em 1665 Newton descobriu uma abordagem ainda mais
poderosa para as quadraturas, baseada na relacdo inversa entre areas e tangentes
(GUICCIARDINI, 2009). Essa abordagem, juntamente com outras ideias desenvolvidas em
1665-1666, foi introduzida e desenvolvida por Newton em seu manuscrito conhecido como “O
Tratado Sobre Fluxdes de Outubro de 1666 que, embora s6 publicado muito mais tarde,
certamente ficou conhecido entre alguns matematicos ingleses (EDWARDS, 1979). Nele,
Newton mostra suas primeiras ideias relacionadas ao Calculo.

Segundo Edwards (1979), Newton considera uma curva f(x,y) = 0 como a intersecao
de duas linhas em movimento. Ele entdo da ambas as coordenadas em funcdo de um parametro,
no caso o tempo, usando uma expressao para cada (o que hoje chamamos de parametrizacao da
curva). Assim, x e y sdo funcdes do tempo que representam a distancia percorrida em linha
horizontal e vertical por dois pontos A e B em um mesmo intervalo de tempo, sempre
satisfazendo a lei algébrica da curva. Geometricamente, as coordenadas de um ponto especifico
entdo representam a localizagdo dos pontos em um determinado instante, com cada um deles
tendo uma velocidade instantanea horizontal e vertical, representadas inicialmente por Newton
como p e q. Pela lei do paralelogramo para soma de vetores®®, Newton calculava o vetor
velocidade, tangente aquele ponto da curva (figura 34). As velocidades p e g, que passaram a
ser representados por Newton pelos simbolos x e y um pouco mais tarde, eram as derivadas de
x e y em relacdo ao tempo, e a razdo entre y e x fornecia a inclinacdo do vetor velocidade e,

assim, da reta tangente.

46 A lei era bem conhecida para vetores que representavam velocidades constantes, e foi aplicada por Newton as
velocidades instantaneas (EDWARDS, 1979).
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Figura 34: método das tangentes de Newton.

_____ T o

. _dx . dy
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Fonte: Edwards (1979, p. 192).

Newton via duas grandes vantagens em interpretar curvas a partir da ideia de movimento
(GUICCIARDINI, 2009): primeiro, as no¢des de limite necessarias para o calculo de tangentes
e areas tinham um fundamento mais rigoroso a partir da continuidade do movimento; segundo,
contribuia para a aplicacdo da Matematica como linguagem de descricdo dos fendmenos
naturais do mundo. O procedimento em si era similar ao publicado por Barrow em 1670, mas
Newton pdde usd-lo como algoritmo geral gracas ao seu método das séries infinitas em
expoentes fracionarios (BOYER, 1974). Com o simbolo o representando um intervalo de tempo
infinitesimal, Boyer (1974) traz como exemplo a curva y™ = x™, e diz que Newton encontraria
sua inclinagdo a partir de (y +o0q)™ = (x + op)™, expandindo os membros em séries,
dividindo tudo por o e desprezando os termos restantes que ainda tivessem o.

A questdes opostas também sdo abordadas por Newton: encontrar a relagdo entre x e y
tendo de inicio a expressdo que relaciona x e a razdo y/x — o que agora chamamos de
antiderivacdo, com o caso geral h(x,y/x) = 0 sendo uma equacdo diferencial. Em dois
problemas ilustrativos de seu tratado de 1666, Newton discute como o calculo de areas pode
ser feito em termos da antiderivada. Segundo Edwards (1979), essa € a primeira apari¢cdo do
Teorema Fundamental do Calculo de uma maneira direta e explicita. Sendo A a &rea abaixo da

curvay = f(x), temos:

dA_

E_y

Isso possibilitou uma abordagem algoritmica para o calculo de areas abaixo de curvas,
que anteriormente vinha sendo feito predominantemente por meio de indivisiveis. A curva era
primeiramente considerada como taxa de variacdo da area, e a area era calculada em seguida

pela antiderivacdo. Juntando essa técnica ao seu método de tangentes, Newton pode deixar claro
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pela primeira vez a precisa natureza inversa entre problemas de tangentes e problemas de areas.
A introducéo e exploracdo do TFC, que levou aos métodos algoritmicos gerais e sistematicos,
foi justamente o que constituiu a “descoberta do Calculo” por Newton (EDWARDS, 1979).
“Newton ndo foi o primeiro a diferenciar ou integrar, nem a ver a relagdo entre essas operagdes
no teorema fundamental do célculo. Sua descoberta consistiu na consolidacéo desses elementos
num algoritmo geral [...]” (BOYER, 1974, p. 292).

Newton prosseguiu com o0s estudos e compds em 1669 a obra De analysi per
aequationes numero terminorum infinitas, que também tratava de sua nova analise e
apresentava uma exposi¢do mais sistemética do seu Célculo. A obra foi publicada apenas em
1711 (BOYER, 1974). Nela, ja lidando diretamente com funcdes explicitas de x, Newton deixa
de usar p e g e adota apenas o para representar uma variagao infinitesimal da variavel
independente. Boyer (1974) afirma que Newton acha a &rea z sob a curva y = ax™/™ da
seguinte maneira:

m
axn n

Suponha z = = ax m+m/n
P ’ %4_ 1 m+n

Acrescentando uma variacgdo infinitesimal o a abscissa x, a area z serd aumentada em

oy:

a(x + o)m*m/n

N n
VA oy =
Y m+n
Nesse momento, Newton usa seu teorema binomial, cancela termos iguais que aparecem
nos dois membros, divide tudo por o e descarta termos que ainda o possuem. Assim, ele obtém
aexpressdo y = ax™/™. Logo, se a taxa de variagdo instantanea de z é igual a y, reciprocamente
a area abaixo da curva y € igual a z. Repare que ele faz a prova desejada fazendo proveito da
oposicao entre area e 0 método de tangentes. Sobre isso, Boyer afirma:
Parece ser essa a primeira vez na histéria da matematica que uma area foi achada pelo
inverso do que chamamos diferenciacéo, embora a possibilidade de usar tal processo
evidentemente fosse conhecida por Barrow e Gregory, e talvez também por Torricelli
e Fermat. Newton tornou-se o efetivo inventor do calculo porque foi capaz de explorar

a relagdo inversa entre inclinagdo e area através de sua nova analise infinita. (BOYER,
1974, p. 291).

Newton continuou a escrever sobre seu Célculo e em 1671 redigiu sua mais popular
obra especifica dessa area, De methodis serierum et fluxionum. E nesse longo tratado que os

métodos sobre tangentes e Aareas desenvolvidos anteriormente sdo sistematizados
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(GUICCIARDINI, 2009). Newton define claramente quantidades geradas por movimento
(fluxo) como fluentes, suas velocidades instantaneas como fluxdes, e acréscimos infinitamente
pequenos como momento do fluente. A notacdo usada ainda era confusa, ja que x e y para
passaram a ser usados para representacdo dos fluxes apenas na década de 1690. Em alguns
problemas, x e y também poderiam ser considerados fluxdes, e nesses casos seus respectivos
fluentes seriam x e y. Aumentando os pontos e linhas de cada representacdo ele poderia
considerar fluxdes de fluxdes ou fluentes de fluentes (BOYER, 1974). Newton ainda escreveu
uma outra exposicdo de seu Célculo em 1676, intitulada De quadratura curvarum, que tem
como principal destaque uma aproximacdo do conceito de limite. Foi publicada apenas em
1704, como apéndice da obra Opticks (EDWARDS, 1979). Como dito anteriormente, Newton
ndo se preocupou muito em publicar obras sobre Calculo, e a primeira exposi¢do impressa
contendo seus estudos nessa area apareceu em 1687, no “mais admirado tratado cientifico de
todos os tempos” (BOYER, 1974, p. 292), Philosophiae naturalis principia mathematica.

O Caélculo foi apenas uma das contribuigdes de Newton para o mundo cientifico. Entre
tantas e tantas outras, podemos citar por exemplo a generalizacao e esclarecimento das ideias
de Galileu sobre movimento, que passaram a ser conhecidas entdo como leis de movimento de
Newton. O inglés também convenceu a todos sobre a veracidade do enunciado de que dois
corpos se atraem com forca inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles. A
nocdo da proporcionalidade entre as massas ja era conhecida, mas Newton era o Unico capaz de
entender e manejar a matematica necessaria a demonstracdo. Destacam-se ainda contribuicdes

para a Geometria Analitica e para o Calculo Numérico (BOYER, 1974).
4.1.16 Gottfried Leibniz (1646-1716)

Nascido em Leipzig, Leibniz estudou, além da Matematica, Direito, Filosofia e
Teologia, 0 que o faz as vezes ser considerado o Ultimo sabio universal. Apds obter seu
doutorado em Filosofia em 1667, entrou para o servi¢o diplomatico da Alemanha e pdde viajar
por diversos paises, tornando-se um influente representante do governo (BOYER, 1974).
Interessou-se pela Matemética ainda como jovem estudante, quando investigou alguma
propriedades numéricas simples e chegou até mesmo a publicar, em 1666, um tratado sobre
combinacges e permutagdes. Comecou seriamente seus estudos um pouco mais tarde, em 1672,
quando passou a morar na Franca por conta de uma missdo diplomatica. L4, conheceu o
holandés Christiaan Huygens (1629-1695), matematico e cientista importante do seculo XVII

que teve grande papel em sua relacdo com a Matematica. Viveu em Paris durante 0s quatro anos
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seguintes, e foi nesse periodo de tempo, considerado como auge de suas pesquisas, que
desenvolveu as principais ideias de sua versdo do Calculo (EDWARDS, 1979). Seus estudos
nessa area ocorreram aproximadamente oito anos ap6s os de Newton, mas em contrapartida sua
primeira publicacdo sobre o Célculo aconteceu em 1684, antecedendo o inglés. Durante misséo
politica na Inglaterra em 1673, comprou um exemplar de Lectiones Geometricae de Barrow e
tornou-se membro da Royal Society. Dois anos antes de sua morte compds a obra Historia et
origo calculi differentialis (Historia e Origem do Calculo Diferencial), onde disse que, apesar
desse novo tipo de analise matematica ter sido adequadamente popularizado e explicado, era
necessario também conhecer suas origens, fontes e motivagfes originais, visando
principalmente promover a arte da descoberta (EDWARDS, 1979).

Edwards (1979) afirma que Leibniz tinha como objetivo de vida criar uma linguagem
universal, um sistema de simbolos que universalizasse todas as correntes de pensamento l6gico
humano. O autor diz também que esse objetivo precede os interesses de Leibniz em Matematica,
mas ressalta que um homem que tem esse tipo de busca em sua mente certamente possui a
ciéncia exata correndo em suas veias. E, de fato, foi apenas e justamente na Matematica que
Leibniz conseguiu cumprir essa meta. Seu Célculo Infinitesimal é o perfeito exemplo de uma
notacdo e simbologia em completa sintonia com o assunto ao qual pertence e com 0s processos
e ideias que deseja exprimir. A terminologia empregada pelo alemé&o contribuiu para o sucesso
de sua abordagem ao Célculo sobre a de Newton durante o século XVIII e € usada até hoje. O
triunfo de sua notacdo pode ser medido pelo fato de a usarmos quando discutimos os métodos
de estudiosos que precederam o alemao, incluindo o proprio Newton (EDWARDS, 1979).

Pouco depois de chegar a Paris, Leibniz percebeu um fato interessante sobre sequéncias
numéricas (EDWARDS, 1979): dada uma sequéncia qualquer e formando-se a sequéncia das
diferencas entre termos consecutivos da sequéncia dada, a soma das diferencas € igual a

diferenca entre o primeiro e Gltimo termos da sequéncia original.
Seja ag,a4,ay,...,a, e dq,dyds,...,d,, emque d;=a; —a;_q; entao
dy +d; +ds + - +d, =(a; —ap) +(a —ay) + (a3 —az) + -+ (an, — ap_1)
di+d,+d;+-+d,=a,—ag

Edwards (1979) exemplifica a propriedade dizendo que Leibniz observou que a
sequéncia das diferencas entre quadrados perfeitos é a sequéncia dos nimeros impares, ja que

n”-m-12%=n?-n*+2n-1=2n-1.
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0 1 4 9 ..m-12? n?
1 3 5 2n—1

Assim, a soma dos n primeiros nimeros impares sera n?:
1+3+4+5+-+2n—1=n%*-0=n?

Esse resultado sugeriu a Leibniz a possibilidade de obter a soma dos termos de uma
série infinita, sendo para isso necessario, primeiro, considera-la como sequéncia das diferencas
entre termos consecutivos de uma outra sequéncia e, segundo, saber o primeiro e o Gltimo
termos dessa sequéncia. Leibniz mostrou seus resultados sobre somas de diferencas a Huygens,
que entdo o sugeriu tentar encontrar o resultado da soma dos inversos dos numeros
triangulares?’, isto é:

1 1 1 1
I+§+E+E+“'+m+'“

Por conta de seus estudos iniciais sobre nimeros e suas propriedades, bem como sobre
analise combinatdria, Lebniz tinha familiaridade com nimeros figurados e com o triangulo
aritmético de Pascal (EDWARDS, 1979). No triangulo, o n-ésimo termo de uma linha ¢ igual
a soma dos n primeiros termos da linha anterior, o que também significa que o n-ésimo termo

de uma linha é igual a diferenca entre o n-ésimo termo da linha seguinte e seu antecessor.

O triangulo entdo mostra os nimeros triangulares (terceira linha) como soma de inteiros
(segunda linha) e como diferenca entre dois nUmeros piramidais consecutivos (quarta linha).
Edwards (1979) afirma que Leibniz percebeu um caminho para responder perguntas como a
que Huygens o fez: partir da sequéncia do inverso dos inteiros e construir novas sequéncias a

partir de suas diferengas. Assim ele obteve o que chamou de tridngulo harmdnico.

47 Este problema apareceu em estudos de probabilidade de Huygens e Hudde (EDWARDS, 1979).
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1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1

2 6 12 20 30 42

1 1 1 1 1

3 12 30 60 105

1 1

4 20 60 140

Como os numeros de cada linha estdo em decrescimento (tendem a zero), a possibilidade
de somar os termos de uma serie infinita vista por Leibniz anteriormente pdde ser interpretada
no triangulo harmonico da seguinte maneira: escolhendo uma linha qualquer (exceto a primeira)
do tridngulo, por definicdo cada um de seus termos b,, € a diferenca entre termos consecutivos
a, € a,,, da linha anterior; logo, se queremos somar os termos da linha escolhida até uma

determinada posicao n, teremos a; — ay,41-
by + by + 4 by = (a1 —ax) +(az —az) + -+ (@y — ans1) = a1 — Anyy

Em particular, como a,, - 0 a medida que n — oo, a soma dos infinitos termos da linha

escolhida sera igual a a;:

an=a1

n=1

Assim, o triangulo harménico mostra que a soma dos infinitos termos de cada linha, a
partir da segunda, é igual ao primeiro termo da linha anterior. Na resolugdo do problema
apresentado por Huygens, Leibniz percebeu que os elementos da segunda linha séo a metade
do inverso dos nameros triangulares. Entdo, sabendo que a soma desses termos era igual a 1
(primeiro termo da linha anterior), bastou multiplicar os dois membros por 2 para chegar a
resposta.

LSNS S SR SRS U SN S SR
2 6 12 20 1 3 6 10

Percebe-se que as caracteristicas e processos de formacdo do triangulo aritmético de

Pascal e do tridngulo harmdnico possuem um carater inverso envolvendo somas e subtragdes.

Edwards (1979) afirma que esse elo entre os dois arranjos de nimeros implantou na mente de
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Leibniz a clara concepgédo da relagéo de oposigéo entre as operagOes de tomar diferencgas e
somar elementos de uma sequéncia — e que isso desempenharia um papel dominante e central
no seu desenvolvimento do Calculo.

Foi pouco depois desses estudos acerca de sequéncias e séries que Leibniz, também por
sugestdo de Huygens, comecou a estudar os trabalhos de seus antecessores e contemporaneos
relacionados a areas e tangentes, em especial o Tratado sobre as ordenadas de um quarto de
circulo de Pascal. Em Historia et origo, Leibniz afirma que uma luz brilhou em sua mente
quando entrou em contato com a proposicao 1 da obra, em que Pascal conclui que “a soma dos
senos (ordenadas) de qualquer arco de um quadrante é igual ao comprimento do eixo horizontal
entre os senos extremos multiplicado pelo raio” (EDWARDS, 1979). Abordemos a seguir 0
procedimento usado por Pascal com base em Sonar (2018): a partir de um quadrante do circulo,
tracamos a reta tangente a circunferéncia em um ponto D qualquer e obtemos os triangulos
retangulos semelhantes DOI e EE'K, com EE’ e EK sendo determinados por uma variacdo RR’

no eixo horizontal (figura 35).

Figura 35: quadrante do circulo e os tridngulos semelhantes.
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Fonte: elaboracdo prdpria a partir de SONAR (2018).

Fazendo OD =r, DI =y, EE' = As e RR' = EK = Ax, usando a semelhanca de

triangulos (ou o0 senf nos dois triangulos), temos:

DI EK
¥= = y-As=r-Ax

DO~ EF’

2k
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A igualdade mostra que o retangulo de medidas y e As tem area igual a do retangulo de
medidas r e Ax. Sendo o raio r unitario, y - As tem o valor numérico de Ax. Contando que a
reta suporte de EE’ seja tangente ao arco (0 que é garantindo pela perpendicularidade com o
raio) a igualdade continuara valida independentemente do comprimento de Ax e, assim, do seu
As correspondente, pois 0s tridngulos continuardo semelhantes. Intuitivamente, supde-se entéo
que, para uma variagao infinitesimal no eixo horizontal e o correspondente comprimento de

EE’, que podemos chamar respectivamente de dx e ds, a igualdade também sera verdadeira.
y-ds=r-dx (I)

Pascal entdo usa essa relacdo para obter o que chama de soma das ordenadas, isto €, a
soma Y. y-DD’, em que DD é um arco muito pequeno. Assumindo o arco arbitrario s7s, como
a soma dos infinitos arcos DD infinitamente pequenos (figura 36), cada um de seus
componentes pode ser considerado igual ao segmento infinitesimal ds tangente a curva em D

determinado pela mesma variagéo infinitesimal dx. Assim, teremos:

Figura 36: arco como soma infinita.

) S D
51 E

=zy-ds

0 X, Xy A

Fonte: elaboracéo propria.

A soma nesse exemplo arbitrario percorre todo o arco s75,. Usando o sentido
matematico positivo, a soma parte de s;, correspondente a abscissa x;, e vai até s,,

correspondente a abscissa x,. Usamos a igualdade () para obter o resultado:

S2 X2

Zy-ds=2r-dx=r-Ax=r-(x1—x2)

S1 X1
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Para entender a grandeza e importancia do resultado, consideremos o raio como unitario.
Assim, o0 &ngulo (rad) sera exatamente o comprimento do arco que determina, e as abscissas e
ordenadas dos pontos sobre a circunferéncia seréo, respectivamente, 0S cossenos e senos dos
angulos que determinam. Como mostra a figura X a seguir, 0 comprimento do arco s7S, sera a
variagdo A8 = (8, — 6,), considerada como soma dos infinitos d6 = ds. A desejada soma de
todos os y - ds de s; a s, nada mais é entdo que a integral de sen(0) avaliada de 6, até 6,;
sendo o raio unitario, o resultado obtido é apenas (x; — x;), que entdo € 0 mesmo que

cos(68,) — cos(6,). Pascal obteve a integral definida da funcéo seno (SONAR, 2018).

Figura 37: senos no ciclo trigonométrico e funcéo seno.
sen(f)

SN [B,) oo o

sen(f )T g
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i
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o
el

G2

; f sen(0) - d@ = cos (0;) — cos (6;)
6, | : 6y

9,

cos(6,) cos(8,)
Fonte: elaboragdo propria.

A'luz a que Leibniz se referiu consiste em sua percepcéo de que o triangulo infinitesimal,
chamado por ele de triangulo caracteristico, ndo era especifico do circulo. Ele na verdade pode
ser usado de maneira geral, em qualquer curva, com o papel do raio sendo feito pelo segmento

normal & curva em determinado ponto*® (EDWARDS, 1979). Sendo n a normal a curva, temos:

4 Em Historia et Origo, Leibniz afirma ter achado estranho que o préprio Pascal ndo tenha percebido a
generalidade do tridngulo (SONAR, 2018).
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Figura 38: tridngulo caracteristico em curva qualquer.
v

—=— & y-ds=n-dx

fy-ds=fn-dx

n

Fonte: Sonar (2018, p. 158).

Leibniz a principio expressou seu resultado geral em forma verbal, pois s6 criou sua
notacdo dois anos mais tarde em 1675 (SONAR, 2018). Ele afirmou que o momento de uma
curva dada em relacdo ao eixo horizontal é igual a area de uma segunda curva cujas ordenadas
sdo as normais da primeira curva. Nessas investigagdes de 1673-74, Leibniz ndo obteve
resultados novos, isto é, quadraturas e tangentes que nao tivessem sido descobertas por outros
e que ndo fossem ja conhecidas (EDWARDS, 1979). Os estudos na verdade tém grande
importancia pois foi nesse momento que o alemdo comecou a dar passos em direcdo a
unificacdo de todos os resultados e técnicas ja existentes, saindo de abordagens especificas para
uma interpretacdo mais geral, o que foi possivel a partir de seu triangulo caracteristico. Em uma
carta escrita duas décadas depois para Guillaume L’Hospital (1661-1704), Leibniz afirma que
0 uso do triangulo formado pelos elementos das coordenadas e da curva o permitiu chegar a
quase todos os teoremas que encontrou em trabalhos de, por exemplo, Barrow e Gregory, em
um piscar de olhos (EDWARDS, 1979). Uma aplicacdo geral do triangulo e da relagdo obtida,
por exemplo, é o calculo da &rea da superficie gerada a partir da rotacdo de uma curva ao redor
do eixo x. A multiplicacdo de y - ds por 2r leva a um elemento infinitesimal dessa area, pois
tal elemento equivale a um retangulo de base 2y e altura ds. A soma [ 2y - ds fornece a area
completa em um intervalo desejado (LAUBENBACHER; PENGELLEY, 1999).

Como afirmado anteriormente, Leibniz tinha o objetivo filosofico de desenvolver uma
linguagem simbolica universal que representasse todos 0S processos racionais e
argumentativos, sendo seus estudos matematicos parte dessa busca maior. Soma-se iSSo aos
estudos sobre sequéncias, suas somas e diferengas, e também ao tridngulo caracteristico, e
temos os trés principais interesses que permitiram ao alemao criar sua versdao do Calculo
(LAUBENBACHER; PENGELLEY, 1999). O triangulo harménico e a conclusdo de que
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formar sequéncias de diferengas e somar termos de uma sequéncia sao operacdes inversas, bem
como o contato com trabalhos de Barrow e Pascal, em que versdes proprias e especificas do
triangulo caracteristico sdo usados para problemas de tangente e area, respectivamente, levaram
Leibniz a fazer uma analogia que o permitiu ligar os dois estudos.

Leibniz reuniu todo esse desenvolvimento em notas manuscritas que escreveu em
outubro-novembro de 1675. Dada uma curva descrita em termos de sua abscissa x e ordenada
y, ele imagina uma sequéncia dos infinitos valores que y assume em determinado intervalo,
sendo que cada x correspondente determina a ordem da sequéncia e que a diferenca entre
ordenadas consecutivos (dy) é infinitesimal e negligenciavel se comparada aos proprios valores
de y (EDWARDS, 1979). A partir desse momento que passa a usar sistematicamente seus
famosos simbolos: [ , um s alongado, para somas (integragdo) e d para diferenciais, isto €,
variacdes infinitesimais (dx, dy, ...), sendo um o oposto do outro, como as sequéncias
mostraram. Prossegue entdo para a investigacao das regras implicadas por sua nova notacéo, e
chega a atual integral por partes. Em 1676 j& escreve claramente as regras de diferenciacdo e
integracao de poténcias, e no ano seguinte enuncia e prova as regras do produto e do quociente
(EDWARDS, 1979).

Leibniz passou entdo a usar seu triangulo caracteristico no problema de tangentes: em
um determinado ponto de uma curva, a razdo entre as variag0es infinitesimais da ordenada e da
abscissa fornece a inclinacdo da reta tangente a curva naquele ponto, pois a correspondente
variacdo infinitesimal no arco da curva pode ser considerada como a hipotenusa do triangulo,
que é semelhante aquele formado pela tangente no ponto e pelas variagdes correspondentes nos
eixos. Passou também a ver uma area como soma de finos retangulos obtidos a partir de
variagdes infinitesimais na abscissa, com os “tridngulos” formados entre a curva e cada
retangulo podendo ser desprezados por serem infinitamente pequenos se comparados com 0s

retangulos em si (figura 39) (EDWARDS, 1979). A &rea abaixo de y = x em um certo intervalo
[0,a], por exemplo, pode ser expressa por foay-dx, em que y-dx (ou x-dx)é a area
infinitesimal de um retangulo; como a area em questdo € obviamente um triangulo retangulo
isdsceles com catetos de medida a, temos que foa x - dx = a?/2. “Linha retas que continumante

crescem a partir de 0, se multiplicadas pelo seu elemento de variacdo, formam juntas um
tridangulo”, Leibniz ja afirmara em 1673 (EDWARDS, 1979). O mesmo raciocinio pode ser
usado para relagBes do tipo y = ax. Essas ideias acabaram por leva-lo & conex&o entre &reas e
tangentes, para nos atualmente o TFC (LAUBENBACHER; PENGELLEY, 1999). Na verdade,

a observacdo de que a soma de uma sequéncia de diferencas consecutivas pode ser obtida
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usando apenas 0s termos extremos da sequéncia original, pode ser considerada, em esséncia,
como uma versao discreta do TFC (LAUBENBACHER; PENGELLEY, 1999).

Figura 39: tangente e area segundo Leibniz.
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Fonte: elaboracdo propria.

Em um manuscrito revisado de 1677, o papel do triangulo caracteristico aparece mais
claramente (EDWARDS, 1979). Um elemento ds da curva y é uma linha reta infinitesimal que

liga dois pontos adjacentes da curva, cujas variagdes correspondentes nos eixos sdo dx e dy.

(ds)? = (dx)? + (dy)? = ds=+/(dx)?+ (dy)? = /1 + (dy/dx)? - dx

Logo, o comprimento s da curva em determinado intervalo [a, b] seré:

s=fds=f /1+(dy/dx)2-dx

Conclui-se que a retificacdo da curva y depende da quadratura de outra curva z que

satisfaca a relagdo z = /1 + (dy/dx)>.

Nesse mesmo manuscrito, Leibniz introduz sua versdo do TFC (EDWARDS, 1979). Ele

Entao:

afirma que o objetivo é obter a &rea de uma figura encontrado sua quadratrix, isto &, outra curva
que tem como ordenadas a &rea total até a mesma abscissa da primeira (funcdo area). Dada uma
curva z(x) que parte da origem (o que comumente Leibniz fazia), deseja-se a area A abaixo

dela. Sendo dA um elemento infinitesimal dessa area e, assim, dA = z - dx, queremos:

AzfdAzfz-dx
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Tendo em mente a analogia com a soma das sucessivas diferengas entre termos de uma
sequéncia, considere a sequéncia de areas z - dx de cada um desses retangulos infinitesimais

como uma sequéncia de diferenciais dy de uma outra curva y(x), isto é:
dy = z - dx*

Logo,

A=Jz-dx=de=y(x)

Assim, y(x) é a funcéo area de z(x), isto &, sua ordenada em determinada abscissa x;

é igual a area de z partindo de zero até x;:

X1

A=jz-dx=y(x1)

0

Ao considerar as areas infinitesimais dos retangulos de z como uma sequéncia de
diferencas de uma outra curva y, Leibniz sabia que a area A desejada, soma de todas as areas
dos retangulos e, entdo, soma das diferencas, seria dada pela diferenca entre o primeiro e Gltimo
termos da sequéncia dos valores de y no mesmo intervalo. Como z parte da origem, a area do
primeiro retangulo é nula, e assim y também parte da origem; logo, o resultado é apenas y(x;).
Caso a curva nao passe pela origem, ou se queira avaliar a area em outro intervalo qualquer

[a, b], basta calcular a area compreendida de 0 a b e tirar dela a &rea compreendida de 0 a a:

b
A=fz-dx=y(b)—y(a)

a

Dito isso, como descobrir a funcdo area y necessaria? Repare que y é a funcdo que tem
como derivada, ou lei de tangéncia como chamavam na época, a curva z:
dy

dy=2z-d = =
yzx:>dxz

49 Originalmente, Leibniz escreveu a - dy = z - dx, em que a € uma constante certamente incluida por questéo de
dimensdo, ou seja, para que uma area nao fosse igualada a um valor unidimensional (EDWARDS, 1979).
Podemos entdo omiti-la (ou apenas considera-la igual a 1) sem perda de entendimentos.
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Leibniz concluiu entdo que um problema de quadratura pode ser reduzido ao problema
de encontrar uma curva que tenha como lei de tangéncia a curva dada, o que chamavam de
problema inverso da tangente e que, para nds, seria uma equacao diferencial. A principio, sem
as atuais técnicas e regras de integracao, a lei da curva y era encontrada por suposi¢des baseadas
na experiéncia com os problemas de tangente (LAUBENBACHER; PENGELLEY, 1999).

A primeira publicagdo de Leibniz aconteceu em 1684 no periddico alemdo Acta
Eruditorum, sendo relacionado ao seu calculus differentialis e sob 0 nome Nova methodus pro
maximis et minimis, itemqgue tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur (Um novo
método para maximos e minimos, e também para tangentes, que ndo € obstruido por
quantidades irracionais) (BOYER, 1974). Nela, deu énfase as regras de derivacdo, maximos e
minimos que obteve em seus manuscritos, bem como definiu dy como uma quantidade tal que,
dado um intervalo infinitesimal qualquer dx, dy/dx € igual a inclinagdo da reta tangete, sendo
tangente a linha que conecta dois pontos da curva que estdo a uma distancia infinitesimal um
do outro (EDWARDS, 1979). Dois anos depois, de novo em Acta Eruditorum, publicou uma
exposicdo do seu calculus summatorius, em que o simbolo [ aparece impresso pela primeira
vez (EDWARDS, 1979). Dessa vez, Leibniz deu énfase a oposicdo entre diferenciacdo e
integracdo e mostrou que quadraturas sdo casos especificos que pertencem ao conjunto dos
problemas inversos de tangentes (BOYER, 1974). Ap6s a segunda publicacdo, Jacques
Bernoulli (1654-1705) sugeriu que Leibniz utilizasse o0 nome calculus integralis em vez de
summatorius, sugestdo essa que, pelo nome que usamos hoje em dia, obviamente foi acatada
(EDWARDS, 1979). O TFC de Leibniz, escrito por ele no manuscrito de 1677 e discutido
anteriormente, apareceu publicado no mesmo periddico em 1693 (EDWARDS, 1979),
acompanhado de uma demonstragéo similar a feita por Barrow.

Os infinitésimos de Leibniz sofreram criticas ap0s as publicacdes, mas o alemao nao se
preocupou tanto com discussdes sobre o significado (e até mesmo a existéncia) de quantidade
infinitesimais — algo maior que zero, mas menor que qualquer nimero real. A tradigdo
matematica costuma atribuir a ele a crenga na existéncia de tais quantidades, mas Leibniz ndo
entrou nesse debate e afirmou apenas que, existindo ou ndo, podem ser usadas para solucionar
corretamente e abreviar problemas de maneira geral (EDWARDS, 1979). As explicacdes foram
dadas em um manuscrito ndo publicado, datado de algum momento apds 1700. Edwards (1979)
explica que Leibniz considerou seu Célculo Infinitesimal como uma forma mais rapida e
eficiente do método da exaustdo dos gregos, com notacdo mais apropriada e mais util para a

arte da descoberta.
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A contribuicdo mais importante de Leibniz para a Matematica foi sem davida o Calculo,
mas ele também explorou outra areas (além das ja mencionadas combinatdria e sequéncias).
Por exemplo: generalizou o teorema binomial para 0 multinomial; contribuiu com aspectos hoje
ligados & Algebra Linear e a Logica; popularizou, junto com Newton, o sinal de igualdade atual
(de Recorde); e fez comentarios sobre nimeros complexos (BOYER, 1974).

4.1.17 A disputa e os estudos posteriores

Edwards (1979) aponta algumas diferencas de énfase que cada génio deu a sua versao.
Primeiramente, Newton tinha como conceito fundamental os fluxGes e a taxa de variagdo
instantanea em relagdo ao tempo, baseado na ideia de continuidade do movimento e enfatizando
resultados concretos que pudessem ser generalizados, com pouca preocupa¢do com
terminologia. Por outro lado, Leibniz, sempre preocupado com a questdo dos simbolos, usou
uma notagcdo mais apropriada ao conceito e tornou as duas coisas essencialmente a mesma,
partindo de somas discretas para somas continuas de diferencas infinitesimais e focando em
técnicas gerais que pudessem ser aplicadas a problemas especificos.

Newton desenvolveu seus estudos em 1664-1666, mas sua primeira publicacdo sobre o
Célculo foi apenas em 1687. Anteriormente, tinha apenas mostrado seus manuscritos a colegas
na Inglaterra. Os estudos de Leibniz foram posteriores, em 1672-1676, mas suas primeiras
publicacdes antecederam as de Newton, em 1684 e 1686. Isso poderia gerar uma disputa de
prioridade pela descoberta da nova analise e pela honraria de descobridor/inventor do Calculo
Infinitesimal, e foi justamente o que aconteceu.

Sonar (2018) afirma que em 1692 Newton tinha a possibilidade de disputa com Leibniz
bem clara em sua mente, e no ano de 1695 Wallis disse a ele que na Holanda o Célculo era
considerado uma descoberta do alemdo (BOYER, 1974). A partir de entdo, Leibniz comecou a
ser atacado por seguidores de Newton, que afirmavam que ele teve contato com ideias do inglés
em suas visitas a Londres em 1673 e 1676 e que as usou sem atribuir nenhum crédito
(EDWARDS, 1979). Tais acusacOes aparecem, por exemplo, em um artigo de 1699 do
matematico suico Nicolas Fatio de Duillier (1664-1753) (BOYER, 1974). Leibniz se defendeu
pelo Acta Eruditorum em 1704 e fez outros apelos a comunidade cientifica. A troca de farpas
acabou por se transformar em uma acusacao formal e publica de plagio contra Leibnizem 1711,
e uma comissdo julgadora foi formada pela Royal Society para resolver a questdo. Mas enquanto
Leibniz era um mero membro da sociedade, Newton desde 1703 era seu presidente, e
certamente sua posi¢ao pesou para a deciséo final, tomada em 1712, de considerar 0 acusado

culpado (EDWARDS, 1979). Qualquer estudo sério sobre a questdo mostra claramente que as
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respectivas contribuicdes de cada um foram desenvolvidas de maneira independente, afirma
Edwards (1979).

Ironicamente, a vitoria na disputa isolou os matematicos ingleses e terminou por afasta-
los do progresso matemaético posterior. As grandes aplicacdes da Matematica a problemas
cientificos por Newton inspirou muitos avangos no século XVIII, mas estes ocorreram
predominantemente pelas maos de matematicos da Europa continental gque usavam a
terminologia e conceituacao de Leibniz (EDWARDS, 1979).

Assim a geragdo seguinte de matematicos na Inglaterra pagou um preco pela injustica
praticada pelos seguidores de Newton em relagdo a Leibniz pois o resultado foi que a
matematica inglesa ficou para tras em relacéo a da Europa continental. [...] apesar do
reconhecimento dado ao sucesso matematico na Inglaterra o desenvolvimento

matematico 14 ndo acompanhou os passos rapidos dados em outras partes da Europa
durante o século dezoito. (BOYER, 1974, p. 303).

O século XVIII foi marcado pela consolidacdo das grandes descobertas do século
anterior e por buscas por aplicagdes em problemas cientificos, ainda com muita intuicao e pouco
rigor. Por exemplo, Jacques Bernoulli e seu irm&o Johann (1667-1748), seguidores imediatos
de Leibniz e seus frequentes correspondentes, colaboraram para o desenvolvimento inicial do
Calculo do alemé&o com livre aceitagdo dos infinitésimos como entidades matematicas genuinas
(EDWARDS, 1979). Isso colaborou para ainda mais avancos nas técnicas de computacédo do
Célculo. Além dos irméos e de outros matematicos, destaca-se nesse periodo principalmente o
suico Leonhard Euler (1707-1783). Apds a era de Euler, a grande busca dos matematicos foi
pelo estabelecimento de fundamentos formais l6gicos para a nova analise, que ja estava muito
bem estabelecida. Destaque para o alemdo Bernhard Riemann (1826-1866) e para o francés

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Mas essas ja sdo historias para outro trabalho.
4.2 Interpretacdo Geomeétrica

Como a pesquisa histdrica mostrou, a visdo geométrica de diversos topicos esteve
presente em grande parte do desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral, em especial
apos o surgimento da Geometria Analitica. Sem ela, o percurso possivelmente teria mais
entraves e a evolugdo dos conceitos aconteceria de maneira mais lenta.

Mesmo atualmente, é pertinente buscar diferentes interpretacdes, como a geométrica
por exemplo, para um mesmo item matematico. A importancia desse outro olhar ndo reside
tanto mais no auxilio que ele traz para a evolucao dos conceitos, ja que o CDI e suas ferramentas
encontram-se hoje bem estabelecidos e desenvolvidos; mas sim na possibilidade de

proporcionar maior compreensdao do topico em questdo, como defendido por Duval (2003,
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2012). Como mostrado anteriormente, sua Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
nos diz que o conhecimento de mais de um registro de representacdo de um mesmo ente, unido
a possibilidade de transicdo entre registros, traz um melhor dominio do contetdo que esta sendo
trabalhado. Assim, é apresentada aqui uma interpretacdo geométrica da relacéo inversa expressa
pelo TFC. Essa diferente visdo, além de ir ao encontro da teoria de Duval, fornece uma intuicdo
gue pode auxiliar um melhor entendimento da ideia existente no teorema antes do rigor da
demonstracéo.

Primeiramente, considere o grafico de uma fungéo f(t) qualquer (figura 40). Considere
também a area A limitada pelo eixo horizontal, pela curva e pelas retas verticaist = aet = x,
sendo a um valor constante fixo e com x > a. Variando o valor de x, a posi¢do da reta e o valor
da area coberta também irdo variar. Assim, a propria area A também pode ser considerada uma

funcéo, nesse caso de variavel independente x.

Figura 40: func¢do f(t) qualquere area em questao.
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Fonte: elaboracéo prépria.

Digamos agora que deseja-se calcular a variacdo instantanea dessa area, isto é, saber
quanto a &rea varia quando x tem uma variagdo minima, tendente a 0. Podemos
convenientemente chamar essa varia¢do de x de dx. Esse pequeno acréscimo em x provoca
uma variagao dA na area, também tendente a 0. Percebe-se intuitivamente que dA, a medida
que x tende a 0, se torna cada vez mais e mais parecida com um retangulo de base dx e altura

f(x). Entdo, a variacdo instantanea da &rea é, pela intuicdo, igual ao retangulo.
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Figura 41: pequena variacao na area.
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Fonte: elaboracdo propria.

Com uma pequena manipulacdo na expressdo da area do retangulo, chegamos a:

dA = f(x) - dx
dA
B C))

O que a igualdade nos diz é que a taxa de variacdo instantaneas, ou seja, a derivada da
funcdo area em questdo é justamente o valor da fungdo f em t = x. Acontece que conhecemos
bem essa funcdo area: ela € justamente a integral definida de f de a a x. Logo, concluimos
intuitivamente que a taxa de variacdo instantanea da area é a propria curva. Se integramos uma
funcdo e depois derivamos o resultado, voltamos a funcéo inicial, e é justamente isso que afirma

a primeira parte do TFC. Stewart (2016, p. 348) a enuncia da seguinte maneira:

Teorema Fundamental do Célculo, Parte 1

Se f for continua em [a, b], entdo a funcdo g definida por
X
g@)=ffuydt a<x<b
a
é continua em [a, b] e derivavel em (a,b) e g'(x) = f(x), isto é,

d X
[ r@-a=re
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Prosseguindo, digamos agora que gueira-se calcular de fato a area A abaixo da curva de
uma funcdo f(x), limitada pelo eixo horizontal e por um par de retas verticais x = a e x = b.

Para isso, deve-se resolver a seguinte integral definida:

b
Asz(x)-dx

Pela intuicdo que a interpretacdo geométrica mostrada anteriormente nos deu, sabemos
que a derivada do resultado dessa integral sera a prépria funcdo que esta no integrando. Logo,
tal resultado deve ser uma antiderivada ou primitiva de f, isto €, uma funcdo F tal que F' = f.
Concluimos assim que a funcdo area de f é dada por uma de suas antiderivadas. Entdo, para
calcular a area A, usamos essa antiderivada para encontrar o valor da area coberta até b, isto é,

F(b), e subtraimos do resultado o valor da &rea coberta até a, F(a).

b
Asz(x)-dsz(b)—F(a)

A expressdo nos diz que podemos calcular A apenas conhecendo uma primitiva de f.
Stewart (2016) afirma ser surpreendente que a integral em questdo, definida de uma maneira
complicada que envolve todos os infinitos valores que f(x) assume no intervalo [a, b], possa
ser encontrada sabendo-se os valores de F(x) em apenas dois pontos, a e b. Essa é justamente

a segunda parte do TFC, que podemos enunciar como segue abaixo (STEWART, 2016, p. 351):

Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2

Se f for continua em [a, b], entdo

b
[ re-ax = Fo) - F@

Onde F ¢ qualquer primitiva de f, isto €, uma funcdo tal que F' = f.

Além de fornecer uma maneira mais simples de calcular a integral definida, a expressao

também nos dé& outra informacdo importante. Como F’'(x) = f(x), temos:

b

b
ff(X)'dx=fF’(x)-dx=F(b)—F(a)

a
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Essa versdo afirma que se tomarmos uma fungdo F, primeiro a derivarmos e depois
integrarmos o resultado, chegaremos de volta a fungdo original F, mas na forma
F(b) — F(a). Juntas, as duas partes do Teorema Fundamental do Célculo mostram
que a derivagdo e a integragdo sdo processos inversos. Cada um desfaz o que o outro
fez. (STEWART, 2016, p. 353).

As demonstracdes de ambas as partes do TFC podem ser encontradas em Stewart (2016)
e também em muitos outros livros de Calculo Diferencial e Integral. A interpretacdo aqui
abordada ndo visa, de modo algum, substituir o rigor matematico da prova, mas sim
complementa-lo, fornecendo uma outra visao que possivelmente pode contribuir para melhor

compreensdo da ideia central que o TFC traz.
4.3 Seminario

O seminario aconteceu de maneira remota, pela plataforma Google Meet, e foi dividido
em dois dias: 30 de marc¢o e 1 de abril de 2021, com duracdo de aproximadamente uma hora e
meia cada um. O publico foi formado, em sua maioria, por alunos do Instituto Federal
Fluminense, mas também houve participacdo de professores e alunos de outras instituicdes. O
primeiro dia de apresentacdo contemplou desde os aspectos da Grécia Antiga, passando pelas
contribuicBes &rabes, final da ldade Media europeia, Renascimento e modernidade, até os
trabalhos de James Gregory no século XVII. A segunda parte teve inicio ainda na parte histéria
do trabalho, abordando a obra de Isaac Barrow, 0 momento considerado como inicio do Calculo
com Newton e Leibniz e suas respectivas ideias e estudos, a disputa ente os dois e o que ficou
para a posterioridade; em seguida, foi finalizada com a interpretacdo geométrica que podemos
dar ao TFC atualmente.

Para obter e trazer ao trabalho um melhor panorama das impressdes dos participantes
sobre o seminario, foi passado um questionario no segundo dia de apresentacdo, respondido por
vinte e nove dos ouvintes. Abaixo, apresenta-se 0s resultados estatisticos das respostas dadas,
bem como quatro das oito respostas referentes a ultima pergunta, que foi de escrita aberta. O

formulario completo encontra-se no apéndice B.
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Figura 42: primeira pergunta do questionario.

Em termos de informacgdes sobre o percurso histérico que culminou no TFC, os seminarios

apresentados trouxeram novos conhecimentos para vocé?
29 respostas

@ Sim, muitos.
@ Sim, poucos.
@ Nao.

Fonte: protocolo de pesquisa.

Figura 43: segunda pergunta do questionario.

Assistir esses seminarios o ajudou a compreender melhor o TFC?
29 respostas

® Sim
@ Nzo.

Fonte: protocolo de pesquisa.

Figura 44: terceira pergunta do questionario.

Em sua opinido, no que diz respeito ao processo de ensino, a apresentacao de alguns fatos

histdricos e resultados anteriores ao TFC facilitaria sua compreensao por parte dos estudantes?
29 respostas

® Sim.
® Nao.

@ Prefiro nao opinar.

)

Fonte: protocolo de pesquisa.
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Figura 45: ultima pergunta e quatro de suas respostas.

Caso deseje, deixe aqui sua opinido sobre os seminarios, bem como sugestdes para sua melhoria.
Desde ja, agradecemos sua participacao!

8 respostas
Foi muito enriquecedor! Parabéns ao palestrante, estava bem completo o tema histérico!

Gostei muito dos semindrios, tema interessantissimo. Achei a divisdo em dois dias bem importante devido
a quantidade de informacdes.

Achei o trabalho bem completo e ministrado com muita propriedade.

Os seminarios foram étimos com conteldo enriquecedor e com linguagem clara.

Fonte: protocolo de pesquisa.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Como afirmado por D’ Ambrosio (2010), uma percep¢do sobre a Histdria da Matematica
€ necessaria para qualquer discussdo sobre a Matematica e o seu ensino. Ela ndo implicara
automaticamente no dominio e entendimento dos contetdos, mas ira colaborar com esse
proposito e servird de orientacdo e motivagdo para a aprendizagem. Sendo uma ciéncia que
comegou seu desenvolvimento ha muitos séculos, sempre passando por longos e penosos
processos, € dificil engajar os alunos no estudo da Matematica a partir apenas de contextos
atuais. Assim, o resgate histérico fornece mais sentido as ideias e aos estudos matematicos por
revelar a realidade e as urgéncias presentes nas origens e evolucdo dos contetdos que, em
grande parte, no contexto do ensino, consistem de resultados prontos e sem vida
(D’AMBROSIO, 2010).

Seguindo essa visdo, acredita-se que o trabalho aqui desenvolvido possa colaborar com
0 ensino e a aprendizagem do TFC. O aprofundamento de seus conceitos por meio de sua
historia e de sua interpretacdo geométrica propicia maior clareza das ideias por ele relacionadas
e ddo base para a incluséo de novas abordagens em sala de aula. Como afirma Mendes (2006),
0 uso de aspectos historicos em aulas de Matematica exige primeiro um estudo especifico sobre
a historia de um tdpico, tendo sido esse o foco principal desta pesquisa. Entende-se, entdo, que
o0 trabalho cumpriu seus objetivos especificos e, assim, seu objetivo geral, ja que a historia do
TFC foi estudada, reunida e aqui descrita, juntamente com sua interpretacdo geométrica, de
modo que o trabalho possa servir de fonte para 0 uso desses aspectos durante as aulas. E ainda,
com o seminario que foi realizado, as informacdes e o préprio trabalho foram compartilhados

e puderam ter maior alcance.



115

A pesquisa historica mostrou que a exploracao da relagdo inversa entre os problemas de
areas e tangentes por Newton e Leibniz, que possibilitou a unificacdo das questdes resolvidas
pelo uso de técnicas infinitesimais, € justamente o que se considera como o inicio “oficial” ou
até mesmo como a descoberta do Calculo. Sendo assim, a historia do TFC €é, em esséncia, a
prépria histéria do Célculo. Por isso, foi necessario buscar as origens das ideias presentes na
integracao e na derivacdo, o que nos faz retornar aos tempos da Grécia Antiga.

Ficou claro que Arquimedes, a partir de problemas relacionados a areas de figuras
curvilineas, usou ideias intuitivas muito proximas aquelas que temos atualmente no Calculo
Integral, conseguindo resolver diversas questbes com sucesso. Depois, houve um intervalo
grande, que durou aproximadamente até o final do século XVI, para que o Célculo voltasse a
ser desenvolvido mais diretamente — mas a Matematica no geral avangou em outras areas,
contribuindo também para o Célculo. No século XVII, com crescentes necessidade e interesse
em argumentos referentes a quantidades infinitamente pequenas, era comum que 0s estudiosos
se interessassem por problemas tanto de areas quanto de tangentes, o que possibilitou o inicio
da percepcédo da relacdo entre os problemas. Alguns matematicos importantes, como Torricelli
e Fermat, talvez tenham percebido tal relacdo, enquanto outros, como Gregory e Barrow,
certamente a notaram. Este ultimo, como mostrado, chegou a enuncia-la em forma de teorema.
Todo esse caminho aponta para um processo de evolugdo do conceito e mostra como foi
necessaria uma sucessdo de ideias e de estudiosos. Assim, Newton e Leibniz puderam se apoiar
em trabalhos anteriores de grande relevancia. Mas ambos conseguiram dar um passo maior
adiante pois tiveram a genialidade de perceber que aquela relagdo poderia tornar geral os
métodos infinitesimais, que vinham sendo usados de maneira particular para cada problema, e
estabelecer a ligacdo entre as duas areas que hoje chamamos de Calculo Diferencial e Célculo
Integral.

A parte histérica mostrou ainda que a geometria teve papel fundamental no
desenvolvimento do Calculo. Seu uso por Cavalieri, Kepler e Barrow, por exemplo, permitiu
gue esses estudiosos chegassem a resultados que, sem ela, certamente exigiriam processos mais
arduos. A propria Geometria Analitica, surgida com Fermat e Descartes no século XVII,
ofereceu um inteiro novo campo para a visualizacéo e aplicacdo das técnicas infinitesimais que
estavam avancando rapidamente. Percebe-se entdo uma parceria e conexao entre as
representacOes algébrica e geométrica. Assim, viu-se importancia também em estudar e relatar
a interpretacdo geométrica para o TFC. Sua participagdo constante na superacdo das
dificuldades encontradas no desenvolvimento do Calculo sugere que também possa colaborar

com um melhor entendimento do TFC atualmente.
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Espera-se que as informac0es presentes no trabalho alcancem docentes e discentes. Em
relacdo ao professor, com as informacgdes em méaos, cabera, caso esteja de acordo com o que foi
discutido na sec¢do de aporte tedrico e também considere a inser¢do da Historia da Matematica
no ensino algo benéfico, fazer uma transposicdo do material buscando usa-lo didaticamente a
partir das informagGes que considerar mais relevantes e adequadas (MENDES, 2006). Essa
etapa é tdo importante quanto o resgate historico em si e exige também muitos estudos, ja que
a ordem logica e encadeada dos conceitos rigorosos da Matematica ndo € sempre igual a ordem
histdrica, e nem a ordem didatica coincide necessariamente com alguma das duas (VALDES,
2006). J& no caso de estudantes de Célculo, espera-se que as informacdes aqui reunidas possam
colaborar para um conhecimento mais claro e profundo do TFC, tdo importante para o Calculo
—nao é fundamental sem razdo. Ainda, caso sejam futuros professores, o trabalho também se
adequara aos aspectos relacionados aos docentes.

Particularmente para o autor, a realizacdo desta pesquisa também foi muito proveitosa
e trouxe grande carga de novo conhecimento. Mostrou na pratica aquilo que os autores apontam
teoricamente: proporcionou maior entendimento ndo s6 das origens e do processo de
desenvolvimento do TFC, mas também do proprio teorema e dos conceitos que seu enunciado
e demonstragdo buscam exprimir; e ainda elucidou novas ideias para abordagens do futuro
trabalho como docente, caso venha a lecionar Calculo Diferencial e Integral.

Para trabalhos futuros, sugere-se uma adaptacdo pedagoOgica da pesquisa para a
elaboragio de uma sequéncia didatica. “E necessario que os professores universitarios adquiram
uma postura construtiva de uso da historia da matematica em sala de aula” (VALDES, 2006, p.
87), tanto como fator de melhor esclarecimento dos conceitos quanto para uso dos alunos, caso
futuros professores, em sua prépria pratica docente. Também seria relevante uma continuago
dessa pesquisa, isto €, uma investigacao e relato da histéria do Calculo apds as obras de Newton
e Leibniz, desde matematicos e descobertas imediatamente seguintes até o processo de
formalizagdo e fundamentacéo logica do Calculo no seculo XIX, com o estabelecimento da
Andlise. Indica-se ainda uma busca pela histéria do ensino de Calculo, de modo a revelar os
porqués de ele ser abordado em livros e em sala de aula da maneira que é atualmente. Outra
sugestdo € a realizacdo de pesquisas que contenham o resgate historico e registros de
representacdo alternativos de outros topicos da Matematica, inclusive daqueles que séo
trabalhados na educacéo basica. Considera-se que os beneficios aqui apontados se estendem a

outros niveis de ensino.
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EmmuuwazcauueAMemMpmn
metemdtica” (BOYER, 1974 p 129),

Papus de Alexandria (290-350) o Glumo '
Selecer
Fego

-

o0t 'mf “:9.-'_.......... atas zmm
l Tosgério Ressano ¢ fun da bsde Antaes I

&’ lavasho ¢ quada d2 Rome (476) fies do lmpéno Romano so
ocidents ¢ micio do periodo coahacado como Idads Médis,

u. Gedoas passs o sncegrar & panie oneotal 4o Lngéno, que pasa
& ser chamada de bopdno Blzanting,

Conflite de reb@dex contros de estudon gregos fechados em
u" 529, mascondo 0 fim da Matesultica ewropeis da satigundade
(BOYER, 1974),
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g m a:f'!v_\_f?--nm waiiin zmgﬂ-

Ativedade matemica pa Europs mats hgada & ranscngdss ¢
B comentines, desenvolvinento pracipal passos & acontecer
e outras regides (BOYER, 1974)
L, Onda de conguistas terriioniass pelos deabes no século VII,
omando schuuve Alexndra (EDWARDS, 1979),

Desperar dezbe 5o sée. VIl que, caso alo tivesse ceomido,
b‘mmnmmaaheueﬁm
asge” (BOYER, 1974, p. 166),

enig m 8:‘-:'?!?"“‘ s N BRNET
s
Al-Khwarizes

X Namero Aljabe wa'l
Hindorwe migadalok
S ST

b 1123 inidio do dedinio da Ginda drade; estudos relevennes
& encerTando em apeosimadamente 1435,

[ Principais stividades matemdticas passaram definitivamenite
@0 mundo drabe para & Ewropa cdidental; 2

G nc.. 8:-:':-!"--'“ e R REKET
| 1V Final ds Idade Média |

bmm«t&umnmmmye.
ennguecenn com cltmennos de anoudtica ¢ dlgebes,

L, Felumems, o comego de sew declinio comcsds com o
despenar da Europa Ocadental (EDWARDS, 1979),

Séc. XIL obwas gregas ¢ Arabes comegam & chegar aos
[y cwopeus por meo de wadopdes, cnaglo de famosas

unverndades, introduglo do sstema de numaraglo indo-

ardbweo, -

LRULH m‘ u: PRI o ZMW

[ Fimal da 1dade Madis |

Destaque para Lecnardo de Pisa (sprox. 1170-12480), "o
&-enm mas onginal ¢ & sundo onstlo
madieval” (BOYER, 1974 p 186),

&Wmmmmueu\mm
e XIV, specialmente ems Oxfond; definsglies uponanss ¢
descobents do Tecesma da Velocidade Média de Meron,

Esses esnudos slcangam o Frangs ¢ chegam & Nicdle Ovesme

(1323-1382), A

LRI m: ':n-“_—no«. e X
[1V. Final ds Idade Media |

L, Aceditns gue wdo gue ¢ mensurivel
poderia ser pensado como  quantdade
continua (BARON, 1985),

Sua grande wesa. “por que a0 agar wea figies
ou grifico da mantina pels qual varem &
cousas ™ (BOYER, 1974),

¥ Vasds Do

e

Ly Relsglo com o que hoje chamamos de representagho
grifica de fumgdes, -
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oo THOE et . R RRAST
| 1V, Fisal da idade Média |

. o

T

UL AT

P

&Ps-m a venficsglo geoméawa do Teorema da
Velocadade Méadis de Mearmon,

oo TROE e . ETRRATT

BMW(M&MW)MOM&
desenvolvimento da Matemitica spds Oresme,

Guesra d0a 100 #a0s entre Franga |~ 02 |[F-=02 |
& lnglaterm (1337-1443), "CLT - “]L-:LI
L Univermdades alemis ¢ zalismas E Q. -g’,
formecess a4 make pane dos A TN
eitudicsos 4o inicio da e pds-

medieval (BOYER, 1974), e |

oo IO Jlmmene o, ETERAT

V. Séewlos XV e XV

[ lavenglo da mpessslio, com O PEmEro MVEO INgIessO em
1447 (BOYER, 1973),

Rapados avangoe ne Mlasbes, “Poucos homens do século gaunae

By Bam grego ou conbeciam suficieniements 3 matemitica pan
oo proveito das chas dos mdborss gedeserns grepos”
(BOYER, 1974 p 197),

B Primeaira apenigio de um nissero negativo isolado ene Triparsy
o lo selence des momsbes, de Nicolas Chogquet (1445-1488) -

oo THONE Hermenee . ETRANET

&. 1489 mas antiga apanclo impress dos dedolos + ¢ -, em
obra de Johoanes Widnans (1462-189%) (BOYER, 1974),

Obres bem completin, como Summa de Arithmenico (14549), de
& Lucs Pacsol (1845-1514), ¢ Arithmenion fmtogra (1544) de
Michaed Sufel (1887-1559) (BOYER, 1974),

E 1545 Ars Magna, de Gurolamo Candeso (1501-1576) -
maco do fem de Made Méha deroo da Masemidtacs
(BOYER, 1974), )

puie - PO JIsmreee L TR

“A Slaebes durme 0 tespo &0 doabes 2 0 comego do pertodo
Ly modemo alo tigha 10 kege no processo de idertaglo do uso

de tratar cascs parsculares” (BOYER, 1974 p 223), Fraspos

Vikts (1530-1603) e sua cbra Inmoduction 50 the Analyeic Are,

Grande passo pars & wamglo entre casos particulares ¢

bum“-hpmmmawb
Célculo (EDWARDS, 1979),

»

e IO Hemmrre . EIRKTT

ﬂo Simtolo de iguddade com Robemt Recoeds (1510-155%),
conbuigdes & Tngosometna por Copérmeco {1473-15843)
L Inicso da subsnmusclo do rigor das demonstragdes gregas
dirsta 4 ooglo mhutive de Bemite, com
Simoe Stevin (1548-1620) ¢ Luca Valéno (1552-1618)
(BARON, 1985);

b"&’uhmhmumm”nm
nodezidas nos  mOpoe  méndos  afinfesmas  que
faluente conduziram 20 chiculo” (BOYER, 1974, p 236), 0
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nouE Fromerrees ., ETERIN
VI Sécsdo XVII

noe

bruaomxwmmmwm

de resultados,  impul das pelo  deseavolvemenso da
maoncmis ¢ das navegacies (EDWARDS, 1979),

&WW-CMMWUGl‘)”m
Napuer (1550-1617) spresenta 0 logarntmos,

E.MQNMJ‘MeM
“aecesndade crescsnte de referentes 4 cowes

EPUMENLs
Infinzansnte grandes ou pequenas” (BOYER, 1974, p 239),

NouE Hemmemes o ETRRAET
VI Sécule XVII

LELUL A

[Ly sohannes Kepler (1571-1630) volume de um sorus;
Vol oY b, s Xed, s

Vot {hindoate )

»n
g NoE oo ., EDERET menut: noE Bormmrmee . SSRAET
TN
& Bonavenours Cavalen (1598-1647), IB Bosaventura Cavalien (1598-1647);
- -
. . > "( g a b
= de & ) 1 »
? [, % & o X
e { i
!
b $™

e m‘ n:.“'nn-vnu. - zmm
e

Goometria
Anaiccs

Piemre de Fermar
(1601-1665)
R

Rend Descanmes
(1596 1650)
p—

b La Geomerrfe, de 1637, ¢ bavadicnon o Plane and Solid
Loct, f210 80 mesmd and mas publicado apenas sm 1679,

bnmma(‘MAnlnu.mMmum
avango aeda malor do Cllewdo (EDWARDS, 1979),

now n:ov-v_-n-uon. e T

VI Sécule XV

'.Dawu dessovolvey wm méndo para tangenies (SUZUKIL,
2005), Fermat, uma de caloular mi & mimmos & 0
50w pans tangestes (BOYER, 1974),

[, Descarnss chegou atd mesmo o desafiar Fermat a resolver alguns
peodlemas (SUZUKL 2005),
Ferma tunbéom studou outios Kpeoos, inclusive probdemes de

Bmmémmﬁwﬂmaﬁwﬂnw
Lversa eatre o8 dots tipos de probleme A

ni
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E:(hﬂummm

D0 Bamal 0D WY

o ESRRAST

Prmgriee Tomd s (WA w7

Pt e S | Py

e

m_._..j 8:-«_-’-.\..".. e " RRARIT

&Ammud:epokemo Unsdo, am especial
pelos trabalhos de Tomicelll (BARON, 1985),

Jobes Walls (1616-1NE) publica Arithmenica
[5 Iefndooruwe em 1655, chegando o resulados

squivelentss acs de Cavaben & Tormcelk por

meios aritméticos (GUIOCIARDING, 2009);

bAo&nmmMummmmmodeu
estudos (HARON, 19485), A

e

no= e

Dosstinave 06 clemientos necessdrion para &
&0 geocrahzacho  des  onicas  anfindesimas
desenvolvides (BOYER, 1974),

Geometrioe  Pars  Unbwersalis, de 1668

[Ly passagess direta da quadsatura de ums curva 4
tamgenie de outra (BARON, 1985)

Prasesn afinuacdo clara pubbcada comspondents 30 TFC,
“se Gregory a considercu como “fandamental™ ¢ uua outrs
quesiol” (BARON, 1985, p. 45), bt

- EDRRAST

S gy (MR T

Foawn b A

e

nouE Hromre o ST

Base Bamow  (1630-1677)  grande
&scgn&vdmmu,ptdmxﬂomn
geometna,

Publicow e 1670 sua obea [ectiones
L Geomerricar, considerada por Farndnder,
{2015) comso 0 peimeso o de Clloaky

LELUEI

'b-’ilf n:..-.....mm : zm-m-

Como Tomcelll ¢ outres, Bamow pdde pesceder & relaglo
nﬁm ertre 06 peoblemas de quadnatuns ¢ tmgeales
(EDWARDS, 1979),
[Ly Preposcio 11 da glo X de Lecriones Goometricor. relaglo
expeessa em forma de toorema ¢ demsortoads,

BPo&umﬂanﬁmvm&udem‘m‘lﬂﬂ
5200 o primeatna prova da relaglio ¢ O reconhecimento mas <o

e seu sgnificado st endlo (BOYER, 1959), a

e

m: n: [R——"
VI Sécule XV

Fagen 3 et gl o S o s

= T

Fowe LETVRAS W 4 <
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g THOME Hemmree o, ESRRAET

- ) e [ADEZL R PF

L 4
L

s R
tvf

o RO HRmmmeee o, ETIAATT
VI Sécule XVII

Beron (1985) afinea ser ddficil considers O matenal como
ﬂ-o Cilculo de fasa, pois oo contém nem 8 sotaclo apropeads nem
25 regres algonosicns desas deen da Matemitica

Depots de prepaese & obea pars publicacio, Barow & entregou

[Ly pars reviso a sew adeno & subarato (por sus indicaglo) no cargo
de Lovasion Proverior d Cam Laase Newton, & passos &
e dedicar somente 4 Teokpa (BOYER, 1974)

s THOME Hermmeeees o ETERAET

O mentor de Newton e Cambodge, lseac Barow (1630-
bnem,umwmmmmnm
eatanmente relacsonados ' (STEWART, 2016, p 347),

Baron (1985) &4 a Barow ceddito pels verslo wciad do TFC,

[, = nega que 1550 0 pensites “ter © Cllculo™ stecipadamente
pestanente pelo sou modo predominantements geométneG &
esninco de exuesslio

wnuce YOS Frmme— o R
VI Sécule X VI

Barrow nlo chegou 3 tradure seu t2orema &m us algontmo pars
& O chleulo de Areas, © que acoba trando ums parte fundurnental
S0 TRC (MAHONEY wpud GUICCIARDENL, 2009),

Retusave-se 8 faer uso de nOVos CoNems ssnciss &0
5 Cllculo, como métodos analinecs mais dedismacos ¢ simbologa

algtboca (MAHONEY, 1990)

lmportincis masor e cocedenas 0 conhecimento disposivel em
E‘ Sud £pOCH [arS ENSING & PaFD USO POSISON que em maoduze

nowes conceitos (WHITESIDE s/ NAUENBER(G, 2012),

peng nou ':m'm e ERTAET

Cuiccienda (2009) afinua gue o propoo Newton ambel & Bamow
L grande poped como seu mentor, Leibng tambéas teve comtalo com
o webalho de Barow (NAUENBERG, 2014),

“Malnbmzemm-nouhmmwo
Céledo de uma fooma snalines que levou & diversas splicapdes
(NAUENBERG, 2014),

Ly L) o Teoeema Fosdameatal fon deacabento par Bamow e
explondo por Newton ¢ Lathng® (STEWART, 2016, p. 352), o

s THO JR e s SR ITAT

n.OdnumoMumdoCMmlomnmnuu—MImpe
evegular (BARON, 1985),

Lacusa entre poticalaridade & genersdacio fitou sherta até

&.Nemm“eowauwmw
magemines ¢ 0 reconhecimento de que ele ¢ de faco impontants
(EDWARDS, 1979,

Newtoe ¢ Leiteiz nlo tpenss o TFC, mas também
&mu&,ﬁeim 1550, aubos o considerados
o6 pais do Cllcslo, “ainda que 0 cicalo nlo teahs comepado sem
temminado com e dots homens” (BARON, 1985, p. 5); -
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S

m s:ﬂ-pu—a-.
VIL lsaae Newton

Isase Newtoe (1642-1727) nasceu mo

ENwalmelmmw
em 1661;

e

w1 e e

Logn meve comtato com obems de seus

[L’mw em  especial  com
Anwmedco ialviw, & Ut mAS O
iaflosncsos (BOYER, 1974y

o

nos fomr— . I

&.Aonulaomo& 1664, Newton 34 etova peeparado para dar
suss pripnas contnbuigles (BOYER, 1959),

ene

Esolamento durante boa parte dos ancs de 1665 ¢ 1666, pesiodo
em que desenvolveu seu Ciloslo (EDWARDS, 1979);

Ly Faleceu e 1727, tendo w velino dgno de reis (EDWARDS,
1979);

g s T BRASIT

m-\ 8:.*_','.‘."-‘“""
VIL lsane Newton

Em 1664-1665, Newton expande: & geacnalzon estudos sobee
[y potincias de bindmios feos por Wallis, chegaado a0 seu
primeiro resuliado pelevante o teoesms Mol

[y Evento central para a “legaliznglo” do uso dus sénes mflakas
(EDWARDS, 1979),
&Am&alsﬁs..‘lmmnms—.wm

melhor pees a5 quadraturas, beseada aa relaglo inversa enre o5
prodlesus de Areas & tmgenies (GUICCIARDINI, 2009), ot

et o u:g-_-._-»-m.. e EDRRNET

VIL Tsmac Newton

n__"\)umomhemnnsde Iy
relacsonades a0 Caleulo,

BMMMnmmnn,'(- V) = 0 como & mtersecglo de
duss lishas em movemento (EDWARDS, 1979),

5 1d8as

de 16667 7

e 13 e de et 4
—_— % fe 2., &
By " g e

~

;- fee
T <
P 1T 2

LEULIN m“‘ n:o-un-unn- - z“"xcﬂ.

VIL lsaae Newton

[Ly Duss vintagens contzundade do movenentd e speoximaglo da
Matemdtica com feadomencs napursis { GUIOCIARDINI, 2009),

&Mmummh&mﬁom endoay a relaglo
enre x ey 2ndo de tmicso o eelagko entre x & v /1

Anda 0o trado de 1666, Newton dscwme como o clicwlo de
&bmm:ufmmmammm“n
primeira spanclo mas direta do TFC (EDWARDS, 1979),

L4

e IO JPmmrre e T

VIL Tsmac Newton

&M.:ammacmn “ [1x]), 1em0a

4 .y

v

Possituliton wesa abordagem sl gonitecs parn 0 caloulo de dreas
Btmmmmm&mm&\mme
o drea ara am seguda calculada pels astidenivagio;

5
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o THOME Hetemmonees . BRI
VIL lsanc Mewton

A explonglio do TFC, que levou 808 métodos algoritmicos gens
&esmm)mmmoqnm.“w&
Chleulo™ poer Newtos (EDWARDS, 1979

“Newton alo fou 0 preseuo & difersacier ou inlegra, nem a ver &
&.mh;b o esses opersgles no teorems fundamental do

cllcslo. Sua dewcobenma consiin ma consobdacho  desaes

elamenios s dgoeitmo genal | [T (BOYER, 1974, p 292).

s

ouce IO He e o ETEAKET

VIL lssac Newton

&Em 1659, compds I amalysl per aQuationes Rumen
aermbsorum Setiras; publicada em 1711 (BOYER, 1974),

bh’da.scyc(lvn)ﬁnu@eNmahmamzmdn
carva y « ax " supondo o resultado & denvindo<

Supanks 3 = e w =———gy

[T ne.. PETEONON s R ARABIT
VIL Laac Newton

Bhemmumnpm-nw-dommbm
Verss eore 2 drea ¢ 0 métndo das tngentes;

B T
S S adads pdo e 30 gee chateecs dfrexiaghe,
arhors de vwr ol pr o
conhackds por Themom o Omgoey, « talves tunbin por Toemiodl &
Fazal Newton xorosss 0 edve oweotr do clislo pegas
B capas e eplone & nlaglo Evers eem pelagios e ]
MOYER, 1974, p. 21

onuc: . IO Hermrree . S RRXER
VIL Jssac Newton

Em 1671, Newton rodipue mas we waads [ methods

[y serterum er fodomum, obes mals popaly dessa drea, com 05
métodos envolvendo dreas ¢ tngsniss sendo mstematiados
(GUICCIARDINI, 2009),

Newwoa define quansdades gerdas por movimento (o) como
&sﬁnuu. ma veloadades ingamciness como s, ¢
acréscimas infinitiments pequsnce Como momentos dos s,
-

nig m“ u:y-m_-unn» — T

VIL Laac Newton

bwuumlkqwmm,a 1676, pubbicada
em 1704 como apéadice de Opacks (EDWARDS, 1979),

No geral, & primess exposicho impressa d: seu Cllosio spareceu
[Ly em 1687 00 “mais adeundo waado cemifico de wdos 08
empos” (BOYER, 1974 p 292) Phiosophioe somralls
Principla mathematica,
&.Dax“ummvmemmuwm
para Gecesena Asalines ¢ Cdeslo Nusdnico (BOYER, 1974),

pnit o THOE e . ERITET
| Vil Goattesed Eeibaie |

Labaix (1686-1716) sascen em Lapaig ¢

[Ly cambém esmadou Dureso, Fiksofis e
Teokga, Obteve ses  doutondo em
Fiksofia em 1667,

Eotron pers o servigo diplomitico da
[Ly Alenashs = pOde mmm conhecer vimos
paes,  wrnandoge wm infueste
repesentuce do govemo (BOYER, 1974),

P Mg | VAT

“r
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o MO Jmmme L ERRRRER

| Vi Gottfriat Latsiz |
Comepou seriaments seus exudos matemilicos em 1672,

&Mmaummﬁmmm

Huygens (1629-1695), que teve paped suportanse em s relaglo
coma 4

[ly Viven em Pans dusete o6 quatro ancs seguintes, periodo ea
Qe deseavolves 55 M2 de seu Clledo (EDWARDS, 1979),

[Ly Premess publicaglo sobee Cllculo aconecey em 1684, Compls
Muwwwdumnudcm‘“

nou fsmene-
| viiL Gstfesed Leitmiz |

[Ly Posco depois de chegar o Paris, Lebaiz percebeuy e fato
meresaate wobve sequiocies numéncas (EDWARDS, 1979)

0 $ 1" e " -9 e Y (]

wne "SR IRATIT

i que 48 .

2,7,,.};...-_,:-};-.-. ~'a.9,- v -a

«

[T | "o T - o
| VI Gotfried Leitiz |

Eomm.mzwagm.m
o6 1enos de ume sénie inflasa,

v " RRATI

Lesheuz moston seus resulados sobve somes de ddesengas &
&H@mmmmow@et“mom
da somas dos versos dos ndmers Tiasgulares,

Edwards (1979) afimua que esses estodos smplancamm e
nolahzum:wamhﬂommmnw
de wensr difereagas ¢ somie dementon de uma sequinciy

5

e

no=s fmrne
| VUL Gonfesed Leibaie |

s " IRARTT

Pouco depons do6 eitudon acerca de sequéncies, Leibaiz estudou
&t‘u‘a relscionados 4 dress ¢ Lmgonies, e especial o
Trasado sobee a3 ondenades de we guarto de ctreulo de Pascal,

Nele, Pascal concln que "s soma dos senos {ordenadas) de
[Ly qualquer mco de um quadraate ¢ ignal a0 compeimento do s
horwoatal

entre 06 senos exwemos mulplcado pelo rue”
(EDWARDS, 1979),

=

LA LY

ml l: R .

| Vi Gourfried Letsiz |

. e T

o P 4 e Pt

pnot IO IR mmre s I

| VUL Genfesed Leibaie |

&,E‘:Mﬂ«a@lﬂbﬂd&rﬂ@emhhb&a
ua mente guando vis o trekegulo sefinitesumal,

P 16 D e g v b b

4
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no feemrme= . ETRRET
| Vi Gotrfeied Lebwiz |
Ledaiz 3 penciplo expressou seu remslado geral e forma
Lmbumwmmmusmmuﬂe,mlws
{SONAR, 201%),
anmwmmmmmtmmmw
& dor pessos e dregdo & unificacio & 1odos 0o resultados ¢
téonicas 4 ecigentss (EDWARDS, 1979)
bhmmuummwmm«po

tdegulo o permsiss  chegar & oremas
mum&m(wwAEg 1979); @e'

o

O Hemmem o, SRR
| Vi1 Gemfesed Leiboie |

e

O rilngulo carsctenstion, o6 estudon sobee sequinciss ¢ o buice
Ly por smbolos usiverssis fomss oF principais topecs que
perminas 4 Laboiz o sua versio do Cakeulo,

Leabeuz reuniu 10do eise desenvol VimSnlo Sm wm masuscrilo que
&mm“&lbﬁ;u&.pﬂsaumtﬂm

sdwdolos | e d e explca 0 uso o trilnguio cancteristico nos

problemas de tangentes e de dreas (EDWARDS, 1979);

noE frmmrres o ETEAET
| Vi Gotrfried Labaiz |

oenui

u’ East ou0 manuserso, agora de 1677, Leiteg intoduz sua verslo

&0 TFC (EDWARDS, 1979, afirmando
Ares shaxo de wna carve wando s

O chjetvo & obier a

Dl wrmas cuxvm 7 1) gae parte da origern, deseless » dres | limitads por

*la v peldon waon, sth o determminedo welor S o
- FITE = ovde

| *] Acfoa iy dei[dy -7
. ) ) |

penuitoo . TS Hetemrorees . R ERKTT

| VUL Guoatfeied Leiboiz |

.

A 'I s Mgl a " |“‘4_ Wiyl
.

£ coeno doecter de fxio 3 Sogis - necmaarta !
& nida
it
‘e

™

mvl ':n-o--um. e AT
| VL. Gotrfried Latmiz |

LEULY

&Ap\ncm:mnmamdewtcmub&m-
) era enconrada por supoaiplies baseadis na expendacia coes o8
problemes de tagentes,

A prumesrs publicagdo de Leibag acomecen em 1684, no Ao

Ly Ermditorum, sendo relacionads 20 seu cakoulus dferennalls,

dous an0s maes wede, publicou 60 WO Penddeo seu calculus
Summoronus,

NO [ e . BT

| VitL Gofesed Leiboiz |

O slemdo snds contrdbaiuy pamn cutras drexs da Matssdgics,

[Ly como & Algshm Linear = o Légica, ayudou a populanzar o sinal
de igualdade que wamos hoe ¢ sinda fez comentinos sobtee
rmeros compleos (BOYER, 1974);

I
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oo (O Jrmee o, ETEGIT

| AN, Disputa ¢ posterionidade I

Newton desemvolvey seus ctudos em 1663-1666, mes suw
memmmIHT o% esmudos de Leibenz

foeum  postencess, em 1672-1676, mas suss publcaples
sccateceram m 1634 ¢ 1636, ancscadendo 0 mghis,

Em 1692, Newion j4 pansava na possibaidade de ums dispura

Ly com Leitesz pela praoeidads (SONAR, 2018); e 1695, Wallis o
disse qoe ns Holanda o Cllculo e derado wma descobena
de Leibeuz (BOYER, 1974),

3

oo TRONE s . ETRRKET

I IN. Dispata ¢ posteniondade I

A moca de acusagles visow ums acusaclo foemal ¢ pablica de
b|all9¢nz- 1711, ¢ uma conussdo julgadon fol formads pela
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APENDICE B - QUESTIONARIO COMPLETO
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1.

ImpressOes sobre 0s seminarios

0= dados coletados por meio deste questiondrio serfo utiizados exciusivamente para fins de

pesguisa. Agradecemos sua panticipacdo nos semindrios e esperamos gue tenham gostado!

“Obeigatbrio
a.f*.. '
Jodo Viter Pessanha Simdo, oluno do 7° pericdo = f ft)de = f(z)
da Lic. em Matematica do IFFluminense, convida : 5
todos o participarem do seminério intitulade [ f(z)dz = F(b) - F(a)

Historia e Interpretacao Geométrica do
Teorema Fundamental do Calculo

30/08 e 01/04 Plataforma Google Meet
16:00 Inscrigéio obrigatéria!

A apresentacao € etapa integrante de seu trabalho de conclusdc de curso, orlentado
peda professora Carla Antunes Fontes,

Em termos da informagdes sobre o percurso histarico que culminou no TFC, os
SEMINanos apresentados trouxeram Novos conhecimentos para voca? *

Marcar apenas uma oval
Sim, muitos.

Sim, poucos.

Nio.
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Agsistir esses seminarics o ajudou a compreender malhor o TFCT =
Marcar apenes uma ovel

Sim

R

Ern sua opiniac, no gue diz respeito ao processoe de ensino, a apresentag ao de
glguns fatos historcos & resultados anteriores ao TRC facilitaria sua compreensao
por parte dos estudantes? ¢

Marcar apenes wma ovel
i
Wao.

Prefiro ndo opinar,

Crual foi sua principal motivagdo para assistir acs seminanios? *
Marcar apenas uma oval

Obter cenificado de horas de stividade.

Aprender mais sabre o TFC, pols & um assunto no qual tenfho dificuldade.

Aprender mals sabre o TFC, & fim de enriguecer minhas sulss.

Dutra:

Caso deseje, deixe aqui sua opinido sobre os seminarios, bem como sugesties para
sua melhoria. Desde j4, agradecemas sua participagso!




