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RESUMO

Este trabalho de conclusdao de curso tem como objetivo analisar as contribui¢cdes de uma
proposta didatica, voltada para a formagdo inicial de professores, que discorre sobre as
indeterminagdes matematicas envolvendo o zero, na divisdo e potenciacdo, no ambito do
Ensino Fundamental (EF). Entende-se que os passos iniciais de aprendizagem das operacdes
matematicas sao instituidos por professores que se formam no curso Normal Médio —
Formagdo de Professores. Sendo assim, definiu-se como publico alvo da pesquisa os alunos
do 3° ano de um Instituto Superior de Educagdo em Campos dos Goytacazes, os quais cursam
o Normal Médio — Formacao de Professores. O trabalho divide-se em duas etapas. A primeira
etapa envolve uma pesquisa de carater qualitativo, para a qual foi elaborado um questionario
objetivando investigar as dificuldades dos alunos, os quais sao futuros professores, perante as
indeterminagdes matematicas envolvendo o zero, na divisdo e potencia¢do. Neste primeiro
momento da pesquisa, também tem-se a intengdo de analisar os obstaculos epistemologicos
que sdo barreiras perante a aprendizagem das operacdes que envolvem o zero. A segunda
etapa caracteriza-se por uma intervencao pedagogica por meio de uma oficina pedagogica,
para a qual foi elaborada uma sequéncia didatica com o intuito de elucidar a compreensdo dos
professores em formacgao quanto a aplicagdo de um estudo sobre indeterminagdes matematicas
no EF. Por meio deste trabalho, conclui-se que os futuros professores dos anos iniciais do EF
ndo possuem os conhecimentos matematicos adequados para o ensino da divisdo e as
particularidades envolvendo o zero nesta operacdo. Também foi possivel notar que os

participantes ndo detém o dominio da operagdo de potenciagdo envolvendo o zero.

Palavras-chave: Zero. Indeterminagdo. Divisdo. Potenciagdo. Obstaculos Epistemologicos.



ABSTRACT

This undergraduate thesis aims to analyze the contributions of a didactic proposal, in initial
teacher training, which discusses mathematical indeterminates involving zero, in division and
power, in Elementary School. The initial steps in learning mathematical operations are
instituted by teachers who graduate from the Normal Medium — Teacher Training course.
Therefore, the target audience for the research was defined as 3rd year students at a Higher
Education Institute in Campos dos Goytacazes, who are studying the Normal Medium —
Teacher Training. The work is divided into two stages. The first stage involves qualitative
research, for which a questionnaire was prepared to investigate the difficulties faced by
students, who are future teachers, in the face of mathematical indeterminates involving zero,
in division and power. In addition, at this first moment, the intention is also to analyze the
epistemological obstacles that are barriers to learning operations involving zero.The second
stage 1s characterized by a pedagogical intervention through a pedagogical workshop, for
which a didactic sequence was developed. The goal of that is to elucidate the future teachers’
understanding about the application of a study on mathematical indeterminates in Elementary
School. Through this work, it is concluded that future Elementary School teachers do not have
the appropriate mathematical knowledge to teach the particularities of division method with
zero. Furthermore, it was possible to verify that the students don’t have mastery of calculus

involving power operation with zero.

Keywords: Zero. Indeterminate. Division. Power. Epistemological Obstacles.
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1 INTRODUCAO

A matematica ¢ uma disciplina que amedronta boa parte dos alunos que frequentam as
escolas. Sendo assim, o professor que leciona matematica tem um papel fundamental ao
estabelecer a relacdo entre esta disciplina e seus educandos. As metodologias empregadas por
ele na pratica de ensino matemadtico serd um meio direcionador para o comportamento dos

estudantes perante esta matéria (Lorenzato, 2010).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) ressaltam que o professor deve ter
conhecimento dos entraves que comprometem os alunos na constru¢do dos conceitos
matematicos. Assim, o docente conseguird compreender algumas particularidades da

aprendizagem dos alunos (Brasil, 1997).

Carvalho (1994) destaca que a sala de aula deve ser um ambiente de troca de
conhecimentos entre aluno e professor. Os individuos vdo a escola carregando em sua
bagagem intelectual conhecimentos de senso comum, assim cabe ao professor introduzir aos

discentes o conhecimento sistematizado.

Lorenzato (1993) ressalta que, no ensino-aprendizagem da matematica, ¢ comum o
surgimento de perguntas provenientes das duvidas dos alunos em relagdo ao “por qué” de
determinados processos matematicos. Assim, cabe ao professor explicar as raizes da técnica
matematica que estd sendo estudada naquele momento, ou seja indicar o “porqué”. No
entanto, ainda segundo o mesmo autor, um nimero significativo de professores ndo possuem
embasamentos e conhecimentos matematicos para sanar as duvidas geradas a partir desses

“por qués”.

De acordo com os PCN (Brasil, 1997, p. 22), “decorrentes dos problemas da formagao
de professores, as praticas na sala de aula tomam por base os livros didaticos, que

infelizmente, sdo muitas vezes de qualidade insatisfatoria.”

Diante do exposto acima, a motivagao para este trabalho deu-se perante a curiosidade
desta autora em questionar-se sobre possiveis duvidas dos seus futuros alunos. Duas dessas
indagagodes, que originaram o tema que serd abordado neste trabalho, foram “por que nao
podemos dividir um numero por zero?” e "por que zero dividido por zero nao resulta em
um?". A partir da busca por respostas para essas perguntas, foi desenvolvida uma afei¢ao pelo

estudo do algarismo zero, em particular as indeterminagdes que o envolvem.
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Desanti (2017) indica em seu trabalho que a maioria dos livros didaticos ndo expde em
seu conteudo a explicacdo matematica que o ocasiona a ndo divisdo de um niimero por zero,
assim quando esta duvida surge no Ensino Fundamental (EF), cabe ao professor explicar ao
estudante a impossibilidade desta operacdo. O autor aponta outros questionamento que

surgem durante esta fase do ensino:

O que significa matematicamente a expressdo 0/0? Por que essa expressdo ¢ dita
indeterminada? Essas sdo questdes que causam uma certa curiosidade no estudante
ao mesmo tempo que causa desconforto ao professor em fornecer-lhe explicacdes de

forma adequada e didatica (Desanti, 2017, p. 16).

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018) no 5.° ano
do Ensino Fundamental o aluno deve estar apto a trabalhar as operagdes de multiplicagdo e
divisdo com numeros naturais e racionais, sendo o multiplicador um niimero natural e o

divisor natural e diferente de zero.

Segundo Carvalho (1994) os professores que lecionam nas séries iniciais do Ensino
Fundamental (1.° ano ao 5.° ano), sdo os que se formam no curso de habilitacdo ao Magistério,
atual curso de formagdo de professor normal médio. Curi (2004) e Lima (2007) evidenciam a
ideia de que esses professores serdo os norteadores dos primeiros contatos dos alunos com
conhecimentos de varias areas. Assim, ¢ um desafio na formagdo destes profissionais a

construcao de competéncias para trabalhar com essas areas de conhecimento diversificadas.

Os alunos que buscam formagao de professor - Nivel Médio, em geral, compartilham
pelo desprezo em relagdo a matematica (Carvalho, 1994). Tal aversdo a esta disciplina
acarreta em uma atuacdo indesejada no ensino da matematica durante os anos iniciais do

Ensino Fundamental.

Os conhecimentos matematicos destes professores, em geral, sdo limitados, pois
durante seus anos escolares pouco lhes foi ensinado (Lima, 2007). Sendo assim, "para
organizar suas aulas, valem-se de livros-texto, nos quais sdo obrigadas a crer pois nao tém

outra alternativa" (Lima, 2007, p. 163).

Lorenzato (2010, p.3) diz que “ninguém consegue ensinar o que ndo sabe, decorre que
ninguém aprende com aquele que dé aulas sobre o que ndo conhece.” Tal fala corrobora com
Carvalho (1994) que reforca que o aluno, em preparacao para lecionar nas séries iniciais do
EF, precisa experienciar durante a sua formagdo a sua capacidade de entender matematica e
construir conhecimento a partir desta disciplina, s6 assim este futuro professor compreendera

a sua capacidade de transpor as nogdes matematicas.
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Curi (2012) considera que os concluintes dos cursos de formagdo de professor, se
formam sem o conhecimento necessario dos contetidos matematicos que irdo lecionar. Assim,
Lorenzato (2010) afirma que o professor em formacao, tal qual o que ja esta formado, precisa
se manter atualizado, sempre na busca por informagdes que acrescentem nas suas praticas

pedagogicas.

Brolezzi (2000) ressalta que a matematica ¢ uma ciéncia em construgdo, assim a
histéria que a envolve tem competéncia de incrementar os conteudos a serem ensinados,

lapidando a formagao do conhecimento educacional.

Para Lorenzato (2010), o professor pode repercutir algumas dtvidas dos alunos, por
meio da histéria da matemdatica. O autor indica que tratando-se de determinados
questionamentos em torno do “zero”, os elementos histéricos detém explicagdes importantes e

plausiveis para o enriquecer o processo de compreensao do aluno.

Diante do exposto, formulou-se a seguinte questdo de pesquisa: Quais as contribuicdes
de uma proposta didatica, voltada para a formagao inicial de professores, que discorre sobre
as indeterminagdes matematicas envolvendo o zero, na divisdo e potenciagdo, no ambito do

Ensino Fundamental?

Sendo assim, para responder a questdo de pesquisa tragou-se o seguinte objetivo geral:
Analisar as contribuicdes de uma proposta didatica, voltada para a formagdo inicial de
professores, que discorre sobre as indetermina¢des matematicas envolvendo o zero, na divisao

e potenciagdo, no ambito do Ensino Fundamental.
Para alcancar o objetivo geral, tragou-se os objetivos especificos expostos abaixo:

- Investigar as dificuldades dos alunos concluintes do curso Normal Médio - Formagao

de Professores em relagdo as operagdes de divisdao e potenciagdao envolvendo o zero;

- Identificar obstaculos epistemoldgicos enfrentados por alunos do curso Normal
Médio - Formagao de Professores em relacao as indeterminagdes matematicas envolvendo o

Z€10.

- Proporcionar reflexdes sobre o processo de ensino-aprendizagem referente as
indeterminagdes matematicas que resultam-se das operagdes de divisdo e potenciagdo

envolvendo o zero.
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Este trabalho divide-se em 5 capitulos, dos quais o primeiro consiste nesta introdugao.
Os capitulos seguintes sao: Revisao de Literatura, Procedimentos Metodologicos, Resultados

e Discussoes e por fim as Consideragdes Finais.

O capitulo de Revisdo de Literatura ¢ dedicado a apresentar o aporte tedrico utilizado
para desenvolvimento deste Trabalho de Conclusdo de Curso. Posteriormente, o capitulo dos
Procedimentos Metodologicos contard com a exposi¢ao do publico alvo, o tipo de pesquisa,
juntamente com os instrumentos de coleta de dados e as etapas executadas durante o
desenvolvimento do trabalho. No capitulo de Resultados e Discussdes sdo apresentadas as
analises dos dados coletados no decorrer da pesquisa. Por fim, no ultimo capitulo com as
Consideragdes Finais, retomam-se os objetivos deste trabalho bem como a questdo de

pesquisa norteadora, apresentando os ultimos comentarios relativos a teméatica abordada.



2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 A abordagem historica do zero na matematica

O surgimento do zero tem uma relevancia significativa nos estudos historiograficos da
matematica, haja visto que este nasce para preencher um ‘“vazio” existente na histéria dos
numeros. Nesta secdo, serdo abordados os caminhos histdricos percorridos para o
reconhecimento do algarismo zero, assim como as intercorréncias causadas por ele ao longo

da evolugao aritmética matematica até os dias atuais.

Ao longo da histdria, os povos antigos tinham diferentes modos de representar seus
sistemas numéricos. Segundo Guimaraes (2008), os egipcios, gregos € romanos empregavam

simbolos com valores fixos para representar seus nimeros.

Os egipcios usavam figuras para indicar sua linguagem numérica. Os gregos
representavam os numeros através de letras gregas. Os romanos empregavam letras
maiusculas relacionando-as com quantidade. Estes povos usavam o principio aditivo nas suas
representacdes numéricas (Quadro 1). Sendo assim, a posi¢do em que estes simbolos se
encontravam, nao tinha relevancia, pois bastava somar o valor fixo de cada representacao
simbolica que estava agrupada. Para estes povos, a presenca do zero em seu sistema de

numeragao, era irrelevante.

Quadro 1 - Representacdes numéricas dos egipcios, gregos € romanos.
Sistema de numeragao Simbologia Numero no Sistema hindu-arabico
Egipicio 100+10+10+1=121
&P InnNi,
Grego pLa 100+10+10+1=121
2
Romano CXX| 100 +10+10+1=121

Fonte: Adaptado de Guimarées, 2008

! Fonte do simbolo: Guimaraes, 2008.
2 Fonte do simbolo: Guimaraes, 2008.
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O inicio da historia do zero na matematica permeia as civilizagdes da antiguidade que

usavam o sistema de numeracao posicional. Os povos babilonicos, como aponta Ifrah (1997),

usavam o sistema numérico herdado dos seus predecessores sumérios, no qual dois signos

compunham o conjunto de algarismos, sendo estes um prego vertical e uma cava (Figura 1),

equivalentes a uma unidade e ao numero 10, nesta ordem.

Figura 1- Signos numéricos dos babildnios.
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Fonte: (Ifrah, 1997, p.295)

Guimaraes (2008, p. 38) indica que na Babilonia “para além do 59 o sistema passava a

ser posicional, e um espago era deixado entre os simbolos.” (Figura 2). Ou seja, os babilonios

careciam de um sistema decimal, usando o método aditivo para formacao de numeros até 59.

Em contrapartida para os maiores de 59, era admitido um sistema de base 60, chamado de

sexagesimal, que seguia a regra numeral de posicao.

Figura 2- Representag@o babilonica do numero 75.
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Fonte: (Guimarées, 2008, p. 38)

Sobre o principio das posigdes usado no nosso atual sistema decimal de numeragao,

que ¢ analogo ao utilizado pelos babilonios, Ifrah (1997) diz:

A superioridade e a engenhosidade de nossa numeragdo escrita, na realidade, da
admissdo do principio segundo o qual os algarismos empregados tem um valor
varidvel que depende da posicdo que ocupam na escrita dos nimeros; um algarismo
dado serd associado as unidades simples, as dezenas, as centenas ou aos milhares
segundo ocupe o primeiro, o segundo, o terceiro, ou o quarto lugar na expressdo de
um numero (partindo para tanto da direita para a esquerda) (Ifrah, 1997 ,p. 286).



20

Logo, na escrita numérica do povo babilonico a ordem em que os algarismos se
encontravam dispostos era de relevancia significativa para leitura do nimero representado, “o

valor de um algarismo variava segundo a posi¢cdo que esse ocupava na escrita dos nimeros.”

(Ifrah, 1997, p. 296).

A Figura 3 traz a representagdo do numero 174.012 usando o sistema posicional

sexagesimal babildnico.

Figura 3- Representac@o babilonica do nimero 174.012.

| % T

48 x 60% + 20 x 60 + 12 =174.012
Fonte: Adaptado de Ifrah, 1947, p. 298

Havia entre os babilonios uma dificuldade ao se tratar da leitura da representagdo de
determinados numeros, pois estes levavam o leitor a duvida de qual valor estava sendo
representado pelos simbolos em questdo. Um exemplo de numeros que causavam
ambiguidade diante de sua escrita sdo 25 e 615, os quais ainda podiam ser confundidos com

36.605. Veja suas representagdes na Figura 4.

Ifrah (1997) destaca que a auséncia do zero na numeracgdo babilonica gerava, por sua
vez, essa imprecisdo de leitura numérica. E possivel notar na Figura 4 que ha a tentativa de
introduzir um espacgo entre os simbolos na escrita do numero 615, com a finalidade de separar

as “ordens”. Todavia, nem sempre esse espacamento era notado pelo leitor.

Figura 4- Representag@o babilonica dos niimeros 25, 615 e 36.605

LW o <<F , <<

[25] [10;15] (1, 10 3]

Fonte: Adaptado de Ifrah, 1995, p.301
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Ainda segundo Ifrah (1997), por muito tempo a civilizagdo babilonica ignorou a
auséncia de um signo representativo para indicar o espago vazio entre as posigdes dos
algarismos. No entanto, em uma determinada €poca posterior ao século IV a.C., astronomos e
matematicos babilonios comecaram a usar o duplo prego (Figura 5) para assinalar a auséncia

de algarismos em determinada ordem sexagesimal.

Figura 5- Representa¢do para espago vazio.

4 - &

Fonte: (Ifrah, 1995, p.309)

E importante destacar que o zero babildnico representa um espago vazio, nio sendo
este o zero usado nos dias atuais. Em sua obra Ifrah (1997) pontua que os matematicos da

Babilonia empregavam o duplo prego apenas em posicdes intermediarias.

Um exemplo ¢ a representagdo no niimero 3645, onde o vazio na segunda ordem ¢

indicado com o uso da nova simbologia (Figura 6).

Figura 6- Representagao babilonica do 3645.
T<¢ €W
.0 ; 45)

1x60% + 0x60 + 45

Fonte: Adaptado de Ifrah, 1995, p.310

Ja os astronomos babilonicos admitiam também o uso deste simbolo, nas posigdes

finais e iniciais. A Figura 7 apresenta a representacdo do niimero 60 por estes estudiosos.
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Figura 7- Representacao babilonica do 60.
[1.:0]
1X60 + 0

Fonte: Adaptado de Ifrah, 1995, p.310

Segundo Ifrah (1997), tempos depois da descoberta do zero babilonico, no I milénio
d.C., os astronomos e sacerdotes da civilizagdo maia, que residiam na América Central,

também idealizaram o principio matematico de posi¢ao, assim como o uso do zero.

Vale ressaltar, que os maias ndo tinham influéncia externa em suas descobertas, as
quais abrangiam diversas d4reas: matematica, arquitetura, educacdo, comércio, arte e

astronomia (Ifrah, 1997).

O sistema de numeracao maia era posicional de base 20 e estes possuiam um zero para
ocupar as posi¢des vazias, conforme ressalta Ifrah (2001). De acordo com Berlingoff e
Gouvéa (2010), a civilizagdo maia detinha um sistema de numera¢@o analogo ao babildnio, no
entanto ndo possuiam a irregularidade de leitura de determinados niimeros, pois tinham um

representativo de posicdo vazia.

(134

Os maias usavam dois simbolos para indicar sua numeragao, sendo estes um ponto “.”,
o qual representava o nimero um e uma barra “_” simbolizando o numero 5. Como a base

desse sistema era vigesimal, até o nimero 19 as representacdes seguiam conforme a Figura 8.
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Figura 8- Representacao dos algarismos Maias.
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Fonte: (Ifrah, 2001, p. 251)

Ifrah (2001) destaca que os numeros a partir de 20 eram escritos organizando os
algarismos em uma coluna. Na primeira fila da parte de baixo encontravam-se as unidades
simples, nas linhas posteriores acima encaixavam-se as vintenas de acordo com a ordem

ocupada. Destaca-se que a terceira fileira, a qual deveria corresponder aos multiplos de 400,

na realidade, correspondia aos multiplos de 360 (Figura 9).

Figura 9- Numero 7215 no sistema de numerac¢ao Maia.
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(=1x7200 + 17 x 360 + 8§ x 20 + 15)

Fonte: (Ifrah, 2001, p. 253)

Logo, conforme explica Berlingoff e Gouvéa (2010, p. 68), a leitura dos niimeros

maias seguia a seguinte regra:

O grupo mais embaixo representava unidades; o valor do segundo grupo era
multiplicado por 20, o valor do terceiro por 18 x 20, o do quarto por 18 x 20 x 20, o
quinto por 18 x 20 x 20 x 20 e assim por diante. Desse modo, o sistema dos maias

era essencialmente baseado em vinte, exceto pelo uso peculiar de 18 (Berlingoff;
Gouvéa, 2008, p. 68).
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Conforme dito anteriormente, os maias possuiam um simbolo que indicava a
representatividade posicional do zero. Ifrah (2001) destaca que os sdbios maias criaram o
zero, para que os algarismos ocupassem as devidas posigdes, mesmo quando alguma fila
estivesse desocupada (Figura 10). O icone usado para indica-lo era andlogo a uma concha ou

até mesmo casinha de caracol.

Figura 10- Representacao do zero maia.
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Fonte: (Ifrah, 2001, p. 253)

Berlingoff e Gouvéa (2010) pontuam que os maias ndo tiveram influéncia no
progresso evolutivo dos niimeros no ocidente, pois sua cultura ficou restrita a sua regido na
América Central e ndo foi conhecida pelos europeus nos séculos passados. No entanto, para
Ifrah (2001, p. 254), os maias além de terem elaborado uma numeragdo de posicdo, eles
certamente criaram o zero. O fato de a numeragdo desse povo nao ter sido estritamente
vigesimal, fez com que este zero perdesse a fun¢do de operador aritmético, sendo assim a
civilizacdo maia deixou de ser a detentora da criagdo de um dos marcos da evolucdo

matematica.

De acordo com Ifrah (2001), em meio ao século V d.C., na India, os hindus iniciaram
0 uso de um sistema de numeragao eficaz, o qual ¢ o embasamento para o sistema que usamos
atualmente. Esses habitantes da India traziam em seu histdrico uma escrita independente para

simbolizar os nove primeiros algarismos do seu agrupamento de nimeros (Figura 11).

No entanto, os sabios hindus sentiam-se limitados com tais representagdes. Logo, para
exprimir os numeros, eles passaram a usar uma notagdo por extenso: eka, dvi, tri, catur
paiica, sat, sapta, asta, nava que sao sindbnimos de um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito

e nove, nesta ordem (Ifrah, 2001).
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Figura 11- Algarismos hindus.
2 i i 5 6 7 E g

Fonte: (Ifrah, 2001, p. 265)

De acordo com Ifrah (2001), os estudiosos hindus elaboraram uma numeragao oral
posicional usando a base 10, com leitura das poténcias na ordem crescente da esquerda para a
direita. Com a finalidade de evitar as confusdes de leitura quando houvesse auséncia de
unidades em uma determinada ordem, os hindus usavam a palavra "sunya"”, a qual tem o
significado de vazio (Ifrah, 2001). O Quadro 2 traz a exemplificagdo da representagdo oral

hindu para os numeros: 31, 301 e 3000.

Quadro 2 - Representacdo oral hindu dos numeros 31, 301 e 3000

Niamero Representacio oral posicional hindu
31 "UM. TRES" —[1 + 3x10]
301 "UM. VAZIO. TRES" —[1 + 0x10 + 3x100]

3000 "VAZIO. VAZIO. VAZIO. TRES" — [0 + 0x10 + 0x100 + 3x1000]

Fonte: Elaboragdo propria.

No inicio do século VI d.C., segundo Ifrah (2001), os 9 algarismos hindu passaram a
ser usados de forma posicional para a representacdo numérica. Diante disso, o vazio passou a
ser representado por um ponto ou por um pequeno circulo. Inicia-se assim, o surgimento do
zero usado nos dias atuais. Os numeros, nesta ocasido, eram escritos na base 10 obedecendo o

sentido decrescente das poténcias da esquerda para direita (Figura 12).

Posto isto, em conformidade com Berlingoff e Gouvéa (2010), os hindus tém
expressiva participacdo na evolugdo do sistema de numeracao posicional usado nos dias

atuais.
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Figura 12- Representacdo hindu numero 9100.
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9 | 0 0

Fonte: (IFRAH, 1985, p. 285)

E importante destacar que ao final do século VI d.C., os sabios hindus reconheceram o
zero, tendo ele sentido de "nada", assim neste momento com que esse algarismo possa ser
expressado como um numero. Tal feito foi de suma importancia para os matematicos hindus
aprimorarem seus calculos aritméticos (Ifrah, 1998). Ou seja, os hindus passaram a
reconhecer "sunya, a auséncia de quantidade, como uma quantidade de direito proprio!"

(Berlingoff; Gouvéa, 2010, p. 80).

2.2 Indeterminacées matematicas envolvendo o Zero

No ambito da matematica sdo reconhecidas sete operacdes classificadas como

indeterminadas, as quais segundo Desanti (2017) sdo:

0 00
00 =
07 )

,00”,0 - 00, 1%, 00 — 00
Nesta se¢do, serdo abordadas as duas primeiras indeterminagdes destacadas acima,

sendo elas a divisdo de zero por zero e a poténcia de base zero e expoente zero.

Em um contexto historico, os matematicos indianos, no século IX, ndo consideravam o
zero apenas um simbolo indicador de espago vazio entre outros simbolos. Nesse periodo o

zero ja era considerado um numero, assim como os outros, sendo usado nos célculos indianos

(Stewart, 2016).

As indeterminagdes matematicas sdo pouco exploradas no Ensino Médio, ja que neste
periodo escolar ndo sdo apresentadas as nogdes de calculo como limites e derivadas (Desanti,
2017). Sendo assim, para abordagem destas indetermina¢des matematicas neste capitulo sera

usado o principio da divisdo dos niimeros reais.

O autor Elon Lages Lima, traz um seu livro "Meu professor de matematica e outras

histérias" uma interpretacdo das indeterminacdes matematicas, que ocorrem na divisdo do


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B0%7D%7B0%7D%2C%200%5E%7B0%7D%2C%20%5Cfrac%7B%5Cinfty%20%7D%7B%5Cinfty%20%7D%2C%5Cinfty%20%5E%7B0%7D%2C%20%200%5Ccdot%20%5Cinfty%2C%20%201%5E%7B%5Cinfty%20%7D%2C%20%5Cinfty%20-%5Cinfty#0
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zero por ele mesmo e na poténcia de base zero com expoente zero, a qual esta de acordo com

o conhecimento prévio, esperado, do publico alvo deste projeto.

Lima (2012) destaca que a explicagdo para auséncia de significado da expressao zero
dividido por zero, produz a justificativa para o resultado indeterminado da poténcia de base

zero elevada ao proprio.

Matias (2020) aborda em seu trabalho o fato da ndo comutatividade da operagdo de
divisdo. Sendo assim, ao operar o zero como dividendo e um niimero, diferente de zero, como
divisor obtém-se resultado nulo. No entanto, ao expor o zero na fun¢do de divisor, obtém-se

uma impossibilidade na resposta.

A fim de indicar o porqué do resultado "impossivel" destacado anteriormente, Lima

(2012), indica uma mostragao a partir da definicdo da divisdo, tal qual ¢:

a
T=c=>c><b=a

Diante desta caracteristica matematica, Lima (2012) e Stewart (2016) sugerem que se
pense no dividendo sendo 1 e o divisor o 0. Segue abaixo a representagdo desta operagdo no

formato fracionario:

1 ,
- = X, sendo o valor de x um nimero qualquer.

Logo neste caso tem-se que, x X 0 = 1.

A partir do resultado exposto acima, ambos os autores, Lima (2012) e Stewart (2016)
indicam a inexisténcia de valor para a incognita x que satisfaga a operacdo, ja que o produto

entre um numero qualquer e zero resulta em 0.

x X 0 = 0,assimcomo 0 X x = 0, respeitando a propriedade comutativa da

multiplicagdo.

L

Sendo assim, os autores mostram que o resultado da diviséo -

¢ impossivel. Logo, ao

efetuar %, sendo n # 0, obtém-se uma impossibilidade.
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Tratando-se da divisdo em que 0 ¢ o dividendo e divisor, Lima (2012) indica que este
resultado ¢ um indeterminagdo, a qual também pode ser comprovada diante da defini¢ao de

divisdo apresentada anteriormente. Logo, tem-se que:

0 ,
- = Y, sendo o valor de y um numero qualquer.

A partir da defini¢do de divisdo, indica-seque 0 = y X 0.

Lima (2012) indica que o resultado obtido acima ¢ valido para qualquer valor

;. . , . , . . . . . 0 . . ~
numérico atribuido a incognita y, justificando assim classificar -~ como uma indeterminagdo

matematica.

. . S |
Este mesmo autor, também discorre sobre a indeterminacdo 0 apontando que a
explicagdo para este caso ¢ andloga ao exposto anteriormente. Lima (2012) destaca

inicialmente a propriedade da divisdo de poténcias de mesma base:

. ~ . n m . .
Considera-se entdo que m = n,assimcomoa = a = b, diante disto pode-se

afirmar que:

= =am_n=>%=b0=>1 = b’ sendo b # 0.

Em caso de b =0, Lima (2012) faz a seguinte observagdo para provar a

indeterminagdo que sera gerada:

b 0

0 0 : 0,
- = b =< = 0. Como mostrado anteriormente, o resultado para - ¢

: : : 0 . - :
indeterminado. Posto isto, afirma-se que o resultado 0 também serd indeterminado.

E importante ressaltar que Lima (2012) corrobora com Dessanti (2017) ao indicar que
as indeterminacdes expostas acima possuem explicagdes aprofundadas provenientes da teoria

dos limites.
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2.3 Obstaculos Epistemologicos

Ao longo do processo de desenvolvimento do pensamento cientifico, verifica-se o
surgimento de falhas e conflitos causadores de uma estagnacdo no progresso da
aprendizagem. Tais perturbacdes sdo qualificadas como obstaculos epistemoldgicos (Igliori,
2008). Segundo Silva (2022), estes obstaculos manifestam-se quando um individuo dispde de
um conhecimento, o qual ao ser empregado em um contexto de forma erronea torna-se uma

barreira a formacao do saber.

O precursor dos estudos que envolvem a nog¢do de um obstaculo epistemoldgico na
formacdo do pensamento cientifico ¢ o epistemoélogo Gaston Bachelard (Igliori, 2008). De
acordo com Bachelard (1996, p.19), "um obsticulo epistemoldgico se incrusta no
conhecimento nao questionado". O autor ressalta que com o passar do tempo, alguns habitos
intelectuais podem causar um bloqueio no andamento da pesquisa cientifica. Sendo assim, ha
a possibilidade do individuo acreditar saber um conceito e este acarretar o bloqueio do

conhecimento valido (Bachelard, 1996).

Bachelard (1996) discorre em sua obra, "A formacdo do espirito cientifico", sobre
onze obstaculos epistemologicos Neste trabalho serd dado destaque aos obstaculos da
experiéncia primeira, o obstadculo generalista e o obstaculo verbal, visto que os mesmos
possuem correlagdio com o0s obstaculos associados as indeterminacdes matematicas

envolvendo o zero nas operagdes de divisdo e potenciacao.

Conforme Bachelard (1996),0 obstaculo da experiéncia primeira surge quando o
individuo toma o conhecimento primario como verdadeiro, recusando o desenvolvimento de
novas ideias que exprimem contradicdo ao que € conhecido. A observacao primeira esta
interligada a opinido formada a partir do senso comum, que se apresenta de um modo facil e

pitoresco.

Bachelard (1996) usa as experiéncias realizadas em uma aula de quimica para ilustrar
o obstaculo da primeira experiéncia. Os alunos tendem a observar as reagdes quimicas
apresentadas e ndo as questionam. Eles aceitam a ideia visual que lhes ¢ apresentada, sem
contestar sobre o que de fato ocorre por detras daquelas experimentacdes. “Nao ¢ pois de
admirar que o primeiro conhecimento objetivo seja um primeiro erro.” (Bachelard, 1996,

p.68).

Ja o obstaculo generalista ou do conhecimento geral, ocorre quando os conceitos

sdo generalizados, deixando assim de observar as particularidades. A busca exagerada pela
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generalizacdo das situacdes pode acarretar em uma disseminagdo de uma generalidade
equivocada (Bachelard, 1996). “Ha de fato um perigoso prazer intelectual na generalizagdo
apressada e facil. A psicanalise do conhecimento objetivo deve examinar com cuidado todas

as seducoes da facilidade.” (Bachelard, 1996, p.69).

Igliori (2008, p.129) destaca um obstaculo na generalizagdo que traz a “concepcao de
que multiplicar sempre aumenta e dividir sempre diminui”. Deste modo, o conjunto dos
numeros naturais torna-se um obstaculo epistemologico em relacdo a aprendizagem do

conjunto dos numeros racionais (Artige, 1990 apud Igliori, 2008).

O obstaculo verbal, de acordo com Bachelard (1996), se da por meio das adaptagdes,
usando palavras elucidativas, feitas para explicar uma ideia. Tais adapta¢des podem acarretar
uma falsa interpretacdo do conhecimento. O obstaculo verbal ¢ posto como um dos mais
dificeis de se superar. E vélido o uso de analogias para facilitar a compreensdo. Porém este
meio explicativo € perigoso para a formagao do espirito cientifico, j4 que as metadforas nem

sempre sdo passageiras. (Bachelard, 1996).

Para Igliori (2008), o obstaculo epistemologico caracteriza um dos fatores que
promove a dificuldade de aprendizagem matematica. Segundo Bachelard (1996), a histéria da
matematica ¢ regular, ndo tendo em seu histdrico periodos de erro. Deste modo, nas pesquisas
de Bachelard nao sio destacados obstaculos relacionados a matematica. No entanto, em 1976,
Guy Brousseau introduziu nos estudos de Educagdo Matematica a nocao de obstaculos

epistemologicos (Igliori, 2008).

Brousseau (2008) afirma que algumas concepg¢des matematicas quando adquiridas sao
resistentes ao surgimento de novas concepgdes. Segundo o autor, os conhecimentos anteriores
precisam ser reorganizados, possibilitando assim a aprendizagem do novo. Deste modo, um
conhecimento pode tornar-se um obstaculo, ocasionando assim erros no processo de ensino.

Paias (2019) corrobora com as ideias de Brousseau ao afirmar que:

No caso da Matematica, os obstaculos aparecem com maior frequéncia na fase de
aprendizagem. Durante esta etapa, os obsticulos podem intervir no fenémeno
cognitivo. Ao comegar a ter contato com um novo conceito, o aluno deve passar por
rupturas do saber cotidiano acontecendo , assim, uma revolucdo interna que leva o
aluno a passar do antigo conhecimento para o novo (Paias, 2019, p. 204).

Compreende-se entdo o obstdculo como um saber mal adaptado, sendo assim
destaca-se a importancia de andlise dos erros recorrentes e ndo aleatérios cometidos por

alunos (Igliori, 2008). A nocdo de obsticulo epistemoldgico deve ser usada tanto no
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desenvolvimento historico do pensamento cientifico, quanto na pratica educacional

(Bachelard, 1996).

Voltando-se para a educagdo matematica, Paias (2019) enfatiza um processo de trés
etapas, desenvolvido por Brousseau, para identificagdo de obstaculos. (1) Deve-se encontrar
0s erros sistematicos e observar em quais concepgdes estes se agrupam. (2) Analisar a historia
da Matematica para encontrar os obstaculos. (3) Fazer a comparagdo entre os obstaculos

historicos e os obstaculos didaticos.

Segundo Silva (2022) o significado do numero zero, assim como suas propriedades
perante as operacdes podem acarretar em um obsticulo epistemologico, quando mal

compreendidos.

O processo que ocorreu para a introducdo do zero, como numero foi um
acontecimento historico marcado por obstaculos (Igliori, 2008). Alguns alunos compreendem
o zero como "nada". Sendo assim, na operagdo de potencia¢do, ignoram a existéncia deste
nimero como expoente de uma poténcia. Logo, ao ser questionado sobre qual resultado de
uma poténcia com expoente zero, o aluno tende a responder que a solucao € a propria base

(Paias, 2019).

Paias (2019, p. 233) revela que "ao considerarmos o estudo epistemoldgico sobre o
objeto matematico poténcia, observamos que o expoente zero surgiu apenas no século XV
com Chuquet [...]", deste modo ha um obstaculo instaurado que envolve o zero na operagao

de potenciacao.

Tratando-se do zero na operacdo de divisdo, Silva (2022) alega que os matematicos
hindus tiveram resultados precisos em relacao as operagdes que envolvem o zero. Porém, por

meio de uma generalizacdo dos resultados, consideraram que a divisdo 0 +~ 0 = 0.

Conforme afirma Bachelard (1996), no estudo da epistemologia, uma interpretagao
erronea em determinada época da historia, gera um pensamento contrario ao correto, gerando

assim um obstaculo.

Silva (2022) enfatiza que no contexto da educacdo bésica ¢ possivel notar que diante
dos quocientes 0 = 0 e x <+ 0 (sendo x # 0) ha um obstaculo, que surge quando as regras
da operagdo de divisdo sdo apresentadas aos alunos de forma generalizada, sem indicar seus

porqueés.
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De acordo com Brousseau (2008), um obstaculo epistemologico ndo desaparece a
partir do momento em que se aprende um novo conhecimento. De maneira oposta, o
obstaculo tende a retardar a compreensdo do novo fundamento apresentado. E importante
destacar que nao se deve ignorar um obstaculo, eles devem ser expostos a contraexemplos de

modo que sejam refutados (Brousseau, 2008).

2.4 Trabalhos Relacionados

Com o intuito de explorar os trabalhos publicados, os quais possuem a tematica
relacionada com a proposta deste trabalho, foi realizada uma pesquisa no Google Académico
no dia 10 de fevereiro de 2023. As palavras chaves utilizadas foram: "zero" AND
"indeterminagdes" AND "divisdo por zero". Foram retornados 122 trabalhos, assim sendo
para refinar a pesquisa, filtrou-se os trabalhos escritos na lingua portuguesa e publicados no

periodo de 2016-2023. Logo, obteve-se uma amostragem de 66 trabalhos.

Baseado na leitura dos titulos e resumos, foram selecionados 3 trabalhos, sendo estes
artigos. Diante disto, foi feita uma busca no Google usando o nome dos autores de cada
artigo: Rogério Starich Silva e José Lucas Matias de Ega. A finalidade desta foi de encontrar

os trabalhos que deram origem a tais artigos.

Ressalta-se que, 2 destes trabalhos encontrados sido do mesmo autor. E importante
destacar que para ter acesso ao trabalho que deu origem aos artigos do José Lucas Matias de
Eca, foi necessario fazer contato com o mesmo via email. Este autor demonstrou-se solicito ¢
no dia 17 de fevereiro nos enviou seu Trabalho de Conclusao de Curso. O Quadro 3 indica os

titulos dos artigos e os trabalhos nos quais foram embasados.



Quadro 3 - Artigos e trabalhos de origem

Artigo

Trabalho de origem

“A formagdo inicial e o0s conceitos
sobre dois temas controversos na
pratica do professor de matematica;
indeterminacao e divisdo por zero”
Autor: Rogério Starich Silva

Tese de mestrado

“Lacunas conceituais sobre numeros e
suas operagdes na formagdo de
professores de matematica”

Autor: Rogério Starich Silva

“Os diferentes olhares sobre o zero por
licenciandos em Matematica”
Autor: José Lucas Matias Eca

Trabalho de Conclusao de Curso

“A compreensdo de estudantes de um
curso de licenciatura em matematica
sobre o numero zero”

Autor: José Lucas Matias Eca

“Restrigdes aritméticas na
multiplicagdo e na divisdo envolvendo
zero: reflexdes sobre conhecimentos
de licenciandos em matematica”
Autor: José Lucas Matias de Eca

Trabalho de Conclusao de Curso

“A compreensdo de estudantes de um
curso de licenciatura em matematica
sobre o niimero zero”

Autor: José Lucas Matias Eca
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Fonte: Elaboragao propria.

No dia 01 de margo de 2023 uma nova busca foi feita no Google Académico,
utilizando as seguintes strings: "zero"AND "potenciagao"AND "indeterminacao". Esta
pesquisa resultou em 206 trabalhos. Este quantitativo foi reduzido para 72, utilizando filtros
que restringiram o resultado a trabalhos na lingua portuguesa e publicados no periodo entre

2018-2023.

Por meio da leitura dos titulos e dos resumos apresentados nesta nova investigagao,
selecionou-se um trabalho, intitulado "A indetermina¢do zero clevado a zero: saberes
disciplinares e pedagdgicos na formacdo inicial de professores de matematica", autoria de
Fabio Antunes Brun de Campos. Este trabalho ¢ um artigo publicado na Revista Brasileira de

Educag¢ao Matematica - Regional Sao Paulo.

E de relevancia salientar que nos dias 10 de fevereiro e 01 de mar¢o também foram
realizadas pesquisas no catdlogo de teses e dissertacdes da CAPES e no portal de periddicos
da CAPES, usando as mesmas palavras chaves destacadas anteriormente. Estas buscas nao
foram satisfatorias. Sendo assim, fica notério a dificuldade em encontrar trabalhos, como

teses e dissertagdes, com tematicas semelhantes ao tema deste projeto.

A seguir serdo comentados os trabalhos relacionados selecionados, estes serdo

apresentados nesta ordem: “Lacunas conceituais sobre nimeros e suas operacdes na formacao
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de professores de matematica”, “A compreensao de estudantes de um curso de licenciatura em
matematica sobre o numero zero” e “A indeterminag¢do zero clevado a zero: saberes

disciplinares e pedagogicos na formacao inicial de professores de matematica”.

2.4.1 Lacunas conceituais sobre nimeros e suas operagdes na formagdo de professores de

matematica.

Esta ¢ uma dissertagdo, desenvolvida por Rogério Starich Silva e orientada por Maria
Aparecida Roseane Ramos, no Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -

PROFMAT na Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia - UESB.

A pesquisa foi feita com 55 estudantes da Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri (UFVJM) - Campus Mucuri, de
periodos distintos, com o intuito de detectar como os problemas em relagdo aos conceitos dos
nimeros, juntamente com as operagdes que os envolvem, se fazem presentes na formacao

inicial de professores, assim como observar os efeitos dessa deficiéncia conceitual.

Para coletar os dados necessarios para pesquisa, a autora aplicou um questiondrio
situacional, tracando assim o perfil de cada participante e um teste de dez questdes abertas,
envolvendo a matematica basica com numeros e operagdes. Os resultados obtidos foram

analisados de forma qualitativa e quantitativa.

Dentre as dez questdes do teste, que foi aplicado aos estudantes, duas sdo pertinentes a
tematica disposta neste projeto. A questdo 1 aborda os saberes do aluno a respeito da
indeterminagdo matematica 0°. A expectativa ¢ que o aluno reconhega que diante das regras

de potenciacao existe uma excec¢do, no qual ¢ identificada uma indeterminacao.

Ja a questdo 2 analisa o conhecimento do estudante em relagdao a divisdo de um
numero por zero, espera-se que o aluno saiba que esta ¢ uma operagao impossivel de ser
realizada e explique o porqué matematicamente. Ressalta-se, que esta etapa do teste deu

origem ao artigo desta autor anteriormente citado neste trabalho.

Ao analisar as respostas das questdes apontadas acima, Silva (2015) detectou que ha
uma dificuldade no que tange aos conhecimentos dos licenciandos em relagio a operagdo 0°.
Eles sabem que esta poténcia ndo resulta em 1 ou em 0, no entanto ndo o reconhecem como

uma indeterminagdo matematica.
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A respeito da divisdo por zero, a autora constatou que os alunos ndo possuem
argumentos matematicos formais para exprimir a impossibilidade desta operagdo. As
consideragdes acerca das oito questdes restantes do teste, mostram que os futuros professores
entrevistados carecem de maior dominio conceitual no que compete a operagdes da

matematica basica.

A dissertagdo de Silva (2015) equipara-se a este trabalho no que diz respeito a
investigacdo dos saberes dos professores em formagao em relagdo as operagdes matematicas
basicas, englobando os porqués matemadticos destas. Todavia, o enfoque deste projeto sdo as
operacdes de potenciacdo e divisdo envolvendo o zero. Os trabalhos também se diferenciam
na escolha do publico a ser entrevistado, no qual Silva (2015) optou por alunos de
Licenciatura em Matematica, enquanto a presente pesquisa elegeu os alunos do curso de

formagao de professor a nivel médio.

2.4.2. A compreensdo de estudantes de um curso de licenciatura em matematica sobre o

numero zero.

Esta pesquisa ¢ um trabalho de conclusdao de curso, da licenciatura em matematica da
Universidade Federal do Reconcavo da Bahia - UFRB, de autoria de José Lucas de Eca sob

orientacdo de Anderon Melhor Miranda.

O objetivo deste trabalho €, através de uma pesquisa de carater qualitativo, investigar
qual ¢ a compreensao dos estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica sobre o
nimero zero. Para tal proposito, foram feitas entrevistas semiestruturadas, a qual permite que

o entrevistador tenha liberdade para fazer adaptacdes necessarias ao longo da conversa.

Eca (2014) indica que por meio do didlogo a interacdo com o entrevistado € mais
fluida, o que ndo aconteceria usando um questionario. O instrumento utilizado para coleta de
dados foi um gravador. Os participantes desta pesquisa foram 6 estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Reconcavo da Bahia - UFRB. O
pré-requisito para participacdo do estudo foi estar nos anos finais do curso, a partir do sexto

periodo.

Para a andlise dos dados coletados foram estipuladas 4 categorias, as quais serdo

listadas a seguir:
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1) A compreensdo de estudantes do curso de Licenciatura em Matematica sobre o zero

no ambito académico.
i1) A compreensao dos estudantes sobre o zero no livro didatico.
ii1) A compreensao dos estudantes do zero correlacionado a nada.
iv) A compreensdo dos estudantes sobre o zero matematico

=> O zero pertence ou ndo ao conjunto dos nimeros naturais;
=> O zero ¢ um nimero par ou nao;

=> O zero como valor absoluto;

=> O zero como valor posicional;

=> O zero como origem;

=> O zero como dado operatorio.

Baseado na primeira categoria acima "A compreensdo de estudantes do curso de
Licenciatura em Matemadtica sobre o zero no ambito académico" e na subcategoria "O zero
como dado operatério", Eca (2014) publicou os artigos que foram relatados anteriormente

neste projeto.

Eca (2014) concluiu que os licenciandos em matematica ndo possuem compreensao
total dos diferentes sentidos do zero. Destaca-se que ao longo da pesquisa, detectou-se a
dificuldade que os estudantes t€m em operar com o numero zero. Assim, o autor reservou um
topico em seu trabalho direcionado a abordagem das operagdes de potenciacdo, divisao e

multiplicagdo envolvendo este niumero.

O trabalho de Eca (2014) assemelha-se com a presente pesquisa no ambito de
abordagem das operagdes de multiplicagdo e potenciagdo envolvendo o zero. Além disto,
ambas as pesquisas sdo de cunho qualitativo, porém Eca (2014) trabalhou com entrevistas
gravadas, enquanto neste projeto a coleta de dados sera por meio de questiondrio e entrevista
em grupo. Os trabalhos também se diferenciam no que tange as diversas questdes envolvendo
o zero abordado pelo autor, além dos problemas aritméticos. Haja vista que este projeto tratara

apenas das indeterminagdes envolvendo o zero na potenciacao e divisdo.



37

2.4.3 A indeterminagdo zero elevado a zero: saberes disciplinares e pedagdgicos na formagao

inicial de professores de matematica.

Este trabalho ¢ um artigo escrito por Fabio Antunes Brun de Campos e publicado na
Revista Brasileira de Educagdo Matemadtica - Regional Sao Paulo. O trabalho originou-se a
partir de uma atividade elaborada pelo autor, na qual os alunos, do primeiro periodo do curso
de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Mato Grosso - Unemat,

deveriam elaborar um material didatico que abordasse algum conceito de matematica basica.

Diante desta proposta, um grupo composto por 4 académicos elaborou um video sobre

Poténcia. Estes estudantes foram levados ter a reflexdes referentes a indeterminagdo

.. 0 . : ) ~
matematica 0 . Diante disto, o artigo busca entender a relacdo desse grupo de alunos com a
poténcia "zero elevado a zero", verificando quais os conhecimentos desses quatro académicos

ao se tratar desta indeterminagao.

A pesquisa se caracteriza por um carater qualitativo, sendo a coleta de dados feita a
partir das interagdes entre o professor e os alunos via Whatsapp e em sala de aula. Também

foi aplicado um questiondrio a esses estudantes ap6s concluirem a atividade proposta.

A questdo que agugou a inquietacdo do professor relacionado a este grupo de quatro
alunos, foi a fala destes indicando que todo numero elevado a zero resulta em um. Campos
(2020) reforca a ideia de que as indeterminagdes matematicas sdo encontradas no curriculo
da educacdo basica e devem fazer parte dos saberes dos professores de matematica. A falta de
conhecimento sobre tal tema faz com que este assunto nao seja repassado de forma correta aos

alunos.

O autor concluiu a partir de sua investigagcdo que a caréncia de saberes disciplinares

por parte dos professores acarreta abismos no conhecimento matematico dos alunos, o que

o . 0 .,
justifica o fato de muitos estudantes compreenderem que O resulta em 1, ao invés de

identificarem nesta poténcia uma indeterminagao.

Em seu artigo, Campos (2015) observa e analisa os saberes disciplinares de futuros
professores, o que se assemelha ao que serd feito nesta pesquisa. Em contrapartida, o publico
que foi usado como objeto de estudo foram estudantes de Licenciatura em Matematica, ja

neste projeto serdo observados alunos no curso de formagado de professores a nivel médio.



3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

3.1 Caracterizaciao da pesquisa

Nesta se¢do serao apresentados os caminhos metodoldgicos que serdo utilizados neste
trabalho. Logo, aqui serdo descritos o tipo de pesquisa, os instrumentos de coleta de dados, o

publico alvo e as etapas desta pesquisa.

Com a finalidade de contextualizar esta se¢@o, retoma-se o objetivo deste trabalho que
¢ analisar as contribui¢des de uma proposta didatica, voltada para a formacao inicial de
professores, que discorre sobre as indetermina¢des matematicas envolvendo o zero, na divisao

e potenciagdo, no ambito do Ensino Fundamental.

O publico alvo ao qual esta pesquisa direciona-se, sao os alunos do 3.° ano do Ensino
Médio do curso Normal Médio - Formagdo de Professores de um Instituto Superior de

Educagdo em Campos dos Goytacazes.

Esta pesquisa sera classificada como de carater qualitativo paralelamente com uma
intervengdo pedagogica. Segundo Silveira e Cordova (2009, p.31), "A pesquisa qualitativa
ndo se preocupa com representatividade numérica, mas, sim, com o aprofundamento da

compreensdo de um grupo social, de uma organizacao, etc.".

Damiani et al. (2013) indicam que pesquisas do tipo intervengdo pedagogica sdo
utilizadas com o intuito de aplicagdo, para assim contribuir com uma possivel solugdo de um

problema pratico. Damiani ef al. (2013) definem a intervengao pedagogica do seguinte modo:

[...] sdo investigacdes que envolvem o planejamento e a implementacdo de
interferéncias (mudangas, inovagdes) — destinadas a produzir avangos, melhorias,
nos processos de aprendizagem dos sujeitos que delas participam — e a posterior

avaliacdo dos efeitos dessas interferéncias. (Damiani ef al., 2013, p. 58)

Para coletar os dados necessarios para o desenvolvimento da pesquisa, em um
primeiro contato com os participantes, sera aplicado um questionario formado de perguntas
fechadas e abertas, com intuito de identificar a percep¢ao e conhecimento dos alunos em

relacdo a tematica abordada na pesquisa.

No segundo contato, sera realizada uma oficina pedagogica, a fim de explanar sobre as
indeterminagdes matematicas que envolvem o zero nas operagdes de divisdo e potenciacao,

mostrando que estas podem ser abordadas no Ensino Fundamental. Ao final, desta oficina



39

sera realizada uma entrevista em grupo buscando captar a percepcao dos participantes em

relacdo ao que foi apresentado.

Ressalta-se que o questiondrio ¢ uma "técnica de investigacdo composta por um
conjunto de questdes que sdo submetidas a pessoas com propdsito de obter informagdes sobre

conhecimentos [...]" (Gil, 2021, p. 12).

Este mesmo autor, Gil (2021), destaca que nas questdes abertas de um questionario,
sdo solicitadas que os participantes respondam usando suas proprias palavras, enquanto nas
questdes fechadas sdo expostas alternativas, dentre as quais os respondentes devem escolher
uma.

[{ P4

A entrevista consiste em uma técnica para coletas de informacdes, “¢ uma técnica de
interacao social, uma forma de didlogo assimétrico, em que uma das partes busca dados, ¢ a

outra se apresenta como fonte de informag¢ao” (Gerhardt et. al, 2009, p.72).

Para Gil (2002), a entrevista apresenta um carater flexivel e pode assumir varios
formatos. Esta caracteristica ¢ indicada por Gerhardt et. a/, 2009 como um ponto positivo, ja
que o entrevistador tem a possibilidade de se adaptar as circunstancias que se desenvolvem ao

longo do processo.

Neste trabalho, optou-se por utilizar a entrevista em grupo em razao do quantitativo de
alunos ser reduzido, proporcionando a estes um ambiente mais confortavel e acolhedor para
expor suas opinides. Neste formato, “pequenos grupos de entrevistados respondem
simultaneamente as questoes, de maneira informal” (Gerhardt ez. al/, 2009, p.72). Os autores
Gil (2002) e Gerhardt et. a/ (2009) partilham da ideia que indica que a entrevista deve ter um
roteiro, o qual ndo precisa ser usado na ordem da disposi¢do das perguntas, porém este serve

para nortear a conversa.

Esta pesquisa foi dividida nas seguintes etapas: 1) Revisao bibliografica; ii) elaboracao
do questiondrio; iii) teste exploratorio referente ao questionario; iv) aplicagdo do questionario;
v) elaboragdo da oficina pedagogica; vi) teste exploratério referente a oficina; vii) aplicagdo
da oficina pedagogica; viii) analise dos dados coletados; ix) escrita das consideragdes finais e;

x) defesa da monografia.
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3.2 Elaboracao do Questionario

Na primeira etapa desta pesquisa, foi elaborado um questionario com a finalidade de
coletar dados relativos aos conhecimentos prévios do publico alvo em relagdo a tematica
abordada no presente trabalho. Tal instrumento divide-se em duas secgdes, as quais serao

descritas a seguir.

I.  Primeira seccao do questionario

A primeira parte do questiondrio ¢ formada por 10 questdes fechadas. O Quadro 4
exibe o questionamento feito em cada item, juntamente com as opg¢des oferecidas para
respostas. Na terceira coluna, desse quadro, destacam-se os objetivos que nortearam a

elaboragdo de cada questao conforme o proposito desta pesquisa.

Quadro 4 - Parte 1 do questionario

Questionamento Opgoes de resposta Objetivo
1. Qual sua relacdo com a | ( ) Gosto de matematica. Observar a afeicdo que o
matematica? ( ) Nao gosto de participante tem com a
matematica. disciplina de matematica, ja
() E indiferente. que este ird lecionar

conteudos matematicos nos
anos iniciais do EF.

Identificar como 0
participante classifica sua
dificuldade em matematica.
Levando em consideragao,

2. Usando uma escala de 0 a
5, onde 0 representa
nenhuma dificuldade e 5
representa extrema
dificuldade, como voceé que este ¢ um professor em
classificaria sua dificuldade formacdo, o qual ird lecionar
em Matematica? a disciplina de matematica
nos anos iniciais do EF.

Vo e N N N N
N N N N N N
DNk~ W —=O

3. Vocé conhece a histéria da | ( ) Conhego. Identificar se o participante
origem do nimero zero? ( ) Jaouvifalar, mas ndo sei [ j4 teve contato com a
narra-la. historia do zero em algum
( ) Nao conhego. momento da sua trajetdria

escolar ou fora dela.

4. Qual o resultado da| ()2 Identificar o conhecimento
seguinte divisao 0 + 2? ()1 do participante no que tange
()o0 a divisdo envolvendo o zero
() Impossivel de se obter. como dividendo, sendo o

divisor um niimero nio nulo.




41

Espera-se que o participante
encontre zero como resposta
para esta operagao.

5. Qual o resultado da|( )4 Detectar se o participante
seguinte divisdo 4 ~ 0 ()0 tem o conhecimento que ¢
()1 impossivel de se obter
() Impossivel de se obter. resultado quando a operagdo
de divisdo possui 0
dividendo sendo um numero
nao nulo e o divisor zero.
6. Qual o resultado daf( )0 Identificar se o participante
seguinte divisdo 0 ~ 0 ()1 reconhece a indeterminagdo
() Impossivel de se obter. matematica que ocorre no
() Indeterminado. processo de divisdo do
namero zero, por ele
proprio.
7. Qual o resultado da|( )5 Identificar se o participante
seguinte poténcia 5°? ()0 admite o numero 1 como
()1 resultado da poténcia de
() Indeterminado base ndo nula e expoente
Zero.
8. Qual o resultado da|( )0 Observar se o participante
seguinte poténcia 0°? ()1 compreende que 0 ¢ o
()5 resultado de uma poténcia de
() Indeterminado base 0 e expoente positivo.
9. Qual o resultado da|( )0 Identificar se o participante
seguinte poténcia 0 %2 ()-2 reconhece a impossibilidade
() Impossivel de se obter de efetuar a operagdo de
() Indeterminado potenciagdo quando a base
for nula e o expoente
negativo.
10. Qual resultado da|( )0 Observar se o participante
seguinte poténcia 0°? ()1 reconhece a indeterminagdo
() Impossivel de se obter matematica gerada a partir
() Indeterminado da poténcia de base zero e

expoente zero.

Fonte: Elaboragao propria

II.  Segunda secc¢ao do questionario

A segunda parte do questiondrio ¢ composta por 3 questdes, sendo estas abertas e

fechadas. A primeira questdo aberta subdivide-se em dois itens. No item A (Figura 13) tem-se
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a intencdo de identificar se os alunos sdo capazes de explicar, por meio de texto,
ilustracdo/desenho ou exemplos numéricos, o porqué ocorre uma mensagem de erro ao digitar

5 <+ 0 na calculadora.

Qo

Espera-se que eles respondam que o motivo da mensagem de erro ¢ devido

O~

impossibilidade de se obter solucdo para a operagdo de divisdo digitada. Além disso,

esperado que uma justificativa matematica seja dada para este caso da operagdo de divisao.

Figura 13 - Primeira questdo, item A

QUESTAO 1

1. A) Durante uma aula de matematica do 5.° ano do Ensino Fundamental, o professor
Gepetto distribui calculadoras para seus aluncs, com a finalidade de ensina-los a manusear
a maguina e utiliza-la para resoclver operagoes basicas.

Um dos alunos insere na calculadora a seguinte operagao de divisao:

Apos apertar a tecla = | uma mensagem "Math ERROR" (ERRO de Matematica) aparece

no display da calculadora:

- Math ERROR

Como o professor Gepetto poderia explicar ao alune a mensagem de erro no display?

Fonte: Elaboracao propria

O item B da primeira questdo (Figura 14) tem a finalidade de investigar se o aluno
tem conhecimentos para explicar o motivo da aparicdo de uma mensagem de erro na
calculadora, na tentativa de efetuar a divisdo 0 <+ 0. Logo, ¢ requerido que por meio de um
texto, exemplos numéricos ou ilustragdes, o estudante esboce sua interpretacdo para esclarecer
a mensagem “Math ERROR” no visor da maquina. Tem-se a expectativa de que os alunos

reconhegam a indeterminagdo matematica e saibam mostrar o porqué da sua ocorréncia.
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Figura 14 - Primeira questdo, item b

1. B) No decorrer da aula, desta mesma turma do 5.7 ano, outro aluno insere na calculadora

a seguinte operacac de divisdao:
00

Apos apertar a tecla = |, uma mensagem “Math ERROR" (ERRO de Matematica), idéntica

a mostrada no item anterior, aparece no display da calculadora.

Nesta situacdo, como o professor Gepetto podernia explicar ao aluno a mensagem de erro no
display?

Fonte: Elaboracgdo propria.

A segunda questao do questionario, traz em seu enunciado duas afirmagdes, conforme
ilustrado na Figura 15. Os itens que seguem no desenvolvimento da questdo, sdo formados

por perguntas fechadas.

O item A tem o intuito de descobrir se o aluno ja escutou alguma das afirmagdes
durante as aulas de matematica ao longo do EF e EM. Para resposta apresenta-se quatro
opgoes, sendo estas “nunca ouvi nenhuma das afirmagdes”, “ouvi apenas a afirmagao 17,

“ouvi apenas a afirmagdo II” e “j4 ouvi as duas afirmagdes”. O objetivo € apurar se os

conceitos de potenciacdo foram repassados de forma correta para estes alunos.

Figura 15 - Afirmagdes da questdo 2

I. Todo ndmero elevado a zero é Il. 2Zero elevado a qualquer nimero
igual a um. Por exemplo: e igual a zero. Por exemplo:
3V=1 0:=0
(EJ‘L] 05=0

5 0'%=0
100000%=1
(-5)"=1

Fonte: Elaboragdo propria.

O item B (Figura 16) tem como propoésito averiguar se o aluno concorda com a
afirmacdo I - “todo nimero elevado a zero ¢ igual a um”. Espera-se que o aluno opte pela

opc¢do que indica que ele ndo estd de acordo com a afirmagdo. Tal afirmacgdo ¢ errdnea, pois
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nem todo nimero elevado a zero resulta em 1. Haja visto que o zero elevado a zero ¢

caracterizado como uma indeterminag¢ao matematica.

Figura 16 - Item B, questao 2

2. B) Vocé concorda com a afirmagdo 17

( )Sim
( )Nzo

() Estou em davida.

Fonte: Elaboracédo propria.

Ja no item C (Figura 17), o aluno é questionado se ele esta em concordancia com a
afirmacdo II - “zero elevado a qualquer nimero ¢ igual a zero”. Espera-se que o estudante,

novamente, responda que ndo concorda com a afirmagdo feita. Sendo assim, cria—se a

. s .y (U
expectativa que o aluno reconheca o erro nesta generalizagdo, ja que 0 ¢é uma

indeterminagao.

Figura 17 - Item C, questdo 2

2. C) Vocé concorda com a afirmagdo 117

( )Sim
( )Nio

() Estou em divida.

Fonte: Elaboragéo propria.

A tltima questdo do questiondrio (Figura 18), possui o formato de perguntas abertas e

¢ composta por dois itens. A questdo apresenta em seu enunciado uma definicdo de

. . . o ~ 0
potenciacdo, seguida de uma situagdo que envolve a operagdo 2 = 1.
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Figura 18 - Enunciado questdo 3

QUESTAOD 3
Em muitos livros didaticos, o significado de expoente de um nimerc & a quantidade de
vezes em gue a base aparece se repetindo na multiplicacdo por si prépria.

"Toda poténcia de expoente inteiro maior gque 1 & igual ao produto de tantos fatores
iguais a base quantas forem as unidades do expoente.” (IEZZI, DOLCE, MACHADO,
2018, p. 46)

A professora Elza ao apresentar que 20=1  recebeu 0s seguintes questionamentos:
. "Como que 2 ndo se repete nenhuma vez e o resulfado & igual a 17"

Il *Zero elevado a Zero também é igual a 17"

Fonte: Elaboragéo propria.

Segue-se para o item A da questdo 3, no qual ¢ perguntado ao aluno “como vocé

. 0 Lo D .

explicaria o resultado 2° = 1?”. E indicado que as ideias podem ser expostas por meio de
texto, assim como ilustragdes e exemplos numéricos. E esperado que os alunos utilizem seus
conhecimentos sobre as propriedades que envolvem a potenciagdo para explicar a ocorréncia

deste resultado.

Ja no item B, € feito o seguinte questionamento “estaria correto afirmar para o aluno
9

0 o .
que 0 = 1?”. As respostas devem ser justificadas, novamente utilizando texto, exemplos

numéricos ou desenhos. Anseia-se que os alunos reconhecam que existe um erro nesta

Ao . 0, . o - o
operacdo, indicando assim que 0 ¢ uma indeterminacdo matematica, podendo utilizar seus

conhecimentos de potenciagao para explicar tal operagao.

3.3 Elaboracio da Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica descrita a seguir apresenta uma proposta didatica que abrange a

tematica das indeterminacdes envolvendo o zero na operagdo de divisdo (0 + 0) e
. 0
potenciacao (0 ).

A presente proposta didatica é destinada, em especial, a professores em formagao do
curso Normal Médio - Formagdo de Professores. Tem-se como principal objetivo a
explanagdo das indeterminagdes destacadas, de maneira que estas possam ser incorporadas as
aulas de matematica do Ensino Fundamental. A sequéncia estd dividida em 2 etapas,

conforme descrito no Quadro 5.
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Quadro 5 - Etapas, titulos e objetivos

Etapa Titulo Objetivos

Explanar, por meio de atividades, as
particularidades envolvendo o zero
perante a operacdo de  divisdo:
I Zero na operacao de divisao possibilidade e impossibilidade de
executar a operagdo, assim como a
indeterminagdo matematica decorrente da
divisdo operada com zero.

Explicitar a ocorréncia da indeterminagao
matematica envolvendo o zero, diante da
operagdo de potenciacdao, utilizando
propriedades e conceitos da potenciacao.

1I Zero na operacao de potenciacao

Fonte: Elaboragao propria.

A seguir, sera detalhado o desenvolvimento pedagodgico de cada uma das etapas

descritas acima.

I.  Zero na operagdo de divisdo

Inicialmente ¢ apresentado aos futuros docentes a importancia deste trabalho no que
tange a concepcao do conhecimento relativo a divisao envolvendo o zero. Posteriormente, de
acordo com a BNCC, sdo apontados os momentos nos quais os alunos dos anos iniciais do
EF tém seus primeiros contatos com as operagdes basicas da matematica, em que se enquadra

a operagao de divisdo.

Ressalta-se que o publico-alvo desta pesquisa sdo os professores em fase de conclusao
do curso Normal Médio-Formacao de Professores, os quais estardo aptos a lecionar nos anos

iniciais do EF apos formados.

Em seguida, sdo apresentadas trés operagdes de divisdo que envolvem o zero (Figura

19). Com o auxilio de uma calculadora, ¢ indicado que estes calculos sejam feitos.

Posteriormente, os resultados indicados no visor da calculadora serdo observados e
analisados. O proposito desta dindmica ¢ agucar a curiosidade dos participantes, pois estes
encontrardo uma mensagem de "erro"na calculadora ao efetuar os seguintes calculos: 4 +0e 0

+0.
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Figura 19 - Operagdes de divisdo iniciais

Na calculadora, faca as seguintes operagoes:

Ha diferenca entre os resultados das operagdes I, Il e llI?

Fonte: Elaboragéo propria.

Sequencialmente, sdo enunciadas duas assertivas importantes para a conducgdo da

proposta didatica:

e '"Dividir zero por um numero qualquer ndo nulo ¢ uma operacdo possivel que resulta

em zero";
e "Dividir um nimero qualquer ndo nulo por zero ¢ uma operagao impossivel".

Questiona-se entdo, o porqué do zero ndo poder atuar como divisor na operagdo de
divisdo. Para explicar indica-se a execucdo de uma atividade envolvendo situagdes que se
aproximam da vivéncia dos alunos. Sao apresentadas trés circunstancias que podem ocorrer

dentro de uma sala de aula e abrangem explica¢des dindmicas para as assertivas indicadas.

Na primeira situacdo, uma professora reparte uma quantidade de balas em niimeros
iguais entre os individuos presentes na classe. Pretende-se descobrir quantas balas cada

estudante recebeu, indicando a resolugdo por meio de desenhos.

No segundo cenario, a professora ndo possui balas porém ela tem dois alunos para
receber os doces. Nesta situa¢do, os dois alunos nao receberdo as balas, sendo assim
pretende-se, por meio do ludico, explicar que ao dividir zero por um niimero nao nulo, o

resultado € zero.

J& na terceira conjectura (Figura 20), a professora possui uma quantidade de balas para
dividir igualmente por toda a turma, mas nenhum estudante compareceu a aula. Neste
exemplo, o aluno consegue visualizar, por meio da histdria apresentada, a impossibilidade da

divisdo entre um numero nao nulo e zero.
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Figura 20 - Situacdo niimero 3

ATIVIDADE

1.2 - Zero na divisao

No dia seguinte, a professora Maria levou 14 balas para dividir entre os 7
03 alunos da turma do 5.° ano. No entanto, nenhum aluno compareceu a aula. A

professora Maria conseguiu dividir as 14 balas entre os alunos?

14 + 0 = Impossivel

Fonte: Elaboragéo propria.

A questdo do porqué o zero ndo atuar como divisor na operagao de divisdo € retomada,
porém a explicagdo para este ponto ¢ feita usando o algoritmo da divisdo. Tem-se como
objetivo indicar para o publico que as explicagdes, que serdo mostradas a seguir, podem ser

aplicadas ao longo de todo o EF.

Sendo assim, ¢ realizada uma revisao do algoritmo da divisao (Figura 21), recordando
os elementos que o compdem e indicando propriedades do resto da divisdo, as quais sao
consideradas importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Sdo feitos dois exemplos
numéricos, 10 = 2 e 23 + 3, usando o algoritmo apresentado, com o intuito de fixacdo do

conteudo.

Figura 21 - Definicao da divisdo

- - ~
: 1.2 - Zero na divisao |
DEFINIGAO DA
DIVISAO
(Dividendo) divisor
(Resto) 17 q (quociente)
O resto € menor que o divisor;
resto (r) < divisor (d)
Propriedades importantes O resto & menor que o dividendo;
sobre o resto da divisdo resto (1) < dividendo (D)
O resto € sempre maior ou igual a zero.
reste (r) = zero

Fonte: Elaboragao propria.
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Dando continuidade, ¢ feita a seguinte afirmacdo: "dividir zero por um numero
qualquer nao nulo € uma operacao possivel que resulta em zero". Inicialmente, sdo propostas
duas operagdes: 0 ~ 5 e 0 + 12. A partir do desenvolvimento destes céalculos, usando a

defini¢ao da divisao, € possivel mostrar o porqué da afirmacao anterior ser verdadeira.

Considerando 0 + 5, deve-se indagar ao aluno qual o niimero (quociente) multiplicado
por 5 (divisor), tem como resultado o zero (dividendo). Assim, o aluno ¢ direcionado a

perceber que o zero ¢ o Unico numero que pode ocupar o espago do quociente nesta operagao.

A mesma dindmica ¢ utilizada para 0 + 12. Os exemplos numéricos sdo considerados
importantes para a visualizagdo e entendimento do aluno. No entanto, a generalizagdo de
maneira algébrica também ¢ utilizada, deixando evidente que independente do valor do
divisor (ndo nulo), quando o dividendo for zero o resultado da operagao sera sempre igual a

zero (Figura 22).

Figura 22 - Generalizagdo 0 + d

DEFINICAO
DIVISAO

1.2 - Zero na divisao

Dividir zero por um nimero qualquer ndo nulo € uma operagao possivel que resulta em zerul

0 |d-
_O 0_./")(
0+-d=0 0
O0xd)+0=0

Fonte: Elaboragéo propria.

Logo apos, afirma-se que "dividir um nimero qualquer ndo nulo por zero ¢ uma

operacdo impossivel". Novamente, a explicacdo € iniciada por meio de exemplos numéricos.

O primeiro exemplo utilizado ¢ 2 + 0. Usando o algoritmo da divisdo ¢ possivel
mostrar a impossibilidade de efetuar esta operagdo. O aluno deve ser instigado a descobrir um

numero (quociente) multiplicado por zero (divisor), resulta em dois (dividendo).

Sabe-se que o produto entre um niimero qualquer e zero, tem como resultado zero.
Logo, qualquer nimero que ocupe o posto do quociente ao ser multiplicado por zero (divisor)

terd resultado diferente de dois (dividendo). Deste modo, esta operagdo tem como resto o
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proprio dividendo, o niimero dois. Isto ¢ contraditorio a uma das propriedades do resto da
divisdo, a qual restringe o resto a ser menor que o dividendo. Sendo assim, fica justificado

que 2 +~ 0 ¢ uma operagao impossivel de resolver.

O mesmo procedimento ¢ utilizado no desenvolvimento do exemplo 15 + 0, que
também caracteriza uma operacdo impossivel. Utiliza-se a generalizagdo algébrica (Figura
23), para indicar que, qualquer que seja o valor, nao nulo, especificado para o dividendo, se o

divisor ¢ zero a operagao classifica-se como impossivel de se resolver.

Figura 23 - Generalizagdo D + 0

DEFINIGAO
DIVISAO

[ Dividir um nimero qualquer nédo nulo por zero € uma operagao impossivel. |
L, sendo dividendo (D) =0

1.2 - Zero na divisao

r = DJSe o resto & igual ao
— 0 q /X - dividendo, entdo ndo ocorreu
T a divisdo
resto (r) < dividendo (D)
Ou seja, o resto deve ser diferente @ menor que o dividendo.
qx0+4+r=D

___________ O produto entre um

| gx0=20 | nimero qualguer e zero, D = O — impossfvei |

---------- ' resulta em zero.

Fonte: Elaboragdo propria.

A primeira parte da sequéncia ¢ finalizada com a identificagdo da indeterminacdo
matematica, ocasionada no processo de divisdo. Dessa forma, ¢ afirmado que “dividir zero

por ele proprio € uma operacao com resultado indeterminado”.

Imediatamente, o porqué dessa indeterminacdo ¢ exposto novamente por meio da
utilizacdo do algoritmo da divisdo. E questionado qual nimero deve ocupar o posto de
quociente, de modo que a multiplicagdo entre este e zero (divisor), resulte em zero

(dividendo). Recorda-se que o produto entre um niumero qualquer e zero, € igual a zero.

Deste modo, fica evidente que qualquer nimero podera assumir o posto de quociente
desta divisdo, ou seja, ndo ¢ possivel determinar um s6 numero. Dito isto, conclui-se que
0 =+ 0 possui um resultado indeterminado, como foi afirmado inicialmente. Assim sendo, esta

operacado de divisdo € classificada como uma indetermina¢do matematica.
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Figura 24 - Indeterminacdo matematica

L DEFINICAO
1.2 - Zero na divisao

| Dividir zero por ele préprio € uma operagao com resultado indeterminado. |

= qXO=0

v
0 | 0 ® 0 produto entre um nimero

qualquer e zero, resulta em zero.

q
(gxd)+r=D

5x0=0

Nesta situagéo, pode-se atribuir qualquer valor a incégnita (. 12%x0 =0

Justificando assim classificar 0 + 0 como uma indeterminagao matemétical

Fonte: Elaboragdo propria.

Ao final desta etapa, espera-se que os alunos tenham compreensdo dos porqués que
englobam os resultados das opera¢des de divisdo envolvendo o zero, sendo 0 -~ x = 0 (
x # 0) e y + 0como um resultado um impossivel de se obter (y # 0). Além disso, ¢é
esperado que os participantes entendam a justificativa para a classificacdo da operacao 0 =~ 0

como uma indetermina¢ao matematica.

II.  Zero na operagao de potenciacio

A segunda parte da sequéncia € iniciada, salientando que conforme consta na BNCC o
conteudo de potenciagdo ¢ introduzido no 6.° ano do EF. Destaca-se que apesar do publico
alvo ser composto por professores em formacgdo que irdo atuar nos anos iniciais do EF, o
topico de poténcia ja foi estudado por eles ao longo dos anos escolares. Além disso,
considerando que os participantes da pesquisa irdo atuar na area de educacdo, todo

conhecimento adquirido ¢ um bonus na sua formagao profissional.

Uma folha A4 ¢é distribuida aos estudantes. Por meio de dobras, feitas nesta folha, €
construido de forma dinamica e concreta a no¢do de potenciagdo utilizando a base 2. Os
alunos devem dobrar a folha ao meio, inicialmente. O nimero de retangulos formados a partir
desta dobra deve ser observado. Em seguida, ¢ feita uma segunda dobradura, partindo da
primeira. Novamente, se faz importante notar quantos retangulos se formam. Por fim, os
alunos devem dobrar a folha mais uma vez, executando a terceira dobra e se atentando a

formagao dos retangulos.
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Neste momento, espera-se que os estudantes notem que o numero de retangulos,
formados diante de cada dobradura, esta sendo multiplicado por 2 (Figura 25). E importante
questiona-los quantos retangulos se formariam caso uma quarta dobra fosse feita. Espera-se

que a resposta seja 16 retangulos.

Figura 25 - Numero de retangulos sendo dobrados

2.1 - Operacao de Potenciacao
Revusao

1 dobra 2 dobras 3 dobras

2 retangulos 4 retangulos 8 retangulos

N N

—

2x2 2x2x2

Fonte: Elaboragéo propria.

Sendo assim, ¢ possivel associar a poténcia de base 2 com o numero de dobras e
retangulos formados. Ao iniciar a dinamica dobrando a folha ao meio, os dois retingulos que

se formam determinam a base da poténcia.

Fazendo constantes dobraduras, sempre dividindo ao meio a dobra anterior, obtém-se
um produto de fatores 2, no qual o fator repete-se de acordo com o niimero de dobras feitas.

Ou seja, o expoente da poténcia ¢ determinado pelo numero de dobras.

Para analise da poténcia de base 2 e expoente zero, deve-se retomar a folha A4 sem

apresentar dobras. Questiona-se “quando a folha ndo possuia dobraduras, quantos retdngulos

, ’ . . . 0
tinhamos?”. Espera-se que a resposta seja 1 retangulo. Deste modo, conclui-se que 2 =1

(Figura 26).
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Figura 26 - Dinamica com folha A4

2.1 - Operacao de Potenciacao
| Revisao
0 dobras 1 dobra 2 dobras 3 dobras 4 dobras
1 retangulo 2 retangulos 4 retangulos 8 retangulos 16 retangulos
N N A
2x2 2x2x2 2X2x%2x2
| 20=1| |21=2 | |22=4 | | 23=8| |24=16|

Fonte: Elaboragéo propria.

Entdo o conceito de poténcia, sendo a base um niimero real e o expoente um numero
inteiro maior ou igual a 1, é formalizado (Figura 27). Indica-se a realizagdo de um exemplo

numeérico para melhor visualizagdo e compreensao.

Em seguida, ¢ feita uma revisdo na qual sdo apresentadas duas propriedades da

- 1 , 0 .
potenciacdo, sendo estas: a = a (sendo a um nimero real) ea = 1 (sendo a # 0). A partir
deste momento, deve-se indagar se os alunos sabem o porqué desta ultima propriedade

apresentada.

Figura 27 - Conceituando poténcia

2.1 - Operacao de Potenciacao

Revisao |

Seja a um numero real e n um numero inteiro maior que 1.

‘ + Expoente

a"=aXaxXax--Xa,

Poténcia é a multiplicagdo de n

Base . )
fatores iguais.

[Exemplo | 3* =3x3x3x3
3t =81

Fonte: Elaboragéo propria.



54
Para mostrar a veracidade da afirmac¢do que indica que um nimero nao nulo elevado a

zero tem como resultado 1, faz-se necessario recordar a propriedade de divisdo de poténcias
de mesma base (Figura 28).

Elucida-se, por meio de um exemplo numérico, o motivo pelo qual esta propriedade ¢
comumente enunciada por “repete-se a base e subtraem-se os expoentes”.

Figura 28 -Enunciado divisdo de poténcias de mesma base

2.2 - Zero na Potenciacao
[Por que? |

0

a

=1 4‘[ Qualquer que seja o ndmero real a sendo a # 0. ‘

Para explicar a afirmagdo acima, usaremos uma das

propriedades da potenciagao.

Divisao de poténcia de mesma base ‘
m
| e _ am-n

an

Fonte: Elaboragdo propria.

hipotese.

Segue-se entdo para a explicagdo que comporta o motivo de um numero ndo nulo
elevado a zero, resultar em 1. Inicialmente, utiliza-se um exemplo numérico para dar suporte a

: A 4 o o
Indica-se que a divisdo 3 =+ 3 resulta em 1. No entanto, utilizando a divisdo de

A . : e 0
poténcias de mesma base, também pode-se dizer que esta divisdo resulta em 3. Logo,

conclui-se que 3° = 1. Sendo assim, faz-se a generalizagdo (Figura 29), mostrando que tal
propriedade ¢ valida para qualquer base, sendo esta diferente de zero.
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Figura 29 - Generalizando a =1

2.2 - Zero na Potenciagao

a” = 1, qualquer que seja o nimero real a sendo a # 0.
Considere: m = n
Logo,a™ = a" =
m 0
Sendo assim, —=a""" = a
a

Entdo, conclui-se que:

. ﬁ"] k
Porém, —=-=1
a*  k

Fonte: Elaboragéo propria.

Para a abordagem da indeterminagao 00, ¢ feita a seguinte indagacao “Todo nimero
elevado a zero resulta em 1?”. Espera-se obter como resposta que ndo, atentando-se para a
discriminacdo da base ser diferente de zero. A situagdo que ocorre da base ser zero com
expoente zero, caracteriza-se como uma indeterminag¢do matematica.

A fim de explicar a ocorréncia dessa indeterminagdo, recorre-se a um exemplo

5
L. ) .~ 0 . .
numérico. Considera-se a divisdo, —, enunciada no formato fracionario.
0

Inicialmente, resolve-se a operagdo utilizando a propriedade da divisdo de poténcias

. . 0
de mesma base. Assim sendo, a divisdao resulta em 0. Em um segundo momento,
desenvolvendo as poténcias que compdem o numerador e o denominador, conclui-se que a

operacdo ¢ equivalente a 0 = 0 (indeterminagdo matematica).

o . 0, ;
Deste modo, utilizando este exemplo, conclui-se que 0 ¢ também uma
indeterminacdo. Finaliza-se a sequéncia, apresentando a explicacdo anterior de modo

generalizado (Figura 30).
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Figura 30 - Generalizando 0’

2.2 — Zero na Potenciacao

m

5 = =2 _ _m-n _ ,0
Suponha que m = n, entio m=a =a

Agora, considere a = 0

0° & uma indeterminacac _< Logo teremos:
matematica. Y gm
= =0m " = 0° = indeterminado

I om

— oo

\\0 + 0 = indeterminado

Fonte: Elaboracao propria.

Ao finalizar esta etapa, almeja-se que o participante tenha o conhecimento do

comportamento do zero perante a operagdo de potenciagdo. Sendo assim, espera-se que OS
o . 0 . A
alunos compreendam a justificativa parax = 1 (x # 0) e entendam o motivo da ocorréncia

) o (o A0
da indeterminac¢do matematica 0 .

E importante ressaltar que esta sequéncia ndo apresenta informagdes historicas sobre o
nimero zero, apesar da temadtica historica ter sido abordada no questiondrio aplicado na
primeira etapa da pesquisa. Tal fato, decorreu em virtude da extensdo desta sequéncia
didatica. No entanto, acreditamos na importincia da historia da matematica para nortear as

aulas da disciplina.



4 RESULTADO E DISCUSSOES

4.1 Questionario

4.1.1 Teste exploratorio do Questionario

No dia 5 de abril de 2023 ocorreu o teste exploratorio relacionado a primeira etapa
desta pesquisa, a qual estrutura-se por meio de um questionario. Ressalta-se que este
questionario foi elaborado e aplicado no momento inicial desta pesquisa, haja visto que para o
desenvolvimento do trabalho na escola escolhida, foi necessario respeitar o calendario de

atividades das escolas estaduais do estado do Rio de Janeiro.

O teste exploratério da primeira etapa da pesquisa contou com a participagdo de 13

licenciandos do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal Fluminense - IFF.

Buscando obter contribuicdes significativas para o instrumento de coleta de dados,
optou-se pela selecao de alunos que estavam cursando a disciplina de Trabalho Conclusao de
Curso I ou que cursaram o componente curricular Laboratorio de Ensino e Aprendizagem
Matematica no semestre 2021.1. O critério adotado se justifica pelo fato dos participantes
estarem em fase intermediaria do curso de Licenciatura, possuindo relativa experiéncia com

pesquisas, leituras e elaboracao de textos cientificos.

Os principais objetivos do teste exploratorio foram analisar a clareza e o nimero de
questdes contidas no questionario, bem como verificar se o tempo destinado a sua aplicagdo

seria suficiente.

Foi solicitado aos participantes que lessem as questdes e as respondessem. Caso
houvesse sugestdes, para melhoria do questionario, estas deveriam ser identificadas no
proprio documento. E importante destacar que as respostas obtidas neste momento ndo serao

analisadas.

Para avaliar o tempo de aplicagdo, inicialmente foi entregue a parte I do questionario,
contendo apenas perguntas objetivas. A propor¢do e, que os participantes finalizaram esta
etapa, a parte II do questionario, formada por perguntas discursivas e objetivas, foi entregue.
Em relagdo ao tempo para aplicagdo do questionario, observou-se que 2 tempos de aula (50

minutos cada) seriam suficientes para o desenvolvimento das questdes abordadas.
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Ao final do teste exploratorio, os participantes nao tiveram sugestdes de mudangas nas
secdes do questionario e afirmaram que as questdes estavam coerentes com o tema e de facil

compreensao.

4.1.2 Aplicacdo do questiondrio

A aplicacdo do questionario que compde a primeira etapa desta pesquisa ocorreu no
dia 17 de abril de 2023 e contou com a participagdo de 11 estudantes do 3.° ano do E.M. de

um Instituto Superior de Educacao, localizado em Campos dos Goytacazes.

Os participantes encontravam-se na sala de aula correspondente a turma, dispostos em
fileiras e assim permaneceram durante a aplicacdo. Neste primeiro contato, a autora
conversou com os alunos explicando-lhes a proposta da pesquisa a ser realizada. Foi
comunicado a turma que a pesquisa estava dividida em duas etapas e que no primeiro

encontro a tarefa seria responder ao questionario.

Os alunos evidenciaram em suas falas a repulsa por conteudos que envolvem
matematica, contudo mostraram-se interessados em participar. Sendo assim, foi
disponibilizado um termo de consentimento (Apéndice C), o qual todos os participantes

deveriam preencher e assinar caso estivessem de acordo.

Em seguida, foi distribuida a parte I do questionario (Apéndice A) e esclarecido que
ndo era necessario colocar o nome na folha, haja visto que nao hé o interesse em identificar os
autores das respostas. E importante destacar que esta segdo do questionario é composta apenas
por questdes de multipla escolha. Os alunos ndo demonstraram dificuldades e responderam as

10 questdes em um curto espaco de tempo.

Ap0s todos os participantes finalizarem a parte I, lhes foi entregue a parte II (Apéndice
B) contendo perguntas discursivas e objetivas. Neste momento, houve uma inquietude por
parte de alguns alunos pois estes queriam debater as questdes entre o grupo. A professora de
matematica da turma, a qual encontrava-se presente durante a aplicacdo, interveio exigindo
um bom comportamento dos alunos. Para contornar a situacdo, a autora pediu que cada um
respondesse o que soubesse e reafirmou que as respostas ali dadas ndo teriam a identificagao

nominal do participante.
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Notou-se que para responder as questdes discursivas, os alunos usaram um espago
temporal maior. No entanto, um tempo de aula, com dura¢do de 50 minutos, foi suficiente

para a aplicacdao de ambas as partes do questiondrio.

4.1.3 Analise dos dados do questionario

O questionario, que tem como finalidade verificar os conhecimentos prévios dos
alunos em relagdo a temadtica que envolve o zero na divisdo e potenciacdo, sera analisado em
duas subsecoes. O topico 4.1.3.1 destina-se para os resultados alcancados com a primeira
secdao do questiondrio, a qual ¢ composta por 10 questdes fechadas. Em seguida, no topico
4.1.3.2, serdo expostos os dados obtidos a partir da segunda se¢do do questiondrio, sendo esta
formada por trés questdes abertas e fechadas. Os 11 participantes que responderam ao

questionario foram nomeados de: A, B, C, ..., K.

4.1.3.1 Analise da primeira se¢do do questionario

A primeira parte do questionario tem a finalidade de reconhecer se os alunos sabem
responder corretamente o resultado de algumas operacdes de divisdo e potenciagdo que

envolvem o zero.

A questdo 1 tem o intuito de conferir o apreco do aluno ao tratar da disciplina de
matematica. A maior parte dos participantes responderam que ndo gostam desta disciplina

(Figura 31).
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Figura 31 - Respostas da questdo 1 do questionario (parte 1)

1. Qual sua relagdo com a matematica?

B Gosto de matematica
B N3o gosto de matematica

E indiferente

Fonte: Elaboragdo propria

A questdo 2 tem como objetivo analisar como o estudante classifica a sua dificuldade
em matematica, usando uma escala de 0 a 5, sendo 0 representante de nenhuma dificuldade e
5 para extrema dificuldade. Alguns participantes indicaram nao ter dificuldade na disciplina,

no entanto a maioria declarou uma dificuldade acentuada (Figura 32).

Figura 32 - Respostas da questdo 2 do questionario (parte 1)

2. Como vocé classificaria sua dificuldade
em matematica?

Zero

= Um

B Dois
Trés

B Quatro

mCinco

Fonte: Elaboragao propria

Foi possivel observar que a maior parte dos alunos, os quais serdo futuros professores
dos anos iniciais do EF, ndo possuem afei¢do com a matematica e alegam possuir dificuldades

em relacdo a esta disciplina. Para a autora Gomez-Chacon, “os estudantes acreditam que a
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matematica € criada por pessoas inteligentes e criativas e que outras pessoas t€ém que aprender

0 que os mais inteligentes ja sabem” (Gomez-Chacon, 2022 apud Curi, 2004, p.113).

A questdo 3 destina-se a verificar o conhecimento do participante em relagdo a historia
do zero na matematica. Notou-se que dos 11 participantes, apenas 3 responderam que ja
ouviram sobre a histéria do zero, porém ndo saberiam conta-la (Figura 33). D’ Ambrosio
(2021) destaca a importancia da apresentacdo da historia da Matematica aos alunos, pois

assim estes passam a compreender a origem do que ¢ estudado na escola.

Figura 33 - Respostas da questdo 3 do questionario (parte 1)

3. Vocé conhece a historia da origem do
namero zero?

Conheco

Ja ouvi falar, mas ndo sei
narra-la

W N3o conheco

Fonte: Elaboragéo propria

A questdo 4 tem o proposito de verificar se o aluno tem conhecimento do resultado de
uma divisdo entre zero e um divisor ndo nulo. Constatou-se que 6 alunos responderam

corretamente o resultado de 0 <+ 2 (Figura 34).
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Figura 34 - Respostas da questdo 4 do questionario (parte 1)

4. Qual o resultado da seguinte divisao 0 +2?

m2
1
m0

m Impossivél de se obter

Fonte: Elaboragio propria

O objetivo da questdo 5 ¢ identificar o conhecimento do aluno quanto a
impossibilidade da divisao de um nimero nao nulo por zero. Apenas 3 alunos marcaram a

resposta correta quando questionados sobre o resultado de 4 -+ 0 (Figura 35).

Figura 35 - Respostas da questdo 5 do questionario (parte 1)

5. Qual o resultado da seguinte divisao 4 ~0?

o
0
ml

Impossivél de se obter

Fonte: Elaboragéo propria

A questdo 6 busca conferir se o estudante reconhece o resultado da divisdao 0 + 0
como indeterminado. Nenhum estudante respondeu corretamente a questdo. A maior parte dos

alunos indicaram que zero seria a resposta correta para tal operacao.
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Figura 36 - Respostas da questdo 6 do questionario (parte 1)

6. Qual o resultado da seguinte divisao 0 + 07

0
.

Impossivel de se obter

Indeterminado

Fonte: Elaboracao propria

Quando os alunos responderam que a divisao 0 < 0 = 0, identificamos um erro que
possivelmente foi gerado pelo uso da generalizagdo a qual diz “dividir zero por qualquer
numero, resulta em zero”. O mesmo acontece quando os estudantes indicaram que
0 =+ 0 = 1. Muito se escuta que “todo nimero dividido por ele mesmo, tem resultado 1”.
Desta forma, acredita-se que ha neste contexto um obstaculo epistemoldgico generalista, o
qual segundo Bachelard (1996) sdo barreiras ocasionadas por conceitos explicados de forma

geral, sem énfase nas particularidades.

Bachelard (1996) alega que as interpretacdes errdneas que ocorreram ao longo da
historia, reproduzem um pensamento incorreto e geram um obstaculo epistemoldgico.
Segundo Silva (2022) no trabalho do matematico e astronomo hindu Brahmasphuta “a divisao
de zero por qualquer nimero resulta em zero, até mesmo a divisdo pelo ‘proprio zero’, mas
quando um numero era dividido por zero o resultado era tido como indefinido” (Silva, 2022,
p-49).

A questdo 7 deseja conferir se o estudante reconhece que uma poténcia de base nao

nula e expoente zero, resulta em 1. Observou-se que 4 alunos responderam corretamente a

~ . . L 0
questdo. No entanto, o maior percentual dos participantes indicaram que 5 resulta em 5

(Figura 37).
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Figura 37 - Respostas da questdo 7 do questionario (parte 1)

7. Qual o resutado da seguinte poténcia 5°?

m>5
m0
ml
m Indeterminado

Nao respondeu

Fonte: Elaboracdo propria

Considerando a resposta da maior parte da turma, acredita-se que ha um obstaculo
epistemologico verbal na questdo 7. Como constatado por Paias (2019), os alunos consideram
0 zero como “nada”, por este motivo tendem a ignorar a existéncia do zero como expoente de

uma poténcia.

A associagao do zero com a inexisténcia ou vazio ¢ o motivo de muitos erros
relacionados a operagdes matematicas que envolvem este numero (Almouloud, 2007 apud

Silva, 2022).

Brousseau (2008) considera que as concepcdes matematicas podem ser determinadas
como um conjunto de saberes e conhecimentos. As adaptacdes de um sujeito acarretam
nogoes diferentes de uma mesma concep¢do. Sendo assim, as concepgdes adquiridas sdo

resistentes e provocam erros, criando barreiras na aprendizagem e tornando-se obstaculos.

Com a questdo 8 pretende-se descobrir se o aluno tem a compreensao de que uma

poténcia de base zero e expoente positivo, resulta em zero. Dos 11 participantes, 9 afirmaram

corretamente que 05 = 0 (Figura 38).
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Figura 38 - Respostas questdo 8 do questionario (parte 1)

8. Qual o resultado da seguinte poténcia 0°?

m0

ml]

mS
Indeterminado

Nao respondeu

Fonte: Elaboragéo propria

A questdo 9 tem o intuito de verificar se o aluno entende que a poténcia de base zero e

expoente negativo € uma operacdo impossivel. O maior percentual dos alunos que

o -2, . , .
responderam corretamente a questdo, indicando que 0 ¢ impossivel (Figura 39)

Figura 39 - Respostas questdo 9 do questionario (parte 1)

9. Qual o resultado da seguinte poténcia 072?

m0

-2

m [mmpossivel de se obter
m Indeterminado

Nao respondeu

Fonte: Elaboragdo propria

No entanto, acredita-se que ha nesta questdo um obstaculo epistemoldgico generalista.

. o A2
Observamos que alguns alunos consideram que a operacdo 0  resulta em zero. Tal erro pode
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ser acarretado pela generalizacdo, onde se diz que “zero elevado a qualquer nimero resulta

em zero”.

. S 0 .
A questdo 10 busca identificar se o estudante conhece que 0 possui um resultado

indeterminado. Nenhum aluno respondeu corretamente a esta questao (Figura 40)

Figura 40 - Respostas questdo 10 do questionario (parte 1)

10. Qual resultado da seguinte poténcia 0°?

m0

ml
Impossivel de se obter
Indeterminado

Nao respondeu

Fonte: Elaboragdo propria

Notou-se que a maior parte dos alunos consideram erroneamente que 0’ =o0.
Novamente, ¢ possivel que neste erro coexista um obstaculo epistemoldgico verbal, o qual
Bachelard (1996) indica que ocorre pelo uso excessivo de analogias para explicacdo de um
tema. Neste caso, o aluno associa o zero a “nada”, sendo assim repete a base da poténcia

como resposta.

. 0
Observou—se também que um aluno respondeu que 0 = 1. Tal erro pode se dar pela
generalizacdo em que “todo niimero elevado a zero resulta em 1”. Deste modo, acredita-se

identificar novamente um obstaculo epistemoldgico generalista ao tratar do zero.

Os erros com relagdo ao zero na operacdo de potenciagdo tem um carater historico.
Paias (2019) indica que o zero como expoente na poténcia, surgiu apenas no século XV com
Nicolas Chuquet, um matematico francés. Deste modo, “[...] o expoente zero teve um
obstaculo instaurado, pois ndo havia sentido para ele, inicialmente, uma vez que ndo havia
produto de dois fatores iguais, nenhuma vez, entendo que o zera era como nada” (Paias, 2019,

p.231)
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Ao longo desta andlise, foi observado que em todas as questdes que foram
identificados obstaculos epistemoldgicos, o obstaculo da experiéncia primeira também
poderia ser inserido no contexto. J& que os alunos tendem a memorizar a informacao que lhes
foi passada no primeiro contato que tiveram com a divisao e a potenciagdo. Bachelard (1996,

p.26) indica que “os obstaculos a cultura cientifica se apresentam sempre aos pares'.

4.1.3.2 Analise da segunda se¢dao do questionario

A segunda parte do questionario tem como finalidade investigar se os alunos possuem
conhecimentos para desenvolver explicagdes matematicas que justifiquem os resultados de

determinadas operagdes de divisao e potenciagao envolvendo o zero.

A questao 1 ¢ dividida em itens A e B. No item A da primeira questao, ¢ esperado que
os estudantes expliquem de acordo com seus conhecimentos, o motivo de ao usar a
calculadora a operacdo de divisdo de um numero ndo nulo por zero resultar em um erro (

5+ 0 = MathError).

Nenhum participante alcangou o objetivo deste item, reconhecendo a impossibilidade
de ocorrer tal divisdao e a justificando. Dois participantes deixaram a questdo em branco,

enquanto o restante tentou esbogar alguma resposta para a pergunta.

O aluno G entendeu que o uso da maquina de calcular foi incorreto, por isso o visor da

calculadora apresentou a mensagem de erro (Figura 41).

Figura 41 - Resposta do aluno G, questao 1.a

Qus of%e Gua s Yo, sty fGumon Gsne. o
e P s Yo aMmged . Jue oo &J\mdﬂw
forara qus i L

Fonte: Protocolo de pesquisa

O aluno H apresentou uma resposta que decorre das generalizagdes usadas ao estudar

o conteudo de divisao (Figura 42).
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Figura 42 - Resposta do aluno H, questdo 1.a
Bl dpoda DSPLIBL Gt n@rinlom Mt dadly.
At diyiolias deee e (0.

Fonte: Protocolo de pesquisa

No item B da primeira questdo ¢ requerido uma explicacdo para a mensagem de erro
na calculadora ao efetuar a operacdo 0 <+ 0, buscando assim entender se os alunos

reconhecem a indetermina¢do matematica.

Notou-se que dois alunos ndo responderam ao item. Os participantes, que tentaram

justificar o erro da calculadora, ndo obtiveram éxito na justificativa

O aluno B indicou que “Nada divide para nada, sempre vai ser nada”, ou seja este
aluno considera o zero como algo inexistente. Os alunos D e H compartilham deste
pensamento (Figura 43). Por meio destas respostas, considera-se a existéncia de um obstaculo

epistemologico da experiéncia primeira e verbal.

Igliori (2008, p.139) ressalta uma ideia de Glorian (1987) dizendo que “as concepgdes
que ocasionam obstaculos no ensino da matematica sdo raramente espontaneas, mas advindas

do ensino das aprendizagens anteriores”

Figura 43 - Resposta dos Alunos D e H, questdo 1.b

Alune D

YW I nodo oo, Jaut cll-lxc_’i;.dg
Aluno H
6% ol LeyRiear o4 02 0 Se tinmsare

i—’tﬁ’t oy LNk ?
willbod s . ‘
Ml | | ; ) DPOUN AEE L euor

Fonte: Protocolo de pesquisa

Apoés analise da questdo 1 entende-se que os alunos ndo detém os conhecimentos
esperados para operar com o zero na divisdo. Ao relacionar os obstaculos epistemologicos
com a matematica, temos que essas barreiras ocasionam erros comuns a muitos alunos. Sendo
estes, causados por nog¢des matematicas inadequadas que persistem ao passar do tempo

(Brousseau, 2003 apud Paias, 2019).
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Foi possivel notar que os estudantes ndo souberam justificar os questionamentos
feitos, reproduzindo assim a falta de conhecimento matematico que estes possuem. Curi
(2004) considera que parte dos alunos concluintes dos cursos de formagdo se formam sem

conhecimento dos conteudos matematicos, os quais irdo lecionar.

A questdo 2 ¢ dividida em trés itens, sendo perguntas fechadas. Sdo feitas duas
afirmacdes, as quais estdo expostas abaixo, ¢ em seguida ¢ questionado o conhecimento do

aluno em relacao as assertivas.

1) “Todo numero elevado a zero ¢ igual um”

2) “Zero elevado a qualquer ntimero ¢ igual a zero”

Apenas um aluno deixou esta questdo em branco. Dentre os outros 10 participantes,
todos ja ouviram falar de pelo menos uma das afirmagdes. A maior parte dos alunos

indicaram que ja escutaram as duas afirmativas e concordam com ambas.

Observou-se que todos os alunos que responderam a questdo concordam com ao

menos uma das afirmagdes. Apenas um aluno disse nao concordar com a afirmacao 2.

Nota-se que estes participantes aprenderam os conceitos de potenciacdo de forma
generalizada, sem especificar as particularidades que envolvem o zero nesta operagcdo. Mais
uma vez acredita-se na existéncia de um obstaculo epistemoldgico generalista, no qual a

generalizacdo de um conceito acarretou o erro.

A questao 3 ¢ composta por dois itens, sendo esta uma questdo aberta. No item A

. 0 . . .
pede-se que o aluno explique o resultado 2° = 1, para que assim possamos verificar quais

informacodes sobre as propriedades de potenciacao o estudante possui.

Apenas um aluno deixou este item em branco. Dentre os 10 alunos que responderam,
6 escreveram como resposta “Nao sei”. Nas respostas dos alunos D e E (Figura 44), foi

possivel detectar uma barreira de aprendizagem, em decorréncia da generalizagao.

Ao indicar, de forma geral, que todo/qualquer nimero elevado a zero ¢ 1, é possivel
considerar a presenga de um obstaculo epistemologico generalista. Novamente, ao generalizar

o aluno deixa de reconhecer as particularidades da poténcia de expoente zero.
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Figura 44 - Respostas dos alunos D e E, questdo 3.a

Alune D

W@W&mhmoiwa{
Aluno E

WMWMW SERRCWAES

Fonte: Protocolo de pesquisa

. ~ 0, . N
No item B da questao 3 espera-se que o aluno reconhega que 0 ¢ uma indetermina¢do

i . . . ) 0
matematica. Assim questiona-se a veracidade da igualdade 0 = 1, a qual o aluno deve

justificar o porqué da sua resposta.

No item B da terceira questdo, dois alunos ndo responderam. Oito alunos indicaram
“Nao sei” como resposta. Apenas o aluno E colocou uma resposta diferente, a qual dizia

apenas que “Porque todo numero elevadoa 0 ¢ 1.

Percebe-se que o aluno decorou uma frase que aprendeu durante sua vida escolar,
“todo numero elevado a zero”, e a tomou como verdade absoluta. Para Silva (2022) o que ¢
verdadeiro e o senso comum formam parte do nosso conhecimento prévio, estando este

vinculado a nossa percepcao de alguns resultados matematicos.

A partir das questoes 2 e 3, conclui-se que os estudantes ndo possuem as nogodes
esperadas ao tratar do zero na operagdo de potenciagdo. Silva (2022) expde que um obstaculo
ndo se traduz pela falta de conhecimento, mas sim pelo emprego do conhecimento em
situacdes improprias, o que o torna um dificultador na formacgdo do saber. Este pensamento

esta em consonancia com os obstaculos observados nestas questoes.

4.2 Sequéncia Didatica

4.2.1 Teste exploratorio da sequéncia

No dia 20 de Julho de 2023 foi realizado o teste exploratério da segunda etapa da
pesquisa, a qual consiste em uma sequéncia didatica abordando as indeterminacdes
matematicas envolvendo o zero na divisdo e potenciagdo. Esta sequéncia ¢ dividida em duas

partes, a primeira abordando o zero na divisdo e a segunda discorrendo o zero na potenciagao.
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Foram convidados para participar deste teste exploratorio, os alunos que participaram
da aplicagdo do teste exploratorio referente ao questiondrio da pesquisa. Apenas 6

licenciandos puderam comparecer na data e horario estipulados.

Os objetivos do teste exploratorio relativo a segunda etapa deste trabalho foram
analisar se o tempo proposto para aplicagdo da sequéncia seria suficiente, além de averiguar a

compreensibilidade, clareza, dinamismo e objetividade da sequéncia exposta.

Inicialmente a autora expds aos licenciandos presentes o objetivo e o publico alvo da
pesquisa. Foi importante destacar que o intuito da referida sequéncia didatica ¢ apresentar
uma proposta vidvel para abordar, no Ensino Fundamental (EF), as indeterminagdes

matematicas envolvendo do zero na divisdo e potenciagao.

Os licenciandos receberam uma apostila, a qual abrangia o contetido a ser estudado.
Destaca-se que a apresentagdo ¢ formatada conforme a exposi¢ao dos contetidos da apostila.

Também foi entregue aos participantes uma folha para que anotassem sugestoes para melhoria

do trabalho.

Nos proximos paragrafos, serdo narradas as sugestdes € mudangas ocorridas no
trabalho. Salienta-se que todas as observacoes feitas pelos participantes foram acatadas pela

autora.

Ao longo da primeira parte da sequéncia didatica, sdo apresentadas operagdes de

divisdo usando o método da chave (Figura 45).

Figura 45 - Operagao de divisdo no formato inicial

N

.7 | 1.2 — Zero na divisdo

| Exemplos numérico usando a definigdo da divisdo |

10 =2 =5 23 +3=7

(ividendo) 10 | 2 (divisor) (Dividendo) 23 | 3 (divisor)

(Resto) O 5 (quociente) (Resto) 2 7 (quociente)

(5x2)+0=10 (7x3)+2=23

Fonte: Elaboragdo propria.
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Foi sugerido indicar no desenvolvimento das operac¢des de divisdo, a técnica usada
para a obtengdo do resto da divisdo. A figura 46 abaixo expde o modo a ser apresentado apos

a mudanga.

Figura 46 - Operagao de divisdo no formato ap6s mudangas

7.+ 7 | 1.2—Zero na divisdo

|Exemplos numérico usando a definigdo da divisﬁo|

10 +2=5 23 +3=7
(Dividendo) 10 | 2 '\‘ (divisor) (Dividendo) 23 3 ~ (divisor)
—-10 5./x —-21 (7 X ]
(quociente) quociente]
(Resto) O (Resto) 2

(5x2)+0=10 = (7x3)+2=23

Fonte: Elaboragdo propria.

Também foi sugerido indicar as propriedades referentes ao resto da divisdo, ao
apresentar o algoritmo da divisdo (Figura 47). Esta sugestdo decorreu no momento em que foi
abordado a explicagdo do porqué ¢ impossivel obter-se resultado a partir da divisdo de um

numero qualquer (diferente de zero) por zero.

Figura 47 - Apresentagao do algoritmo da divis@o inicialmente

/ i}

< wp 7 | 1.2 — Zero na divisao

DEFINIGAO DA
DIVISAO

(Dividendo) D d (divisor)

(Resto) T q (quociente)

(gxd)+r=D |

Fonte: Elaboracgdo propria.



y .

situacao

¢ igual ao dividendo.
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Para tal explicagdo, o aluno é conduzido a observar o resto da divisdo, o qual nesta

Faz-se necessario que o aluno detenha o conhecimento das

propriedades do resto, para assim classificar esta operacao como impossivel (Figura 48).

Figura 48 - Apresentagdo do algoritmo da divisdo apos mudangas

| AT
=

{07 [ 1.2 - Zero na divisao |
DEFINIGAO DA
DIVISAO
(Dividendo) D d (divisor)
(gxd)+Hr|=D
(Resto) T qd (quociente)

Propriedades importantes
sobre o resto da divisdo

O resto € menor gue o divisor;
resto (r) < divisor (d)
O resto é menor que o dividendo;
resto (r) < dividendo (D)
O resto é sempre maior ou igual a zero.

resto (r) = zero

Fonte: Elaboracao propria.

Baseando-se na sugestdo abordada anteriormente, fez-se necessario alterar o modo

usado inicialmente na sequéncia para explanar sobre a impossibilidade de dividir um niimero

(diferente de zero) por zero. A figura 49 indica a maneira apresentada no teste exploratorio.

Figura 49 - Divisao entre um nimero qualquer e zero
DEFINICAO
DIVISAQ

| Dividir um nimero qualquer por zero € uma operagao impossivel. |

15+ 0 =[7|
15|0
q

((]Jx0)+r=15

1.2 - Zero na divisao

Sendo dividendo (D) # 0

gx0#%15

Fonte: Elaboragdo propria.
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Optou-se por indicar por meio de um lembrete a propriedade a qual aponta a
necessidade do resto ser diferente do dividendo. A figura 50 aponta as mudangas feitas para

facilitar a compreensao do aluno.

Figura 50 - Divisdo entre um nimero qualquer e zero apds alteragdes
DEFINICAO
DIVISAO

[ Dividir um nimero qualquer por zero € uma operagao impossivel. |
Sendo dividendo (D) # 0

1.2 - Zero na divisao

15+0=7
1 5 0 ha Lembre-se que:
| resto(r) < dividendo (D)
- 0 q /X r= 1 5< Ou seja, o resto deve ser
15 1] diferente e menor que o
dividendo.

(?/Jx0)+r=15
15 + 0 = impossivel

Fonte: Elaboragdo propria.

Em relacdo a segunda etapa da sequéncia didatica, os participantes sugeriram apenas

N L . . 0
uma alteragdo. Na explicagdo relacionada ao porqué 3 resulta em 1, a autora apresentou a

explanacdo conforme indicada na figura 51.

Figura 51 - Explicagdo 3°=1 verso inicial

2.2 - Zero na Potenciacao 7

" =1, qualquer que seja o nimero real a sendo a # 0. !

Considere que os valores de m e n sejam iguais, ou sejam = n.

Entdo suponhaquee m=n=4ea=3

ivisdo de potémia
Aplicando a propriedade de divisdo de poténcia de mesma base, temos que: DS

de mesma base

4

3_ - 3474 =30 E"’: _ a.m_n
34 - - an
34
z=1

Fonte: Elaboragdo propria.
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No entanto, ap6s apontamentos feitos no teste exploratdrio o formato desta explicagdo
foi remodelado (figura 52). Os licenciandos afirmaram que para facilitar a compreensdo dos
alunos, seria indicado apresentar inicialmente a divisdo entre um ntmero real (diferente de
zero) por ele mesmo resultando em 1, para assim finalizar a explicacdo por meio da

propriedade de divisdo de poténcia de mesma base.

Figura 52 - Explicagdo 3%=1 apos alteragdo

2.2 — Zero na Potenciacao |

i a” =1, qualquer que seja o nimero real a sendoa # 0. |

Considere que os valores de m e n sejam iguais, ou sejam = n.

Entdo suponhaque m=n=4ea=3

v de poténcia
34 81 L Divisao ml:’mme
3781 demes
30=1 a™ _ m-n
» o
= = 34—4 = 30
3

A partir da propriedade de poténcia divisdo de mesma base.

Fonte: Elaboragdo propria.

Tratando-se da apostila, todas as alteracdes feitas nos slides da apresentacdo também

foram realizadas no material em questao.

Além disso, optou-se por inserir na apostila uma questdo (Figura 53) na secdo de
abordagem do zero na divisdo, ao tratar da impossibilidade da divisdo de um numero qualquer
(diferente de zero) por zero. A operacdo proposta no exercicio estava presente anteriormente
no slide. O intuito da modificagdo foi evitar a inatividade dos alunos durante a apresentagao,

fazendo assim com que os estudantes anotem a resposta da atividade na apostila.
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Figura 53 - Exercicio abordando a divisao entre um nimero real e o zero

Vamos exercitar!
A partir do exemplo anterior, resolva 15 + 0

Fonte: Elaboragao propria.

Os participantes teceram comentarios positivos, ao final do teste exploratorio. A
organiza¢do e exposicdo dos slides, assim como da apostila, foi um ponto muito elogiado.
Todos os presentes apreciaram a tematica abordada e afirmaram que antes desta apresentagdo
eles ndo saberiam explicar, para um aluno, o porqué dos resultados das operagdes de divisao e
potenciacao envolvendo o zero. Logo, os licenciandos presentes sugeriram que este trabalho

deveria ser divulgado para os alunos do curso de Licenciatura em Matematica.

4.2.2 Aplicacdo da sequéncia

A sequéncia didatica, que integra a segunda etapa da pesquisa, foi aplicada no dia 02
de outubro de 2023 em um Instituto Superior de Educacdo em Campos dos Goytacazes.
Participaram da aplicagdo 7 alunos do 3.° ano do EM em fase de conclusdo do curso Normal
Meédio - Formagao de professores.

O encontro aconteceu no laboratorio de informatica do Instituto, sendo esta a Unica
sala com equipamento de proje¢ao de imagem disponivel naquele momento. Organizou-se as
cadeiras da sala em um semicirculo, evitando assim que os alunos usassem os computadores e

desviassem o foco da apresentagdo (Figura 54).
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Fonte: Protocolo de pesquisa.

No dia desta aplicagdo, a turma contava com uma quantidade reduzida de alunos em
relagdo ao primeiro encontro. Os alunos indicaram que durante o decorrer deste ano letivo o
excesso de alunos faltosos vem ocorrendo com frequéncia.

A professora de matemadtica da turma optou por acompanhar a apresentacdo da
proposta didatica, sentando-se afastada do semicirculo formado para ndo interferir nas
respostas dos estudantes. E importante destacar que apesar de solicitos em participar da
pesquisa, os alunos chegaram ao local de aplicacdo pronunciando o desgosto relacionado a
disciplina de matematica.

Inicialmente, a autora recordou com os alunos sobre a primeira etapa da pesquisa e
explicou que naquele momento aconteceria a segunda etapa, a qual tem o objetivo de explicar
0s questionamentos feitos a eles anteriormente. Dentre os 7 alunos, apenas um deles nao
estava presente na aplicacdo do questiondrio. O restante da turma lembrou da pesquisa e
alguns demonstraram curiosidade em relacdo as respostas das questdes feitas na primeira
etapa.

Em seguida, foi entregue aos participantes o termo de consentimento (Apéndice H)
referente a segunda fase. Apos recolher os termos devidamente assinados, foi entregue uma
apostila para todos que encontravam-se no ambiente.

Iniciando a apresentacdo foi informado aos alunos que o trabalho tratava-se de uma
proposta didatica, a qual subdivide-se em duas partes. A proposta ¢ destinada a auxilia-los
futuramente nas suas atividades como docentes.

A primeira parte aborda o topico “zero na operacdo de divisdo”. Foi apresentado aos
participantes, conforme a BNCC, que a operagao de divisao ¢ introduzida nos anos iniciais do
EF. Assim destaca-se a importancia desta pesquisa, pois eles vao precisar estar aptos a

lecionar este conteudo futuramente.
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Em sequéncia, foram distribuidas 7 calculadoras entre os alunos. Seguindo a apostila
(Apéndice D), eles deveriam efetuar 3 operagdes de divisdo envolvendo o zero (
0+4;4+0; 0+ 0) e comentar a diferenca entre os resultados obtidos. A turma nao
hesitou em participar da dindmica, todos efetuaram os calculos na calculadora e comentaram
os resultados encontrados. Houve indagacoes a respeito da mensagem de “erro” que apareceu
no visor da calculadora ao efetuar 4 <~ 0 e 0 + 0. Nesta circunstancia, foi despertado nos
alunos o interesse no assunto a ser trabalhado ao longo da apresentacgao.

Dando continuidade as operagdes efetuadas na calculadora, questionou-se aos alunos
"Por que o zero ndo pode atuar como divisor na operagao de divisdo?" . Logo, a autora fez
duas afirmagdes: "dividir zero por um nimero qualquer ndo nulo ¢ uma operagdo possivel
que resulta em zero" e "dividir um namero qualquer nao nulo por zero ¢ uma operagao
impossivel".

Para esclarecer as afirmativas, inicialmente utilizou-se como recurso uma atividade
envolvendo trés situagdes-problemas que compunham uma pequena narrativa. Foi notdrio que
todos os alunos estavam muito atentos e interessados nas situacdes apresentadas. Neste
instante, a autora mencionou que as explicagdes ilustrativas por meio de histérias sao
importantes para desenvolver a aprendizagem dos alunos e que devem ser um instrumento de
ensino utilizado nos anos iniciais do EF.

No entanto, foi pronunciado para a turma que os resultados das operagdes matematicas
expostas inicialmente, podem ser explicados por meio do algoritmo da divisdo. Desta
maneira, este artificio também deve ser usado para explicagcdo nos anos iniciais do EF. A fim
de introduzir este topico, foi feita uma revisdo sobre a operacao de divisao.

Iniciou-se entdo, as explica¢des utilizando a definicdo da divisdo para os seguintes
pontos:

e A possibilidade do zero atuar como dividendo, sendo o divisor nao nulo;

e O impossibilidade do zero atuar como divisor, sendo o dividendo nao nulo;

e A indeterminacdo gerada ao efetuar a operagdo de divisdo tendo zero como
divisor e dividendo simultaneamente.

Durante todas as explanacdes feitas em relagdo aos topicos, a participacao dos alunos
era requisitada por meio de perguntas que os conduziam a desenvolver as demonstragdes
numeéricas juntamente com a autora.

Durante o desenvolvimento desta parte da apresentacao, os alunos manifestaram que
tais explicagdes nunca tinham-lhes sido apresentadas anteriormente, ao longo do percurso da

educagao basica.



79

Ao trabalhar a indeterminacdo 0 + 0 (Figura 55), foi questionado aos participantes
"qual o resultado da multiplica¢do entre um numero qualquer e zero?" e eles responderam que
¢ zero. Logo, para confirmar a resposta dada, os alunos foram incentivados a responder 5 x 0;
12 x 0; 1.000.000 x 0 e para todos esses calculos a resposta dada foi zero. Sendo assim,
conjuntamente com a turma conclui-se que ndo ¢ possivel determinar um valor para o
quociente diante a situacdo apresentada, classificando 0 + 0 como uma indeterminagdo

matematica.

Figura 55- Iniciando explicac@o sobre a indeterminagdo matematica

—— DEFINICAO
1.2 - Zero na divisao

| Dividir zero por ele préprio ¢ uma operagao com resultado indeterminado. ]

= gx0=0

/
0 | O 22N O produto entre um nimero

q

( ) B qualquer e zero, resulta em zero.
qX +r=

Fonte: Elaboragao propria.

Ao final da primeira parte desta aplicacao, foi possivel concluir que alguns alunos nao
possuiam conhecimentos relacionados a impossibilidade de dividir um niimero (diferente de
zero) por zero. Por exemplo, muitos disseram que 4 + 0 resultaria em zero. Assim como, nao
sablam que 0 = 0 ¢ classificado como uma indeterminagdo matematica. Quando
questionados inicialmente sobre o resultado de 0 + 0, os estudantes responderam que achavam
que a resposta também seria zero.

Continuando a apresentacdo, deu-se inicio a segunda parte da sequéncia didatica, a
qual aborda o zero na operagdo de potenciagdo. Segundo a BNCC, os conceitos de poténcia
sao introduzidos no 6.° ano do EF. Logo, foi explicado aos participantes que apesar de nao ser
um conteudo voltado para os anos iniciais, ou seja, eles ndo vao lecionar sobre poténcia,
angariar conhecimentos ¢ uma tarefa importante e recorrente na vida do docente.

Foi distribuida uma folha A4 para cada aluno, com o objetivo de iniciar uma dindmica
a fim de apresentar aos participantes a ideia de poténcia, usando como base o 2. Solicitou-se,
entdo, que dobrassem esta folha ao meio. Questionados sobre a quantidade de retangulos

formados, os estudantes rapidamente responderam “dois”. Seguimos fazendo dobraduras com
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a folha. A partir da ultima dobra, os participantes dobravam a folha ao meio. Foram feitas 3

dobras e a cada nova dobra, os alunos contavam os retangulos formados. (Figura 56)

Figura 56 - Dobras folha A4 e retangulos

2.1 - Operacao de P Potenciacao

Rewsao
1 dobra 2 dobras 3 dobras
2retangulos 4 retangulos 8 retangulos

Fonte: Elaboragéo propria.

Para dar continuidade a dindmica, questionou-se aos alunos se eles observaram o que
estava acontecendo com o numero de retdngulos obtidos a cada nova dobra realizada na folha.
Dois alunos responderam, rapidamente, que a cada nova dobra a quantidade de retangulos era
multiplicada por 2. Sendo assim, foi perguntado a turma quantos retangulos se formariam se
fizéssemos a quarta dobra, neste momento eles ndo deveriam efetuar a dobra. Eles logo
responderam que 16 retangulos se formariam.

Deste modo, foi apresentado aos alunos que por meio da folha A4 podemos
representar a operagdo de potenciacdo de base 2 e expoente natural. Sendo assim, foi feita a
analogia entre a quantidade de dobras que foi feita inicialmente na folha, a qual determinou a
base da poténcia. O nimero de dobras feitas, a partir da primeira, indicava os expoentes.

(Figura 57)
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Figura 57 - Analogia retdngulos, dobras e poténcias

2.1 - Operacao de Potenciacao
T =
| Revisao
1 dobra 2 dobras 3 dobras 4 dobras
2 retangulos 4 retangulos 8 retangulos 16 retangulos
A N N
2X2 2x2x2 2X2x%2X2
[22=4 | [22=8] [2'=16]

Fonte: Elaboragéo propria.

Por fim, questionou-se aos alunos quantos retdngulos haviam se formado quando ndo
haviamos feito dobras na folha. Os estudantes conseguiram observar que a folha A4 ¢ um
retangulo, logo responderam que sem nenhuma dobradura tinhamos 1 retangulo. Neste
momento, foi indicado de forma ludica aos alunos que uma poténcia de base 2 e expoente

zero, resultara em 1.

. ~ . . ~ Y n r
Seguindo a apresentagdo, foi definido a operagdo de potenciacdo sendo a , onde a ¢
um numero real e n ¢ um nimero inteiro maior que 1. Indicou-se que a poténcia se da pela

multiplicacdo de n fatores iguais, neste caso o fator ¢ a base a. Foi feita como exemplo a

poténcia 3" Neste momento, os alunos indicaram que deveriamos repetir 4 vezes o numero 3,
fazendo o produto entre os numeros que se repetiam.

Foram apresentadas duas propriedades da potenciacdo conforme indicado na Figura
58. Perguntou-se aos alunos se eles sabiam porque um numero nao nulo, elevado a zero, tem
como resultado 1. Eles indicaram que conheciam a propriedade, no entanto ndo sabiam

explicar o motivo da operacdo resultar em 1.
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Figura 58 - Propriedades de poténcia

2.1 - Operacao de Potenciacao

Revisao |

Poténcia de expoente 1 » Poténcia de expoente 0

1 _
=qa aU:I

a

! Qualguer que seja o numero real a !

Fonte: Elaboragéo propria.

. . A .0 : .
Para explicar o porqué da ocorréncia a = 1 (sendo a # 0), foi necessario recordar a

. o A s - 2
propriedade de divisdo de poténcias de mesma base. Foi feito um exemplo numérico 77 + 7,
para indicar o motivo desta propriedade ser valida (Figura 59). Foi possivel notar que,
mesmo sem uma demonstracdo formal, os exemplos numéricos foram importantes para a

visualizagao e levaram os alunos a crer na veracidade da propriedade.

Figura 59 - Mostracao divisdo poténcia de bases iguais

2.2 - Zero na Potenciacao

Divis@o de poténcia de mesma base: — = m-n
Explicacdo por meio de exemplo :
(75 IXTXTXTXT S
—_—— = /X =
) 7 TXTX7
5. 93 | 7
7°+7 \'-. 75

— 75-3 _ 52

\ == 7°3=7

Fonte: Elaboragdo propria.

Iniciou-se a argumentacao por meio de um exemplo numérico, 3"+ 3" , para explicar
que realmente, sendo a base ndo nula e o expoente zero, esta poténcia resulta em 1 (Figura
60). Os alunos acompanharam atentamente a explicacdo e ajudaram no desenvolvimento,
quando solicitados. Novamente, observou-se que o exemplo numérico foi de extrema

importancia para o entendimento dos alunos. Ao final desta explicacdo, foi mostrado aos
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. ~ m  n ~
alunos a generalizagdo, sendo m = ne a -+ a . Desenvolvendo esta operagdo, tal qual o

, , 0
exemplo com nimeros, chegou-se ao que gostariamos de mostrar: a = 1.

Figura 60 - Q= 1, sendo base nao nula.

Por que?

2.2 - Zero na Potenciacao

a" =1, qualquer que seja o nimero real a sendo a = 0. |

Considere que os valores de m e n sejam iguais, ou seja m = n.

Entdosuponhaque: m=n=4ea =3

a0 de poténcia
34 g1 Divis@o e
5;': g{f: 1 de mesma
-3“ =1
34
_ 24=4 _ 0
3—4 =3 =3

A partir da propriedade de poténcia divisdo de mesma base.

Fonte: Elaboragéo propria.

Diante do que foi exposto, perguntou-se aos alunos se todo nimero elevado a zero
resultava em 1. Imediatamente, eles responderam que “sim”. Sendo assim, indicou-se que

havia um erro na resposta dada e voltamos a analisar a frase utilizada quando foi exposto que

=1 (Figura 61).

Por fim, foi apresentado a turma a existéncia de mais uma indeterminagdo matematica,

0
que envolve o zero, sendo esta 0 .

Figura 61 - Apresentag@o de uma nova indeterminagdo matematica

2.2 — Zero na Potenciacao

- ~

P
. ) ; \

a” = 1, qualquer que seja o nimero real @ sendo [a # 0.}
A ’

pNY

Nesta situagdo se a = 0, teremos:

0° = indeterminado

Fonte: Elaboragéo propria.



84

Neste momento, os alunos falaram que ndo tinham conhecimento desta
. o i : . 0 .
indeterminagcdo matematica, dizendo que na concepcdo deles 0 resultaria em 1. Para

0,. . o . N
comprovar que 0 éindeterminado, utilizou-se novamente a propriedade da divisdo de

poténcias de mesma base.

Inicialmente, a explicacdao foi dada por meio de um exemplo numérico (Figura 62) e

posteriormente utilizou-se a explicagdo generalizada, por meio algébrico.

. 0, . L
Figura 62 - 0 ¢ uma indeterminacao

2.2 — Zero na Potenciacao

Por que?
0° é uma indeterminacfio matemética.

A partir da defini¢do da divisdo de poténcia de mesma base tem-se que:

;
5
& _ 55
5

0

=a
Agora, considere a =0

0
= =0+ 0 = indeterminado
.

=

.1 0X0x0x0x0| 0%
L 0X0x0x0x0 | 05

=055= 0° = indeterminado

Fonte: Elaboracgdo propria.

Destaca-se que, diante da participagdo dos alunos, compreende-se que estes

. o - 0 . N i
conseguiram atingir o objetivo, reconhecendo 0 como uma indeterminagdo matematica.
Nesta etapa, também foi possivel comprovar que os alunos assimilaram a existéncia da
indeterminacdo matematica envolvendo o zero perante a operagdo de divisdo, pois quando

questionados qual seria o resultado de 0 + 0, eles responderam “indeterminado”.

Para finalizar esta aplicagdo, foi realizada uma entrevista em grupo. Os alunos ja
estavam posicionados em semicirculo, logo a autora iniciou a conversa seguindo o roteiro
programado. Foi informado aos participantes que toda a conversa estava sendo gravada. A
principio, os participantes se mostraram timidos. Porém, no decorrer da conversa, todos os
alunos colaboraram e participaram da dinadmica, expondo suas opinides e relatos sobre o

assunto abordado durante a apresentagao.
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4.2.3 Analise da Entrevista em Grupo

A entrevista em grupo foi utilizada neste trabalho visando coletar dados relacionados
as opinides e percepgdes dos participantes em relacdo ao que foi apresentado durante a oficina
pedagdgica. A analise dos dados obtidos foi realizada a partir da transcrigao (Apéndice G) da

gravacdo em audio realizada apds a apresentagao da proposta didatica.

Nomeou-se os 7 participantes de A’, B’,C’,..., G’. Esta nomenclatura foi usada a fim
de diferencia-los dos alunos que responderam o questiondrio. Esta decisdo decorre do fato de
que nem todos os alunos que estavam presentes na aplicacao do questionario, compareceram a

aula no dia da aplicacao da proposta didatica.

A conversa foi guiada por um roteiro previamente elaborado (Apéndice F), porém
usado de forma flexivel, de modo que as falas dos alunos também direcionaram a rota do

bate-papo.

Foi iniciada a conversa questionando se os alunos tinham nog¢do da problematica
relacionada a divisdo e a potenciagdo que envolve o zero. Também foi perguntado se eles ja

haviam sido levados a refletir sobre a tematica anteriormente.

Os alunos indicaram que conheciam alguns dos tdpicos apresentados. O aluno C’
recordou a aplicacdo do questionario e ressaltou “Eu s prestei atencao no zero depois que
vocé aplicou aquele testezinho”. Este mesmo aluno disse que ele ignorava o zero, dizendo a

seguinte frase: “Zero com tudo, zero”.

Observa-se a partir destas falas que os estudantes ndo davam a devida atengdo ao
numero zero nas operacdes. O que justifica a ndo percep¢do das particularidades que

envolvem este nimero ao tratar da divisdo e potenciagao.

Blanco e Contreras (2002 apud Curi, 2004) sugerem que muitos estudantes do curso
de formagdo de professores tendem a ter um descaso, uma espécie de negagdo e frustracao

quanto se trata de atividades matematicas.

O aluno B’ fez uma declaragao importante que reforga a possibilidade da existéncia do
obstaculo epistemologico generalista associado as operagdes que envolvem o zero. O aluno
declarou que:

A poténcia que era assim, todo nimero elevado a zero vai dar um. Ah ai

assim, caia até isso na prova. Eu até gravei isso, todo niimero elevado a zero,
um. Ai eu colocava logo 14, um. (Aluno B)
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Dando continuidade a conversa, foi questionado se a partir do que foi apresentado na
oficina pedagdgica, os alunos saberiam diferenciar uma opera¢do indeterminada de uma

impossivel, tratando da divisdo e potenciagao.

Os participantes indicaram que provavelmente saberiam. Mas quando indagado sobre
qual seria o resultado da operagdo 5 + 0, apenas dois alunos acertaram a resposta. Os demais

participantes acabaram se confundindo quanto ao resultado desta divisao.

Percebeu-se, entdo, a dificuldade em superar uma barreira formada por erros que vém
sendo cultivados ao longo da vida estudantil. Assim, faz-se importante a fala de Brousseau
(2008, p. 48) o qual ressalta que “algumas concepgdes adquiridas ndo desaparecem
imediatamente em beneficio de uma concepcdo melhor: resistem, provocam erros,

tornando-se, entdo, ‘obstaculos’”.

As lacunas que sao formadoras dos erros conceituais cometidos por alunos do curso de
formacdo, ndo sao reflexo da ignorancia. Porém, sdo efeitos de um conhecimento adquirido

anteriormente, o qual era um sucesso mas agora representa um conceito falso (Gomes, 2002).

Foi perguntado aos participantes se eles ja tinham lecionado matematica durante
alguma aula de estagio. Como resposta, nenhum deles tinha trabalhado esta disciplina no

decorrer das aulas de estagio.

A resisténcia dos participantes em lecionar matematica, estd em conformidade com a

analise de Gomes (2002):

Na maioria dos cursos de formacdo de professores, sobretudo dos
professores das séries iniciais, sdo evidentes a resisténcia e a fobia em
relacdo a matematica. Por isso, ao trabalhar nestes cursos nos deparamos
com sujeitos que apresentam enormes lacunas no dominio de conceitos
matematicos fundamentais para o dia-a-dia e acabam por reproduzirem essas
lacunas, tornando-se ao invés de um facilitador, um grande obstaculo para
aprendizagem de seus alunos. (Gomes, 2002, p.367)

No decorrer da entrevista, a maioria dos alunos declarou ndo gostar de matematica.
Porém, o aluno E’ demonstrou uma grande repulsa com a disciplina em questdo e relatou que

sua dificuldade com esta matéria ocorre desde o inicio da sua trajetoria escolar.

Quando questionados sobre o entendimento do que foi apresentado na oficina, o aluno
E’ disse que acompanhou todo o raciocinio que foi exposto. No entanto, ndo saberia explicar
as operacdes sozinho, mesmo apds a apresentacdo. Ficou notério que o aluno E’ criou um

bloqueio em relagdo a disciplina de matematica.
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Para sondar o ponto de vista dos participantes em relacdo ao que foi apresentado
durante a oficina, foi indagado se a apresentagdo trouxe um novo olhar para a maneira que
poderiam abordar o zero com alunos do ensino fundamental . Os alunos disseram que sim, a
oficina teve uma relevancia para eles. Abaixo sdo destacadas algumas falas dos participantes

neste momento:

Aluno B’: Eu ndo sabia que o zero era tdo dificil assim.
Aluno E’: Foi o que eu falei, eu ndo prestava aten¢do no zero.
Aluno F’: O zero ¢ excluido.

Aluno C’: Por incrivel que pareca, ele ¢ o primeiro e ele sempre foi excluido.
Ignorado, coitado.

As falas expostas, mais uma vez, reforcam e justificam os erros cometidos na
aplica¢do do questionario. Na percepcao matemadtica dos alunos, o zero nao ocupou lugar de

destaque.

Matias (2020, p.12 ), em seu livro, diz que “por conta do seu comportamento peculiar,
o zero costuma ser uma das grandes fontes de controvérsias, mesmo entre matematicos. A tal

ponto que alguns, quando podem, simplesmente o expulsam do jogo™.

Também foi questionado se, na posi¢do de futuros professores, os participantes
passariam a destacar a indeterminac¢do e a impossibilidade existente na divisdo. Os alunos

responderam de forma positiva. Destaca-se a fala do aluno C’:

E as criangas fazem perguntas de tudo pra gente. Tia, por que tem que ser
assim? Porque sim. Nao me pergunte o porqué. Eles adoram falar porque.
Se for porque em histdria, em geografia, em portugués, até vai. Mas agora,
em matematica ndo (Aluno C’).

Quando os professores ndo possuem vasto conhecimento matematico, a inseguranca
perante as situacdes de ensino ficam evidentes. Por este fato, eles tendem a recorrer aos livros

didaticos, se apoiando nestes para ensinar (Blanco e Contreras, 2002 apud Curi, 2004).

Os participantes indicaram que usariam o material que lhes foi oferecido para preparar
uma aula, demonstrando apreco pela apostila que foi elaborada. Os alunos C’ ¢ D’ disseram
que fariam uso do conteudo da apostila para preparagdo da proxima aula de estagio cuja

tematica ¢ matematica.

Durante a entrevista, foi feito um questionamento aos alunos com o intuito de saber

como a operagdo de divisdo foi ensinada a eles durante as séries iniciais do Ensino
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Fundamental. Por meio das respostas dadas, percebeu-se que durante este periodo escolar

nunca houve énfase nas impossibilidades e indeterminagdes relacionadas a divisao.

Curi (2004) faz uma reflexdo sobre os desafios que se sucedem no curso de formacgao
inicial de professores. A autora observa que tanto os conhecimentos adquiridos ao longo da
jornada escolar, quanto a experiéncia como aluno de um curso de formagdo, tendem a ter

influéncia na atuacao profissional desses futuros professores.

Por fim, ao final da entrevista os alunos teceram elogios a oficina pedagogica. A
professora da turma, que também acompanhou a apresentacao, mostrou-se entusiasmada com

o que foi apresentado. Segue as falas do aluno C’ e da professora:

Aluno C’: A explicacdo foi muito boa.

Professora da turma: Eu achei a explicagdo muito boa, maravilhoso. O
material esté perfeito.

Por meio da entrevista em grupo, comprovou-se as ideias de Curi (2004). A autora
destaca que a matematica que sera aplicada nos anos iniciais do Ensino Fundamental, assim
como os conhecimentos em geral de matematica e sobre a disciplina, sao pouco enfatizados

durante o curso de formagao de professores (Curi, 2004).



5 CONSIDERACOES FINAIS

A curiosidade desta autora foi o ponto de partida para este trabalho. Sempre fiz muitos
questionamentos matematicos, dentre eles: “porque nao podemos dividir um namero por
zero?” e “porque zero dividido por zero ndo resulta em 1?”. No papel de futura professora,
acredito que estas perguntas também poderiam ser duvidas dos meus futuros alunos. Sendo

assim, na busca por estas respostas surgiu a motivacao para esta pesquisa.

A matematica ¢ uma disciplina que sofre repulsa por parte dos estudantes que
frequentam o ambiente escolar. Este cendrio ndo se faz diferente em meio aos alunos do curso
de formagdo de professores - Normal Médio. Os futuros professores das séries iniciais, que
guiardo as aulas de multiplas disciplinas, concluem o curso de formag¢do com duvidas nos

conteudos matematicos, os quais irdo lecionar ao longo de sua vida profissional.

Os alunos, de modo geral, carregam em sua bagagem escolar conhecimentos que vao
sendo adquiridos e acumulados. No entanto, a aquisi¢do de conceitos mal adaptados geram
barreiras na aprendizagem e acarretam futuros erros que se compdem de obstaculos

epistemologicos.

O zero ¢ um nimero que gera imprecisdes ao longo dos estudos matemadticos durante
os anos escolares. Este objeto matematico possui uma historia curiosa, ja que nem todas as
civiliza¢des precisavam dessa simbologia para operar a matematica e fazer contagens. O zero

percorreu uma longa trajetoria até ser reconhecido como numero.

Algumas operacdes matemadticas, como a divisdo e a potenciacdo, possuem
particularidades no que se refere ao zero. Porém, essas singularidades nem sempre sao
devidamente destacadas durante o ensino destes calculos.

A divisdo ¢é conteudo destinado a ser ensinado no 3° 4° e 5° anos do Ensino
Fundamental. Logo, desde os primeiros contatos do aluno com esta operacao ¢ de suma
importancia que as nuances envolvendo o zero sejam apresentadas. Diante disto, ¢ esperado

que os professores das séries iniciais saibam direcionar as explicagdes necessarias para a

aprendizagem deste calculo matematico.

Ja a potenciagdo ¢ um contetido iniciado no 6.° ano do Ensino Fundamental. Sendo
assim, espera-se que os alunos em fase de conclusdo do Ensino Médio reconhegam as

minucias que compreendem esta operagao.
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Essas tematicas foram norteadoras para o processo de elaboragdo do presente trabalho.
A seguinte questdo de pesquisa direcionou este projeto: quais as contribuigdes de uma
proposta didatica, voltada para a formacdo inicial de professores, que discorre sobre as
indeterminagdes matematicas envolvendo o zero, na divisdo e potenciacdo, no ambito do

Ensino Fundamental?

Foram delimitados trés objetivos especificos a fim de buscar respostas para a questdo
de pesquisa delimitada. Para alcancar os dois primeiros objetivos, fez-se necessario aplicar
um questiondario formado por questdes objetivas e discursivas. A analise deste objeto de coleta

de dados se deu com base nos obstaculos epistemologicos descritos por Bachelard (1996).

A partir das respostas coletadas por meio do questiondrio, foi possivel observar as
dificuldades enfrentadas pelos alunos em relacdo as operagdes de divisao e potenciacao
envolvendo o zero, bem como identificar obstaculos epistemologicos que estes alunos

enfrentam diante do nimero zero nestas operacdes.

Ficou evidente a dificuldade dos participantes em dar explicagdes que compreendam o
porqué do resultado impossivel e indeterminado que sucedem-se ao operar com 0 zero em
determinadas situagdes na divisao. Deste modo, pode-se inferir que estes futuros professores
ndo tinham embasamento matematico adequado para explicar para um aluno dos anos iniciais

do EF, as particularidades que abrangem o zero perante a divisdo.

Os alunos também demonstraram duvidas ao tratar das nog¢des que constituem a
operagdo de potenciacdo que contém o zero. Ficou evidenciado o desconhecimento da

indetermina¢do matematica que decorre da operagao zero elevado a zero.

A partir dos erros cometidos no questiondrio, notou-se que os alunos tendem a
reconhecer o zero como “nada” diante da divisdo e da potenciacdo. O tratamento do zero
como ‘“vazio” tem origem histdrica, sendo este entrave um obstaculo epistemoldgico

observado ao longo deste trabalho.

Além disso, identificou-se durante a analise do questionario o uso das generalizag¢des
de conceitos que geram erros. Sendo assim, esta barreira de aprendizagem também foi
classificada como um obsticulo epistemoldgico, impedindo o desenvolvimento do

conhecimento de forma correta.

A fim de atingir o terceiro objetivo especifico, foi realizada uma oficina pedagogica
para expor as indeterminacdes matematicas envolvendo o zero na divisdo e na potenciacao.

Esta oficina foi elaborada com uma abordagem direcionada para o Ensino Fundamental. Ao
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final desta oficina foi realizada uma entrevista em grupo com os participantes, buscando

captar a percepg¢ao dos alunos quanto a tematica abordada.

A anélise dos dados obtidos na entrevista comprovou que os alunos, concluintes do
curso de formacao - Normal Médio, ndo tinham os conhecimentos adequados em relacao as

particularidades, em torno do zero, das operagdes apresentadas.

Os alunos demonstraram aversdo a disciplina de matematica, o que faz com estes
evitem lecionar conteudos matematicos nas aulas de estagio. No entanto, observou-se que a

oficina pedagogica despertou o interesse dos alunos na tematica que abarca o niumero zero.

Também pode ser constatado que antes da proposta didatica apresentada, o zero ndo
possuia relevancia nos estudos dos participantes. Porém, diante do material que lhes foi
entregue, os estudantes passaram a considerar a importancia da abordagem minuciosa do zero

ao ensinar a operagao de divisdo nos anos iniciais do EF.

Logo, acredita-se que foi proporcionado a estes estudantes reflexdes no que tange ao
processo de ensino e aprendizagem das indeterminagdes matematicas que envolvem o zero na

divisdo e potenciacao.

Tendo alcancado com éxito os objetivos especificos deste trabalho, cumpriu-se o
objetivo geral, o qual consiste em: analisar as contribui¢des de uma proposta didatica, voltada
para a formacdo inicial de professores, que discorre sobre as indeterminagdes matematicas

envolvendo o zero, na divisdo e potenciagao no ambito Ensino Fundamental.

Faz-se necessario ressaltar que os participantes desta pesquisa nao possuem em seu
curso uma disciplina voltada para o ensino da matematica nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Logo, os resultados encontrados neste trabalho também podem estar

relacionados a esta caréncia.

Em suma, ao desenvolver este trabalho, foi possivel aperfeicoar as técnicas de
pesquisa e escrita académica. Além disso, por meio deste estudo pude ampliar meus

conhecimentos em relagdo ao niimero zero e as operagdes de divisdo e potenciacdo, assim

A . - i _ 0
como entender o porqué das indeterminagdes matematicas 0 ~ 0e 0 .

Para trabalhos futuros, indica-se o estudo de outros temas matematicos,
relacionando-os ao curso de formacao de professores. Haja visto a caréncia deste publico em
relacdo a matematica. Outra sugestdo ¢ o desenvolvimento de pesquisas que sejam pautadas

pela tematica que versa sobre o numero zero. Tal como o desenvolvimento de uma sequéncia
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didatica com énfase na abordagem histdrica do surgimento do zero e os entraves encontrados

ao longo dos anos nas diversas civilizagdes.



REFERENCIAS

BACHELARD, Gaston. A formacio do espirito cientifico: Contribui¢cdo para uma
psicanalise do conhecimento. 1. ed. Rio de Janeiro: Contraponto Editora, 1996. 316 p.

BERLINGHOFF, William P.; GOUVEA, Fernando Q. A Matematica através dos tempos:
Um guia fécil e pratico para professores e entusiastas. 2. ed. Sao Paulo: Blucher, 2010. 296 p.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Parametros Curriculares Nacionais: matematica.
Brasilia, 1997. Disponivel em: http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf. Acesso:
em 20 mar. 2023.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia, 2018.
Disponivel em: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/. Acesso em: 20 mar. 2023.

BROLEZZI, Antonio Carlos. O acesso a historia da matematica pelo professor de matematica.
Educaciao Matematica Pesquisa, Sdo Paulo, v. 2, n. 2, p. 35-50, 2000. Disponivel em:
https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/issue/view/564. Acesso em: 21 mar. 2023.

BROUSSEAU, Guy. Introducio ao estudo das situacoes didaticas: contetidos e métodos de
ensino. 1. ed. Sdo Paulo: Atica, 2008. 128 p.

CAMPOS, F. A. B. de. A Indeterminagdo Zero Elevado a Zero: Saberes Disciplinares e
Pedagogicos na Formagao Inicial de Professores de Matematica. Revista de Educacao
Matematica, /S. 1./, v. 17, p. 1-17, 2020. Disponivel em:
https://www.revistasbemsp.com.br/index.php/REMat-SP/article/view/442. Acesso em: 1 mar.
2023.

CARVALHO, Dione Lucchesi de. Metodologia do Ensino da Matematica. 2. ed. rev. Sao
Paulo: Cortez, 1994. 119 p.

CURI, Edda. Formacgao de professores polivalentes: uma analise conhecimento para
ensinar matematica e de crencas e atitudes que interferem na constitui¢do desses
conhecimentos. Orientador: Célia Maria Carolino Pires. 2004. 278 f. Tese (Doutorado em
Educacao Matematica) - Faculdade de Educagdo Matematica, PUCSP, Sao Paulo, 2004.

D‘AMBROSIO, Ubiratan. A interface entre historia e matematica uma visao
historico-pedagogica. Revista de Matematica para Professores, [S. ], v. 7,n. 1, p. 41-64, 4
jun. 2021. Disponivel em: https://rhmp.com.br/index.php/RHMP/article/view/67. Acesso em:
31 jan. 2024.

DAMIANI , Magda Floriano et al. Discutindo pesquisas do tipo intervengao pedagogica.
Cadernos de Educacio, n. 45, p. 57-67, 2013. Disponivel em:
https://periodicos.ufpel.edu.br/index.php/caduc/article/view/3822. Acesso em: 19 abr. 2023.

DESSANTI , Diego Mathias. Indetermina¢des. Orientador: Roy Wilhelm Probst. 2017. 86 p.
Dissertagao (Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT) - Universidade Tecnologica
Federal do Parana - UTFPR, Curitiba, 2017. Disponivel em:
https://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/handle/1/2758. Acesso em: 20 mar. 2023.



94

ECA, J.L.M. A Compreensio de estudantes de um curso de licenciatura em matematica
sobre o nimero zero. 2014. 112 p. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacao Licenciatura
em Matematica) - Universidade Federal do Reconcavo da Bahia, Amargosa, 2014.

ECA, J.L.M. et al. Restrigdes aritméticas na multiplicagdo e na divisdo envolvendo o zero:
reflexdes sobre os conhecimentos de licenciandos em matematica. REAMEC - Rede
Amazonica de Educa¢ao em Ciéncias e Matematica, /S. 1./, v. 7, n. 3, p. 235-255, 2020.
Disponivel em: https://periodicoscientificos.ufmt.br/ojs/index.php/reamec/article/view/8957.
Acesso em: 10 fev. 2023.

ECA, J.L.M. et al. Os Diferentes Olhares sobre o Zero por Licenciandos em Matematica.
INTERMATHS, Vitoria da Conquista, v. 2, n. 2, p. 119-139, 2021. Disponivel em:
https://periodicos2.uesb.br/index.php/intermaths/article/view/8592. Acesso em: 10 fev. 2023

GERHARDT, T. E. et al. Estrutura do projeto de pesquisa. In. GERHARDT, T. E.;
SILVEIRA, D. T. (org.). Métodos de pesquisa. 1. ed. Rio Grande do Sul: Editora da UFRGS,
20009. p. 65-87. Disponivel em: http://www.ufrgs.br/cursopgdr/downloadsSerie/derad005.pdf.
Acesso em: 01 fev. 2024.

GIL, Antonio Carlos. Como delinear um levantamento?. /n: GIL , Antonio Carlos. Como
elaborar projetos de pesquisa. 4. ed. Sao Paulo: Atlas, 2002. cap. 10, p. 111-116.

GIL , Antonio Carlos. Métodos e técnicas de pesquisa social. 7. ed. Sao Paulo: Atlas, 2021.
208 p.

GOMES, Maristela Gongalves. Obstaculos epistemologicos, obstaculos didaticos e o
conhecimento matematico nos cursos de formacao de professores das séries iniciais do ensino
fundamental. Revista Contrapontos, Itajai - SC, ano 2, n. 6, p. 423-437, set./dez. 2002.
Disponivel em: https://periodicos.univali.br/index.php/rc/article/view/181. Acesso em: 2 fev.
2024.

GUIMARAES, Fabiane; Sentidos do zero. 2008. 112p. Dissertagio (Educagio matematica) -
Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo, S3ao Paulo, 2008. Disponivel em:
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11301. Acesso em: 31 mar. 2023.

IFRAH, Georges. Histéria Universal dos Algarismos: A inteligéncia dos homens contada
pelos numeros e pelo célculo. Traducao: Alberto Mufioz e Ana Beatriz Kandinsky. Rio de
Janeiro: Nova Fronteira, 1997. 715 p. v. 1.

IFRAH, Georges. Os nimeros: A histéria de uma grande invencao. 10. ed. Sdo Paulo: Globo,
2001. 367 p.

IGLIORI, Sonia Barbosa Camargo. A nogao de "obstaculo epistemoldgico" e a educagao
matematica. /n: DIAS Alcantara Machado, Silvia (org.). Educa¢cio Matematica: uma (nova)
introducéo. 3. ed. Sao Paulo: EDUC, 2008. p. 113-142.

LIMA, Elon Lages. Os trés niveis da Matematica nas escolas brasileiras. /n: LIMA, Elon
Lages. Matematica e Ensino. 3. ed. Rio de Janeiro - RJ: SBM, 2007. cap. 17, p. 160-174.

LIMA, Elon Lages. Meu professor de matematica e outras historias. 6. ed. Rio de Janeiro -
RJ: SBM, 2012. 241 p.



95

LORENZATO, Sérgio. Os "Por Qués"* Matematicos dos Alunos e as Respostas dos
Professores. Pro-posi¢cées, Campinas, SP, ano 1993, v. 4, n. 1, ed. 10, p. 73-77, mar. 1993.

Disponivel em: https://www.fe.unicamp.br/lancamentos/pro-posicoes-v-4-n-1-10-1993.
Acesso em: 20 mar. 2023.

LORENZATO, Sérgio. Para aprender matematica. 3. ed. rev. Campinas, SP: Autores
Associados, 2010. 140 p.

MATIAS, Fernando. O Tratado do Zero: Quase tudo que se pode dizer sobre nada.
Nitero6i-RJ: [s. n.], 2020. 120 p.

PAIAS, Ana Maria. Obstaculos no ensino e na aprendizagem do objeto matematico
poténcia. Orientador: Saddo Ag Almouloud. 2019. 308 f. Tese (Doutorado em Educacao
Matematica - Programa de Estudos Pos-Graduados em Educacdo Matematica) - Pontificia
Universidade Catolica de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019. Disponivel em:
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/22519. Acesso em: 31 jan. 2024.

SILVA, Robert Henrique Gongalves. Paradoxos matematicos que ocorrem na educacio
basica. Orientador: Marcelo Cristino Gama. 2022. 83 f. Tese (Mestrado Profissional em
Matematica - PROFMAT) - Universidade Federal de Sao Paulo. Instituto de Ciéncia e
Tecnologia, Sao José dos Campos, 2022.

SILVA, R.S. Lacunas conceituais sobre nimeros e suas operacoes na formacao de
professores de matematica. 2015. 133 p. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT) - Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia - UESB,
Vitéria da Conquista, 2015. Disponivel em:
http://www?2.uesb.br/ppg/profmat/wp-content/uploads/2018/11/Dissertacao. ROGERIO STA
RICH_SILVA.pdf. Acesso em: 10 fev. 2023

SILVA, R.S. A formacao inicial e os conceitos sobre dois temas controversos na pratica do
professor de matematica: indeterminacao e divisdo por zero. /n: ENCONTRO NACIONAL
DE EDUCACAO MATEMATICA, 12., 2016, Sdo Paulo. Anais [...]. [s...]: Sociedade
Brasileira de Educagdo Matematica, 2016. Disponivel em:
http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/6574 2664 1D.pdf. Acesso em: 10 fev.
2023

SILVEIRA, Denise Tolfo; CORDOVA, Fernanda Peixoto. A pesquisa cientifica. In:
GERHARDT, Tatiana Engel; SILVEIRA, Denise Tolfo. Métodos de Pesquisa. 1. ed. Rio
Grande do Sul: Editora da UFRGS, 2009. cap. 2, p. 31-42. Disponivel em:
http://www.ufrgs.br/cursopgdr/downloadsSerie/derad005.pdf. Acesso em: 19 abr. 2023.



APENDICES



APENDICE A - QUESTIONARIO PARTE I



... GOVERNO FEDERAL
MINISTERIO DA

[ ] ]
==I INSTITUTO FEDERAL Ebucacio “‘rl-

Fluminense
UNIAO E RECONSTRUGAO

ALUNO ___

QUESTIONARIO - PARTE 1

1. Qual sua relagdo com a matematica?
( ) Gosto de matematica.
( ) Nao gosto de matematica.

( ) E indiferente.

2. Usando uma escala de 0 a 5, onde 0 representa nenhuma dificuldade e 5 representa

extrema dificuldade, como vocé classificaria sua dificuldade em Matematica?

()o ()1 ()2 ()3 ()4 ()5

3. Vocé conhece a histéria da origem do numero zero?
( ) Conheco.
( ) Ja ouvi falar, mas nao sei narra-la.

( ) Nao conheco.

4. Qual o resultado da seguinte divisdo: 0+ 2?
()2
()1
()0

( ) Impossivel de se obter.

5. Qual o resultado da seguinte divisdo: 4+ 07?
()4
()0
()1

( ) Impossivel de se obter.



6. Qual o resultado da seguinte divisdo: 0+ 0?
()0

()1

( ) Impossivel de se obter.

( ) Indeterminado.

7. Qual o resultado da seguinte poténcia: 502
()5
()0
()1

( ) Indeterminado.

8. Qual o resultado da seguinte poténcia: 052
()0
()1
()5

( ) Indeterminado.

9. Qual o resultado da seguinte poténcia: 0~ 29
()0

()-2

( ) Impossivel de se obter.

( ) Indeterminado.

10. Qual o resultado da seguinte poténcia: 002
()0

()1

( ) Impossivel de se obter.

( ) Indeterminado.



APENDICE B - QUESTIONARIO PARTE II



... GOVERNO FEDERAL
MINISTERIO DA

N
EEm INSTITUTO FEDERAL Ebucacho “.rl_

Fluminen
u se UNIAO E RECONSTRUGAD

ALUNO
QUESTIONARIO - PARTE 2
QUESTAO 1

1. A) Durante uma aula de matematica do 5.° ano do Ensino Fundamental, o professor
Gepetto distribui calculadoras para seus alunos, com a finalidade de ensina-los a manusear
a maquina e utiliza-la para resolver operagdes basicas.

Um dos alunos insere na calculadora a seguinte operagao de divisao:
Apos apertar a tecla = , uma mensagem “Math ERROR’ (ERRO de Matematica) aparece

no display da calculadora:

 Math

Como o professor Gepetto poderia explicar ao aluno a mensagem de erro no display?

Use o espago abaixo para expor suas ideias por meio de texto, o qual pode ser
complementado com ilustragdo/ desenho e exemplos numéricos.




1. B) No decorrer da aula, desta mesma turma do 5.° ano, outro aluno insere na calculadora

a seguinte operagio de divisao:
0=+0
Apoés apertar a tecla = , uma mensagem “Math ERROR” (ERRO de Matematica), idéntica

a mostrada no item anterior, aparece no display da calculadora.

Nesta situagdo, como o professor Gepetto poderia explicar ao aluno a mensagem de erro no

display?

Use o espago abaixo para expor suas ideias por meio de texto, o qual pode ser
complementado com ilustragdo/ desenho e exemplos numéricos.




QUESTAO 2

Leia as afirmacdes a seguir:

I. Todo numero elevado a zero é ll. Zero elevado a qualquer numero
igual a um. Por exemplo: é igual a zero. Por exemplo:
30=1 02=0
Ee

5 01000
100000°=1
(=5 °=1

2. A) Durante as aulas de matematica no Ensino Fundamental e Médio, vocé ja ouviu essas
afirmacgodes?

() Nunca ouvi nenhuma das afirmacoes.
() Ouvi apenas a afirmacgao I.

() Ouvi apenas a afirmacao Il
()

Ja ouvi as duas afirmacoes.

2. B) Vocé concorda com a afirmagao 1?

2. C) Vocé concorda com a afirmacgao 11?

( )Sim
() Nao ( )Sim
() Estou em duvida. ( ) Nao
() Estou em duvida.
QUESTAO 3

Em muitos livros didaticos, o significado de expoente de um numero € a quantidade de

vezes em que a base aparece se repetindo na multiplicagao por si propria.

"Toda poténcia de expoente inteiro maior que 1 é igual ao produto de tantos fatores
iguais a base quantas forem as unidades do expoente." (IEZZI, DOLCE, MACHADO,
2018, p. 46)

A professora Elza ao apresentar que 20=1 , recebeu os seguintes questionamentos:
I.  "Como que 2 ndo se repete nenhuma vez e o resultado é igual a 1?"

Il.  "Zero elevado a zero também é igual a 17"



3. A) Como vocé explicaria o resultado 20=17

Use o espago abaixo para expor suas ideias por meio de texto, o qual pode ser
complementado com ilustragédo/ desenho e exemplos numéricos.

3. B) Estaria correto afirmar para o aluno que 09=12 Justifique sua resposta.

Use o espago abaixo para expor suas ideias por meio de texto, o qual pode ser
complementado com ilustragido/ desenho e exemplos numéricos.
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Prezado (a) estudante, este questionario faz parte de uma pesquisa feita por mim, Marina
Martins de Oliveira de Jesus, licencianda do curso de Matematica, do Instituto Federal de
Educacgao Ciéncia e Tecnologia Fluminense campus Campos Centro (IFF), sob orientagcao
do professor Me. Leandro Sopeletto Carreiro. O objetivo da pesquisa € investigar quais as
contribuicbes de uma proposta didatica para auxiliar os professores em formacdo na
abordagem das indeterminagées matematicas no Ensino Fundamental |, envolvendo o zero
na divisdo e potenciagao.

Solicito sua contribuicdo para responder este questionario, em que estardo contidas
perguntas a respeito de suas percepg¢des em relagdo as operagdes de divisdo e potenciagcao
envolvendo o zero. Por isso, peco sua permissao, por meio do presente termo, para uso dos
resultados coletados e posteriormente a sua publicagao.

Deixo claro que a sua participagdo nao acarretara em nenhum gasto ou compensacao
financeira e que sua colaboracgao é voluntaria. Sua identidade sera precisamente preservada
no momento da divulgagao dos dados coletados.

Esclareco ainda que esta pesquisa tem fins exclusivamente académicos e que sua
participacao sera de grande auxilio.

Quaisquer duvidas ou perguntas a respeito da pesquisa poderao ser elucidadas, por meio
do meu email m.marina@gsuite.iff.edu.br. Meu orientador também esta disponivel no email

leandro.carreiro@iff.edu.br. Agradecemos pela sua cooperacgao nesta pesquisa.

Eu ,

inscrito no CPF , aceito participar da pesquisa acima

descrita, voluntariamente, apds ter sido devidamente esclarecido.

Assinatura do participante
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1. Zero na operacio de divisao

1.1. Operagio de divisdo — Base Nacional Comum Curricular

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), os alunos nos anos iniciais do
Ensino Fundamental (EF) iniciam o contato com as operagdes basicas da matemaética. A
operacdo de divisdo entre numeros naturais € apresentada ao aluno durante o 3.° ano do EF e

desenvolvida ao longo dos 4.° ¢ 5.° anos do EF. Veja o quadro abaixo, elaborado de acordo com
a BNCC.

3. ano do Ensino 4.” ano do Ensino 5.” ano do Ensino

Fundamental Fundamental Fundamental
(EF04MA04)
Utilizar as relagdes entre adigdo
¢ subtragdo, bem como entre
multiplicagdo ¢ divisdo, para
ampliar as estratégias de célculo. (EFOSMAO0S)
(EF03MAOS) Resolver e elaborar problemas

(EF04MA0S) de multiplicagdo ¢ divisdo com
Resolver ¢ elaborar problemas Utilizar as propriedades das

o nimeros naturais ¢ com
de divisdo de um nimero natural

operagdes para desenvolver

nimeros racionais cuja
por outro (até 10), com resto PR —
) estratcgias de calculo. representagdo decimal é finita
zero e com resto diferente de o
(com multiplicador natural ¢
zero, com os significados de (EF04MA07)

. . divisor natural ¢ diferente de
repartigiio equitativa e de

Resolver e elaborar problemas . .
) . . o o zero), utilizando estratégias
medida, por meio de estratégias | de divisdo cujo divisor tenha no

) ) diversas, como célculo por
€ registros pessoais,

maximo dois algarismos,

o estimativa, cdlculo mental e
envolvendo os significados de

) o algoritmos.

reparti¢do equitativa e de

medida, utilizando estratégias
diversas, como cdlculo por

estimativa, calculo mental ¢

algoritmos.
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1.2. Zero na divisio

Observe as duas afirmagdes, a seguir, em relagdo ao comportamento do zero na divisdo

atuando como dividendo e divisor.

Exemplo:

Exemplo:

——————— > Simbolo matemdtico para “NAO EXISTE"

A partir destas assertivas ¢ feito o seguinte questionamento:
Por que o zero nio pode atuar como divisor na operacio de divisio?
E possivel responder tal indagacdo por meio da defini¢iio de divisdio. No entanto,
sugere-se que nos anos iniciais do ensino fundamental, o professor inicie esta explanacio por

meio de uma atividade envolvendo uma situagdo-problema.

A professora Maria chegou na turma do 5.° ano do Ensino Fundamental e encontrou
. apenas 5 alunos em sala. Ento, ela decidiu dividir igualmente 10 balas entre os 5

alunos que ali se encontravam. Quantas balas cada aluno recebeu?

~ . worew
W) A
W7 ¥ g
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Trinta minutos apos a divisdio das balas, os 2 alunos que faltavam chegaram para
compor a turma. Neste momento, a professora ndo possuia mais nenhuma bala.

Quantas balas esses alunos receberam?

g

\ 7/

=
=

No dia seguinte, a professora Maria levou 14 balas para dividir entre os 7 alunos
@ da turma do 5.° ano. No entanto, nenhum aluno compareceu & aula. A professora

Maria conseguiu dividir as 14 balas entre os alunos?

(TR TR T

POR QUE O ZERO NAO PODE ATUAR COMO DIVISOR NA OPERAGAO DE DIVISAO?

DEFINICAO DA DIVISAO

Algoritmo da divisdo: =

Propriedades importantes sobre o resto \‘
‘ da divisdo: ’
(Dividendo) D \L(d‘wsor) i e O resto é menor que o divisor;
(Resto) » g (quociente) resto (r) < divisor (d)
i * Oresto é menor que o
dividendo;
resto (r) < dividendo (D)
O resto é sempre maior ou igual
a zero. i
resto (r) = zero

(gxd)+r=D o




| | GOVERNO FEDERAL

on
EE® INSTITUTO FEDERAL o ‘ “ ' I
A
EDUCAGAO AR ]

Fluminense UNIAQ E RECONSTRUGAD

Exemplo numérico usando a definiciio de divisao

10 +2=5
(Dividendo) 10| 2 (divisor)
—10 g 2 (5x2)+0=10
(Resto) 0 (quociente)
23+3=7
(Dividendo) 23| 3% (divisor)
—Z1 % (7 x3)+2=23
(Resto) 2 (quociente)

Dividir zero por um niimero qualquer ndo nulo é uma operagdo possivel que resulta
em zero.

Exemplos numéricos:

0+5=0 0+12=0
JER 0 [12+
=0 o/~
0 0

Bl "
(0 x 12)+0=0

0 | d
—Ooix

0

Generalizagio:

0+d=0 <

0xd+0=0
X
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Dividir um nimero qualquer ndo nulo por zero é uma operagdo impossivel.

Exemplos numéricos:

2+0=7
210
=0 4
e

gqx0=0

Vamos exercitar!

Sendo dividendo (D) # 0

Conclusao:

r=2
v

Lembre-se que:
resto (r) < dividendo (D)
Ou seja, o resto deve ser diferente
e menor que o dividendo.
Neste caso, o resto é igual ao
dividendo, logo ndo ocorreu a
diviséo.

A partir do exemplo anterior, resolva 15 + 0

[2 ~0= impossivelJ

Generalizacio:
Logo:
D |0
roq qxXx0+D
e
(gx0)+r=D =D
O produto entre um namero qualquer Se o resto ¢ igual ao

e zero, resulta em zero.

dividendo, entdo ndo ocorreu a

; divisdo. Sendo assim, afirma-
i

; se que:

:

D + 0 = impossivel
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Dividir zero por ele préprio é uma operagio com resultado indeterminado.

Classifica-se 0 + 0 como uma indeterminac¢io matematica. Por meio da definigéo da

divisdo é possivel explicar o porqué desta indeterminagéo.

O produto entre um nimero qualquer e zero,

. \‘
0 O resulta em zero.
Exemplo: 5 X0 =0
X
12x0=0

qx0=0
Nesta situacdo, pode-se atribuir qualquer valor a incognita g, ou seja, ¢ um valor
indeterminado. Justificando assim classificar 0 <+ 0 como uma indeterminaciio

matematica.

2. Zero na operagcio de potenciagio

2.1. Operacio de potenciacgiio

Dinédmica com folha A4:
Pegue uma folha A4 e dobre-a ao meio. Observe quantos retangulos se formou a partir

desta dobra.

1 dobra = 2 retangulos
Em seguida, a partir da primeira dobra, dobre a folha a0 meio novamente, observando
mais uma vez a quantidade de retingulos formados. Posteriormente, partindo da segunda dobra

feita anteriormente, faga mais uma dobra, ao meio e indique o niumero de retingulos gerados.
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2 dobras =4 retangulos 3 dobras = 8 retangulos

Existe uma relag@o entre a poténcia de base 2 ¢ as dobraduras feitas na folha A4,

Jjuntamente com os retdngulos formados por consequéncia destas. Observe o quadro abaixo:

Nuamero de dobras Retangulos formados Poténcia de base 2
0 1 20=1
1 2 2t =2
2 4=2x2 22 =4
3 8§=2x2x2 23=8
4

Exercicio: Complete na tabela acima, se a partir da 3.° dobra fosse feita mais uma
dobradura que dividisse esta ao meio. Quantos retangulos se formariam? Qual é a poténcia de

base 2 andloga a 4.° dobra?
Definiciio de poténcia:

Seja @ um ntimero real € n um nimero inteiro maior que 1, temos que:

’—> Expoente

n
a"=a X axax..xXa
» /

Base <—‘

Poténcia é a multiplicacio de n
fatores iguais.

Exemplo:
3* =3 x3x3x%x3
3% =81
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Particularidades da potenciaciio:

- Poténcia de expoente 1 - Poténcia de exnoente 0
a* =g a®=1
Qualquer que seja 0 namero real a | Qualquer que seja o nimero real

a sendo a # 0.
Exemplo:

Bt=135

Exemplo:

60=1

2.2. Zero na potenciacio

Vocé sabia que por meio da propriedade de divisdo de poténcia de mesma base, ¢

possivel explicar a afirmacao apresentada abaixo?

Relembrando a divisdo de poténcia de mesma base:

Exemplo:
75
— 75-3 —
7_3 =7 3 — 72

75_7><7><7><7x7

— = =T Fi="T
73 7TX7TX7

—> Explicacgiio para a® = 1, sendo a = 0.

Considere que os valores de m e n sejam iguais, ou seja mt = n.

Entdo suponhaque: m=n=4ea =3

Tal operagio pode ser explicada da seguinte maneira:
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3% 81 ]

_4:__ R _‘/ =Y
34 81 T304
3 & J
- — 24-4 _ 70

34_3 =3

Considere:m =n
logo,a™ =a" =k

i
1

i

i

i

1

i

m

i Sendo assim, — = @™ " = q¢ - - .

i ! oan Entdo, conclui-se que:
;

;

;

i

;

;

0 _
,oat_k _ a’=1 !
Porem,;—;—l !

Observa-se a partir da defini¢do que nem todo mimero elevado a zero, resulta em 1.

Pois a® = 1, se a # 0. Neste caso, vocé acha que 0° & uma operagiio possivel?

00 é uma indeterminacio matema’tica.]

Por que o resultado de 0° é indeterminado?

Tal resultado indeterminado pode ser explicado por meio da propriedade de divisio de

poténcia de mesma base. Observe o exemplo numérico abaixo:
5
a
— = 455 = 0
a

Considere a = 0, deste modo tem-se que:

0x0x0x0x0 | 05 _
§0><0><0><0><0 = " = 0> = 0" = indeterminado

\\“ 0
[ 5 =0+ 0 = indeterminado
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Generalizando a explicacfio para 0° = indeterminado

0 = 0 = indeterminado

S S S S i S 3
1 1
I am o3 I
! Suponha que m = n, entao o = g !
: Agora, considere a = 0

i Logo teremos:

| ] 0™ " = 0 = indeterminad

i = T = = nadeterminaao

- 0 on

10
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OPERACOES DE DIVISAO E
POTENCIACAO ENVOLVENDO O
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Uma proposta didatica para a abordagem das
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Marina Martins de Oliveira de Jesus

o @ Orientador: Leandro Sopeletto Carreiro &
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Abordagem para o Ensino Fundamental

1.1 - Operacao de divisao
BNCC

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nos anos iniciais do Ensino
Fundamental os alunos tem o primeiro contato com as operagdes basicas da matematica.

3.° ano do Ensino Fundamental — Resolver e elaborar problemas de divisao de um
numero natural por outro (até 10), com resto zero e diferente de zero.

4.° ano do Ensino Fundamental — Resolver e elaborar problemas de divisdo cujo divisor
tenha no maximo dois algarismos.

5. ano do Ensino Fundamental — Resolver e elaborar problemas de divisao com

numeros naturais e com ndmeros racionais cuja representagao decimal é finita.



Na calculadora, faca as seguintes operacoes:

L 0+4 ]4+0' 0+-0,

| — = Ha diferenca entre os resultados das operacgées |, Il e 1117 -1

= Dividir zero por um nimero qualquer ndo nulo é uma operacao possivel que resulta —
| em zero.

L 0+-4=0 ||

--------
W

i---.---i .Simbola matematico

L para “NAO EXISTE”

ATIVIDADE




| ATIVIDADE |

P i,

2% ° 7 [ 1.2 = Zero na divisao

A professora Maria chegou na turma do 5° ano do Ensino Fundamental e

. encontrou apenas 5 alunos em sala. Entéo, ela decidiu dividir igualmente 10
balas entre os 5 alunos que ali se encontravam. Quantas balas cada aluno

recebeu? e

- L

[ ] /Z | =
4 o

s

Uy | B T | | P

| ATIVIDADE |

e 7 [1.2 = Zero na divisao

Trinta minutos apds a divisdo das balas, os 2 alunos que faltavam
- chegaram para compor a turma. Neste momento, a professora ndo

possuia mais nenhuma bala. Quantas balas esses alunos receberam?

O (= I

raa [ 0+2=0 |

L

| ATIVIDADE |

£, 7 [1.2 = Zero na divisao

No dia seguinte, a professora Maria levou 14 balas para dividir entre os 7
. alunos da turma do 5.° ano. No entanto, nenhum aluno compareceu a aula. A
professora Maria conseguiu dividir as 14 balas entre os alunos?

14 — 0 _"=_ 1 ﬁfpos_éi—i}é l';




| EXPLICAGAO POR MEIO DA DEFINIGAO DA DIVISAO |

Voo st

(Resto)

Propriedades importantes

(Dividendo) D

r

sobre o resto da divisao

d
q

(quociente)

(divisor)

DEFINIGAO DA
DIVISAO

O resto @ menor que o divisor; =
resto (r) < divisor (d)
O resto & menor que o dividendo;
resto (r) < dividendo (D)
O resto é sempre maior ou igual a zero.

resto (r) = zero
+ M " i Il 1 1 1 1 | Il | | 1 u
e IQ

Exemplos numérico usando a definigdo da divisdo

(Resto)

10 +2=5

| ZE (divisor)

—10 5%

(quociente)

(Dividendo) 1 0

. (5%x2)+0=10

23 +3=7 1

(Dividendo) 2 3 3 “ (divisor)
—21 7./x

(quociente)

(Resto)

(7x3)+2=23

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|’

||||||||i|ii@:



DEFINICAO
DIVISAQ

1.2 - Zero na divisao

|Dividir zero por um nimero qualquer ndo nulo é uma operacado possivel gue resulta em zeru.l

0+5=0 0+12=0

5 0 |12~

0
—0 —0 0 /%
0 0
(0x5)+0=0 (0x12)+0=0

DEFINICAO
DIVISAO

1.2 - Zero na divisao

Dividir zero por um ndmero qualquer nao nulo € uma operacao possivel que resulta em zero.

‘ d

0
_ 0 0 X

0 0
O0xd)+0=0

0 ~d

P T e E e e e E e e s e e e e
Y produto entre um zero e um ndmero qualquer, resulta em zero. :

DEFINICAO
DIVISAQ

1.2 - Zero na divisao

| Dividir um niimero qualquer ndo nulo por zero é uma operacao impossivel. |
L. Sendo dividendo (D) # 0
2+0=["]

2 0 * Lembre-se que:
s resto (r) < dividendo (D)
—0 q-— "X r=2 <:: Ou seja, o resto deve ser
2 diferente e menor que o
dividendo.

(+/x0)+r=2
2 =+ 0 = impossivel



L1 1
| N I O I I I I I O SericRo
# '
L

E Sendo dividendo (D) # 0
1 5 O Lembre-se que:
resto (r) < dividendo (D)
-0 q-— X r = 15<: Ou seja, o resto deve ser

15 = |
Gxo0)+r=15 -. |
Y 15 + 0 = impossivel —

| L] —
[

-
I
¥
b

DEFINIGAO |
DIVISAO

E Sendo dividendo (D) # 0 |

D | 0 ‘7\ .
— e o0 resto € igual ao
_ 0 q % r= D dividendo, entdo nﬁt? ocorreu

— a divisdo

resto (r) < dividendo (D) b |
Ou seja, o resto deve ser diferente e menor que o dividendo.

\/ Entao:
____.'__-__.I O produto entre um S
1 x0=0 nimero qualquer e zero, : . — 'S 5
R | fesulta emzero. D =0 = impossivel |__:




| | || || DEFINICAO
| | ]

[ Dividir zero por ele préprio é uma operacdo com resultado indeterminado. |

Indeterminacio
matematica

0 =+ 0 = Indeterminado

I ]
DEFINIGAO |

DIVISAO
[ | I

Dividir zero por ele préprio € uma operacaoc com resultado indeterminado. |

DL d

r

q

= gx0=0
(,)/ ~ q : /

| 0 haY 0 produto entre um nimero
qualquer e zero, resulta em zero.

(gxd)+r=D X

5x0=0

J [Nesﬂa situagdo, pode-se atribuir qualquer valor a incognita q.] 12%x0=0

ek

02

Zero na operacao de

potenciacao

Abordagem para o Ensino Fundamental




BNCC

Segundo a BNCC, o contelido de Potenciacio
é introduzido aos alunos no 6.° ano do Ensino

Fundamental.

0 dobras 1 dobra 2 dobras 3 dobras 4 dobras
1 retangulo 2 retangulos 4 retdangulos 8 retangulos 16 retangulos o
2x2 % 2X2x2x2 B
20=1 21=2 2=1 23=8 2¢=16| |
T 1] 1] HEE iiii@

Seja a um ndmero real e n um numero inteiro maior que 1.

’—~ Expoente

a"aaxaxaxme

Base « Poténcia é a m\Lﬁtiplicagéo den —
fatores iguais.

| Exemplo | 3* =3x3x3x%x3
34t =81




= Poténcia de expoente 1 = Poténcia de expoente 0

+ Qualquer que seja 0 numero real a sendo

ao = 1 — Qualquer que seja o nimero real a sendo a # 0.

Para explicar a afirmac¢éo acima, usaremos uma das
propriedades da potenciagao.

Divisdo de poténcia de mesma base

am

an @

m-n

3

75 TIXTXTXTXT i
—_ =7 %7 =
73 TXTX7
5; 3
72 =7 75
— 75=3 _ 72
7—3—7 =7




Por que?

————————————————————————————————————————————————————————————————————————

1 a” =1, qualquer que seja o nimero real a sendo a # 0. |

Considere que os valores de m e n. sejam iguais, ou seja m = 1. —

Entdo suponhaque: m=n=4ea=3

3 81 R
34781
» (=1
— 34——4 — 31]
.\34 /_..
Y —_1

A partir da propriedade de poténcia divisdo de mesma base. 0

a’ = 1, qualquer que seja o nliimero real a sendo a # 0. ]

Considere: m = n
Logo,a™ =a" =k =
. -

Sendo assim, a_" =qm " =qf _ )
a Entdo, conclui-se que: e

X a™  k B
Porém, T =x=1

0 _ : : 1 N
a” =1, qualquer que seja o niimero real @ sendo (a # 0. )

\‘ e

[

Nesta situacao se a = 0, teremos:




A partir da definigdo da divisdo de poténcia de mesma base tem-se que:
as
—_— =0
as

Agora, considere a = 0

0
6= 0 =+ 0 = indeterminado
- R
o 10X0x0x0x0{ 05 _
m = E =0"""= 0" = indeterminado

-

-
]
'
'
'
i

~ a™ -
Suponha que m = n, entio - = a™ ™ =q°

Agora, considere @ = 0

Logo teremos:

Om
=5 = omn = 0 = indeterminado
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Roteiro da entrevista em grupo

I . Vocés tinham nogdo desses "problemas" nas operacdes de divisdo e potenciacao
envolvendo o zero? Isso foi apresentado a vocé€s em algum momento da sua vida como

estudante?

IT . Depois do que foi apresentado nesta oficina pedagdgica, vocés acham que agora
conseguem diferenciar o que ¢ impossivel e indeterminado nas operagdes de divisdo e

potenciagdo envolvendo o zero?

III. Vocés ja deram alguma aula (em estagio, ou aula particular) que abordava a divisao?

Como foi a experiéncia?

IV. Vocé acredita que esta oficina trouxe um novo olhar para a maneira que vocé abordaria o

zero na hora de lecionar sobre a divisdo?

V. Vocé passaria a destacar nas suas aulas a operagdo de divisdo envolvendo o zero que ¢
impossivel e a operagdo de divisdo que ¢ uma indetermina¢do matemadtica? Explicando o

porqué matematico da impossibilidade e da indeterminagao.

VI. Vocés usariam o material aqui apresentado, como material de apoio para a elaboracdo das

suas aulas?

VII. Qual grau de importancia essa oficina pedagogica teve na sua construcdo de

conhecimento matematico?

VIII. Quais sdo as impressdes gerais que voces tiveram em relacdo a oficina? Vocés acham

que existe algo a acrescentar?



APENDICES G - TRANSCRICAO ENTREVISTA EM GRUPO



Transcricdo da entrevista em grupo

Marina: Vou comegar perguntando a vocé€s se vocés ja tinham nogao desses problemas que
foram apresentados aqui, dessas operagdes de divisdo e de poténcia, envolvendo o zero. Isso
jé tinha sido apresentado a vocés? Jé tinham visto isso antes?
Aluno A’: Alguns sim.
Aluno B’: O meu s6 a poténcia que nao.
Marina: E ai gente? Nunca foi apresentado a vocés isso? Na escola ....
Aluno C’: Eu s6 prestei atencao no zero depois que vocé aplicou aquele testezinho
Aluno B’: Sim, realmente
Marina: Vocés também? Entdo, vocés nunca tinham visto isso antes, né?
Aluno C’: S6 ignorava. Zero com tudo, zero...
Marina: Sempre foi falado pra vocés que dividir por zero ndo pode e acabou. E isso?
Aluno C*: E
Aluno B’: A poténcia que era assim, ah, todo numero elevado a zero vai dar um. Ah, ai,
assim, caia até isso na prova, eu até gravei isso, todo numero elevado a zero, um. Aieu
colocava logo, 14 um, um.
Marina: Sem restringir?
Aluno B’: Sim, sem restringir.
Marina: E ai, depois do que foi apresentado aqui na oficina, voc€s acham que vocés agora
conseguem diferenciar, tipo, ah, essa operagdo aqui ¢ impossivel, essa aqui ¢ indeterminada,
envolvendo a divisdo e a poténcia? Se perguntar pra vocés agora, cinco dividido por zero € o
que?
Aluno B’: Zero.
Aluno C’: Impossivel.
Impossivel.
Aluno C’: Zero vezes cinco daria zero.
Aluno B’: Isso.
Marina: Entdo, vocés vao conseguir diferenciar a partir de agora, serd?
Aluna C’: Acho que sim. Se a gente ndo esquecer, acho que sim.
Aluno B’: E. Mas a gente olhando a conta, d4 pra lembrar, tipo, vocé falando, ah, vai ser
indeterminado.
Marina: E, vocés ja deram aula de estagio? Ja, né?

Aluno B’: Ja.



Aluna C’: Ja

Marina: Ja deram alguma aula de matematica no estagio?

[Neste momento, ressalta-se que a maioria da turma fez um sinal com a cabeg¢a indicando
negagdo.|

Aluno B’: J&. Minha matéria preferida.

Marina : E como que foi? Trabalhou a divisdo, quando vocé deu a aula?

Aluno B’: Nao, eu dei, foi o primeiro ano, eu trabalhei soma e vizinhos. Vizinho nao,
antecessor € sucessor.

Marina: Entdo, ninguém nunca trabalhou matematica na aula de estagio?

Aluno B’: Eu vou trabalhar multiplicagdo agora, mas ndo com zero. No quarto ano.

Marina : Mas, vai aparecer um zero 14 sim

Aluno B’: Eu ndo lembro se eu coloquei o zero na atividade.

Marina: Entdo, agora pode colocar

Aluno B’: J4 ta pronta, ja ta até impresso.

Marina: Voce€ ja deu aula no estagio?

Aluno E’: Ja, mas ndo matematica. Eu corro de matematica.

Aluno A’: Ndo, matematica.

Marina: Ah, vocé ndo gosta de matematica? Porque?

Aluno E’: Por qué? Porque ela ndo gosta de mim. Nunca gostou e eu também nunca gostei
dela.

Marina : Ah, vocé achou dificil? O que vimos aqui hoje.

Aluno E’: Nao.

Marina: Conseguiu acompanhar?

Aluno E’: Consegui. Mas, se mandar eu fazer, eu nao sei fazer.

Marina: Ah, entdo vocé acha que se vocé for olhar agora uma conta, para diferenciar se ela ¢
indeterminada ou se ela ¢ impossivel, vocé ndo vai conseguir?

Aluno E’: Nao. Vocé v€ que eu to em dependéncia em matematica, menina. T na beira do
poco, td6 quase perdendo de série por causa da matematica do ano passado, quem dird desse
ano.

Marina: Entdo, ¢ mais um pavor que vocé tem de matematica? Criou um bloqueio? E isso?
Aluno E’: E...

Aluno E’: Eu tenho dificuldade de matematica desde pequena. E todos os professores
chamaram minha mae na escola. Minha mae sempre ia na escola por causa da matematica.

Eu sempre fui chamada em todos os conselhos de classe. Reunides de professor, de mae, por



causa de matematica. Ja fiz aula de reforco de matematica. Dia de sabado eu estudava so
matemética. Mas ¢ minha negagdo. Eu acho que eu tenho um "laudozinho". E porque eu
nunca fiz exame melhor. Mas eu acho que eu tenho um laudo.
Marina: Vocés também ndo gostam de matematica?
[A maioria dos alunos respondeu a pergunta indicando que ndo gostam da disciplina]
Aluno B’: Eu amo.
Aluno C’: Eu penso que nao amo. Eu sei o suficiente pra passar.
Marina: Vocés também nao?

Negag¢ao também.
Aluno F’: Negacao também.
Marina: Entdo ninguém nunca deu uma aula que envolveu divisao, né?
Aluno C’: Mas agora a gente vai ser obrigado, né? A gente tem que dar uma aula de
portugués e uma aula de matematica
Marina: Entdo, olha eu dei um tema pra vocés
Aluno C’: Eu dei até uma olhada nessa apostila aqui, se a gente usar ndo vai ser plagio?
Marina: Pode usar
Marina: Todo mundo trabalhando divisdo agora . E ai, vocés acreditam que essa oficina aqui
trouxe pra vocés um novo olhar da maneira que se aborda o zero. Da abordagem do zero para
lecionar a divisdo. Trouxe um novo olhar para vocés?
Aluno C’: Sim
Aluno B’: Eu ndo sabia que o Zero era tdo dificil assim.
Aluno E’: Foi o que eu falei, eu ndo prestava aten¢do no zero
Aluno F’: O Zero ¢ excluido
Aluno C’: Por incrivel que pareca ele ¢ o primeiro e ele sempre foi excluido. Ignorado,
coitado.
Marina: Nas aulas que vocés vao dar futuramente, como professores dos anos iniciais, vocés
vao ter que trabalhar a divisdo. Vocés destacariam o zero? A indeterminacdo e a
impossibilidade de dividir por Zero?
Aluno B’: Sim e Tipo, eu vejo em todas as estagios que nao ¢ destacado o zero.
Aluno C’: E as criancas fazem perguntas de tudo pra gente . Tia, por que que tem que ser
assim? Porque sim. Nao me pergunte o porqué. Eles adoram falar porque. Se for porque em
Historia, em Geografia, em Portugués, até vai. Mas agora em Matematica nao.
Aluno E’: Teve um estagio que eu fiz semana passada, que teve aula de Matematica, e a

professora pediu pra eu ir ajudar o aluno. Ai eu fui 14 ajudar, né? Mas pra mim o aluno sabia



fazer atividade. Af chegou na hora, e ele pegou e falou assim, 6 tia, vocé t4 no terceiro ano,
vocé nao sabe Matematica. Af eu, ndo, a tia ndo sabe. Afeu pedi pra professora, falei assim,
olha, ndo pede pra eu ajudar em Matemadtica, que eu sou uma negagao em Matematica. Ai
ela, ndo, ndo, tudo bem. Mas ele virou a minha cara e falou, ,0 tia, vocé ta no terceiro ano e
vocé ndo sabe Matematica.
Marina: Vocés usariam esse material ai, que foi passado pra vocés para preparar uma aula?
Aluno F’: Sim

Com certeza
Aluno B’: Sim, ta muito explicadinho
Aluno C’: N6s vamos usar. Gente, eu ja avisei que eu vou usar.

Vamos vé quem usa primeiro
Marina: Entdo vocés vao dar aula de estagio com esse material. Vocé€s acham que essa
oficina pedagogica contribuiu para constru¢dao de conhecimento matematico de vocés?
Aluno C’: Sim. Eu gostei da historinha da mariazinha.
Marina: E pode ser usada nas aulas de matematica. Vocés ndo tinham conhecimento nenhum
dessa parte da divisao? Como foi dada a divisao para vocé€s, nos anos iniciais?
Aluno C’: Vocé tem 10 balinhas, vocé tem 2 amiguinhas, vocé tem que dar essas balinhas
para todos os amiguinhos. 5 para cada. E vocé fica com quantas? Zero
Aluno B’: Fazia o desenhozinho e dividia.
Aluno E’: O meu, pra estudar foi uma conturbacdo. Porque eu estudava em escola particular,
ai, no final, eu fui pra publica, ai, depois, eu voltei pra particular, ai, no final, eu fiquei na
publica. A escola particular e publica sdo totalmente diferentes. Entendeu? Entdo, ai... Que
bagunga.
Marina: E nem na particular, nunca destacaram nada sobre indeterminagao, impossibilidade
envolvendo o zero?
Aluno E’: Nao. Eu sempre fui uma negacdo. Minha mae sempre estava l4 na escola, toda
semana ela estava l4. Sempre foi nota vermelha em matematica. E triste, mas ¢ a vida. ..
Marina: Vocés tém alguma coisa a acrescentar? Quais foram as impressdes gerais que voces
tiveram sobre a oficina? O que vocés acharam?
Aluno C’: Eu amei seu slide
Aluno E’: Eu achei uma gracinha.
Aluno B’: A organizagao perfeita.

Aluna E’: Foi bem, tipo, interativo. Parabéns.



Aluna C’: A explicacdo foi muito boa.

Eu achei a explicagdo muito boa, maravilhoso. O material esta
perfeito.
Marina: Entdo, eu espero que vocés usem esse material para as aulas de vocé€s. Nao s6 no
estagio, mas nas futuras escolas que vocés forem dar aula. Sintam-se a vontade, a intencdo ¢é
essa.. que vocés mostrem aos alunos a possibilidade, a impossibilidade ¢ a indeterminacao

envolvendo o zero na divisdo.
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Prezado (a) estudante, esta oficina pedagdgica faz parte de uma pesquisa feita por mim,
Marina Martins de Oliveira de Jesus, licencianda do curso de Matematica, do Instituto
Federal de Educacao Ciéncia e Tecnologia Fluminense campus Campos Centro (IFF), sob
orientagdo do professor Me. Leandro Sopeletto Carreiro. O objetivo da pesquisa € analisar
as contribuicdes de uma proposta didatica, na formacéo inicial de professores, que discorre
sobre as indeterminagdes matematicas envolvendo o zero, na divisdo e potenciagdo, no
Ensino Fundamental.

Solicito sua participacido nesta oficina pedagdgica, na qual sera apresentada uma proposta
didatica para abordagem das indeterminagbes matematicas envolvendo o zero, na diviséo e
potenciacgdo, no Ensino Fundamental.

Para coleta de dados, este encontro sera gravado. Ressalto, que as gravagdes obtidas
serdo mantidas em sigilo, apenas os pesquisadores desta pesquisa terdo acesso.

Por isso, pego sua permissdo, por meio do presente termo, para uso dos resultados
coletados e posteriormente a sua publicagao.

Deixo claro que a sua participagdo nao acarretara em nenhum gasto ou compensacao
financeira e que sua colaboragao é voluntaria. Sua identidade sera precisamente preservada
no momento da divulgagédo dos dados coletados.

Esclareco ainda que esta pesquisa tem fins exclusivamente académicos e que sua
participacao sera de grande auxilio.

Quaisquer duvidas ou perguntas a respeito da pesquisa poderao ser elucidadas, por meio
do meu email m.marina@gsuite.iff.edu.br. Meu orientador também esta disponivel no email

leandro.carreiro@iff.edu.br. Agradecemos pela sua cooperagao nesta pesquisa.
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